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Zur Theorie der Jacobi'schen Thetafunctionen. 


Von F. Herstowsx1 in Breslau. . 


‘Die nachfolgende Arbeit ist aus der Anregung hervorgegangen, 
welche ich in dem mathematischen Seminar zu Breslau empfangen 
habe. Im Winter-Semester 1872/73 habe ich niamlich in demselben 
an den Uebungen theilgenommen, in welchen unter der Leitung des 
Herrn Professor Dr. Schréter ,die Theilung der 0-Functionen* be- 
arbeitet wurde. Es wurde dabei ausgegangen von der vom Professor 
Schréter selbst*) hergeleiteten allgemeinen Formel, welche das Pro- 
duct # (x, q”) - #(y, gq") durch eine endliche Summe von Producten je 
zweier Q-Kunctionen ausdriicken lehrt. 

Dieselbe Methode, vermittelst welcher Professor Schréter diese 
Formel aus den Summenentwicklungen der Jacobi’schen Functionen 
abgeleitet hatte, habe ich auf die Productentwickelungen dieser Func- 
tionen angewandt und bin dadurch zu den im Folgenden angegebenen 
Resultaten gekommen. 

Wir bedienen uns durchweg der Bezeichnungen Jaco bi’s; nament- 
lich gebrauchen wir die 4 #-Functionen so, wie sie von ihm eingefihrt 
worden sind. Es gelten fiir dieselben bekanntlich folgende Definitionen: 


o(e,q—= Pl a—@)(1—2¢-* cos22+q"-), 
93(@,)—= fof (1 — a") (1424 c08 22-4 g"*-*), 
1 
8, (2, q) = 2V/q cosa f+f (1 — g@*) (14+2q** cos 2x-+ 9"), 
1 


9, (2, q) =2)/q sina ff (1 —g*) (1— 2g" cos 22 +g"). 
1 


Wo wir auf die elliptischen Functionen kommen, haben wir nicht iiber- 
all diese selbst vermittelst der Jacobi’schen Bezeichnungsweise expli- 


*) Inaugural- Diss. Kénigsberg, 1850. 
Mathematische Annalen. XI. 


2 F. Hersrowskt. 


cite angedeutet, sondern einfach die Verhiltnisse der O-Functionen 
stehen lassen, schon aus dem Grunde, um gewisse Weitliufigkeiten, 
namentlich Hinzufiigung von Factoren und drgl., zu vermeiden. 


$ 1. 


Bevor wir zum Gegenstande selbst iibergehen, wollen wir uns eine 
Relation ableiten, die in der Folge immerfort Anwendung finden wird. 


Wir wollen nimlich den Factor [] (l1—q?*), welcher in den Pro- 
1 


ductentwicklungen der #-Functionen auftritt, durch diese selbst aus- 
driicken. Dieses lisst sich leicht ausfiihren. Es ist naimlich: 


,0,9) =2V¢ Pf i—a) a+e®, 
90,4 = Pf a—ey ate, 


3(0,q)= ET —qg*) (L— g@@4-1)?. 


Multiplicirt man diese drei Gleichungen mit einander und beachtet, 


dass allgemein: 
PJ fen -ren—1) = PI ra, 


so ergiebt sich: 
9,(0, 9) 9,0, ) 90, 9) =2/¢ PJ a —@». 
L 


Bezeichnet man nun die Derivirte von #, durch #,', so ist ja bekanntlich: 
9,'(0, q) = 4 (0, a) 4 (0, g) 8, @); 
mithin haben wir: 
(1) 2 Yop] (1—q**)3 = 4,'(0, q). 
1 
Es ist nun gemiiss der Definition: 
#, (x. q) 


ne ee [+] (1—g? -e8 #2) (1 — gq? -e—2 #2), 
2V/q sine PT ag 
1 


i 


Auf der rechten Seite der obigen Gleichung setzen wir nun fiir / in 


dem ersteren der beiden unter T] stehenden Factoren die Form Ah—ua, 
in dem zweiten die Form Ah + uw, wo 





RS 





és 


om 

























©-Functioner. 





h=1, 2, 3, ---+ 00, 


p= 0, 1,2,---a—I; 
és ergiebt sich dann: eats 
4-1 


— FiO ys) i) [.] (1—g?#-e-82) Se 
2/9 sin & [} (1—q?") . 
i 
4-1 «o 
>< Ju h (1— 22h, p2i(e+-milg)) (| — 2h, e—2i(e+pilg)) 
bl PT q \(l—¢ ) 


Gemiiss der Definition ist aber auch: 
a 


I-] (z+ pilg, @’) = [2 /eP] (1— 4) } >< 
xc fo sin (a+ uilq) hel Plo —qrrh » e2i@bpila)) (] —qPrrs -e~ 2ilet pila), 
0 0 1 


Vergleicht man nun die beiden letzten Gleichungen mit einander, so 
erhilt man: 


a—1 
I] 9 (c+uita, A =P-a(,9), 
0 


und zwar ist der Factor P, so wie er sich unmittelbar darbietet, fol- 


gender : 
_® 4-1 
BZ [-] a) |! [J sin (v7-+ wilq) 
i 6 
P= “SS RTR ws Bie 8: el me 


2Vq ] (1—q?") sin £ J (1—¢?" -e—?#*) 
. 1 


zieht man aber den obigen Ausdruck zusammen und beriicksichtigt die 
Relation (1), so findet man: 


at 4—1\2_ 2-1 
P= (—1) ” . e4-vie. 93 = Pes ~ aa (0, 2 ; 


a, (0, qs 
Aa—1 


Setzt man also P=(—1) ? - e4—iz.C, so hat man: 
a-1 


Fe. (e+wilg, @)—=(—1)* -e-vi. Ca, (2, 9). 


Hieraus ergeben sich vermittels Substitution von « + =) x— z ilq, 


z+ = _ x ilq an Stelle von a die analogen Formeln fiir die drei ; 





iibrigen #- Functionen, so dass wir nun folgende vier Formeln zusammen- 
stellen kénnen: 


1* 


4 F. Herstowsxt. 


( a—l a-1 
Ff e+ uita, & =(-1 * -e-0.08,(0,9), 
0 


a4—4 

fT 0.(c+-wilg, ¢) = 8-08, (2, 9), 

© iT) 

(2) ee 

FA] etnita, @ = e- . 09,2, 9), 
0 


—1 


4-1 2 
Pe] e+ ita, =(—1 * -ee—-0. Ca(a, g). 
0 





Die entsprechenden Formeln fiir die reelle Periode kénnte man 
ebenfalls direct aus den Productentwickelungen ableiten; der Kiirze 
halber ziehen wir jedoch die Methode der Transformation durchs Ima- 
ginire vor. Substituirt man niimlich in (2) fiir z---ix und beachtet 
die bekannte Relation: 


. s. . f 2 
o(iz,p) = —< «5 9,(—*s, =), 


p= lq; 


so findet man leicht nach einigen Umformungen die folgenden vier 
Formeln: 


wo 


A—i1 a 
el #. (+42, D=C)* - ca, 22,0, 
0 


a-—1 

L-[ (+42, ) =C'8,(a2, 4), 
0 

(3) a—1 

hl »: (2+ = ? a) —_ C’8, (Az, q’), 
0 


4-1 


4-1 
[-] * +4%, 9 =Cn? c'eas,), 
q 0 








und zwar ist jetzt: 
1a a 
Canes * (0,003 | 
,'(0, ¢) 


Die Formein (3) sind zuerst von Jacobi angegeben worden*). Jacobi 
‘hat jedoch die Constante C’ nicht niher bestimmt. An der betreffen- 
den Stelle steht allerdings: 


*) Crelle, Bd. ITT, p. 305. 











mal 


zeit 


sie 
der 
seh 


fii 


ni 


si 








noes 











© - Functionen. 


a—1 
J] 04242, )=C'aQaz, @); 
0 


man iiberzeugt sich jedoch leicht, dass: 


a—1 a—1 
Ff oG+22, )— FL oe+*, 9): 
0 

Setzt man in (2) und (3) 4 als ungerade voraus und nimmt gleich- 
zeitig «=O an, so erhalt man specielle Formeln, welche zuerst von 
Dr. Géring*) angegeben worden sind. 

So einfach die Formeln (2) und (3) scheinen mégen, so kénnen 
sie doch als die Grundlage der gesammten Theorie der Transformation, 
der Multiplication und der Division der elliptischen Functionen ange- 
sehen werden. 

Substituirt man in der Gleichung (2): 

a—t 1-2 1-2? a-12 


FT. ey q’) = ( (—1) * -e—niz.Q% , q ae a >< 





2 
#/ (0, 4) ® 


>< 2100.4) a(x, 9), 
a, (O, q)’ 


fir z---a2-+ "™, indem @ eine positive, ganze Zahl bedeuten soll, 


nimmt dann uw =0, 1, 2,---@—1 an und multiplicirt die so er- 
haltenen g Gleichungen mit einander, so findet man, unter Beriick- 
sichtigung der Gleichung (3): 
1 - oF _#, 1 (0, \§ P 
ne (c+* ' 4) wo (—1) -2 #, (0, 4 et d, (9x, q®), 
folgendes Resultat: 
A(e—1) , eu—1) 


HL Elo e 2¢ tee a) — 9 OE 


1— oa es + at 
<< eeA—ljix - wx q a i vy. aioe) -x< od 1(Q2, q )5 


a, (0, q°) 
(4) { ebensoleicht findet man die drei folgenden Gleichungen: 





1—@i 


=i 
PL FD. + 22 +000 q’) = ee Hie.QF ye 
0 


ein = dy). #, (0, o.@)* 


a, (0, oe) 


- 8,(o2, 9°), 











*) Inaugural-Diss. Leipzig, 1874. 


F. Hexstowskt. 


@-1 e4 


A—1 eo 
b-] TT, (c+ “+ vilg, q) — eet-thiz 9 3) Se 
eT. . 


@.a 

1—a)  fa—1y2 ‘ . ) 

>< Alte ~( 7? ) : 4, (0, ¢) (9x, q), 
@, (0, ae)! 


i 7 mes Ae—) , e@—H 

¥ thon , | Pe eee se 2 
L [e+ = +vilg, @) =(—1) - 
@.a 
—oe.a —2 —1\2 5 
>< @A=Iiz, o iets” (5 ') ). 4, (0, q’) . 
7 a, (0, q®)’ 
Man sieht, dass die Formeln (2) und (3) als specielle Fille der 
letzten vier Formeln zu betrachten sind. In der That, setzt man e=1, 
so bekommt man aus (4) die Gleichungen (2); wird dagegen 2} ange- 
nommen, so folgen daraus die Gleichungen (3). Man kann nun noeh eine 
dritte interessante, specielle Voraussetzung tiber g@ und 4 machen, nim- 
lich g=A; alsdann ergiebt sich folgendes System von Formeln: 


>< Bex, ge). 





a— 1—Z? 


1 4-1 
1 | 
iE I] 4, (a+ +754, q) = @A—viz. 2% > 
0 i) 


1--2? 


=P aye tt 
<q 2/7 +8 (0,9) 3-4, (Az,Q), 
A—t A—1 1—22 


1 ' 7 
f:-] y #, («+ = +751 , q) = eU-Niz. 2 Sse 
0 


© 
v1 


1—2 (a—t) a a1 : 
. - 3, (0, q) 3 &, (Ax, q), 


< qi 


1—2? 


4—1 a—1 
hl T] », (c+ “* + ia . a) = @—Niz. 23 xe 

6 ~ Oo 

1—? | er ; av—t : 
<q 2/7 +8) (0,q) 3 - 8 (ax,Q), 

a—1 i—t xe 
Id [T+ (c+ == of oa q) = AU—liz. 23 xe 

0 0 


i=¥ (=n P41 
<q \2/’ .@/(0,q) 3 &(Az,q). 





\ 

Dividirt man je zwei dieser Gleichungen durch einander, so bekommt 
man Formeln fiir die Multiplication der elliptischen Functionen, wie 
sie zuerst von Abel*) aufgestellt worden sind. 


*) Oeuvr. compl. T. I, p. 188. 





@-Functionen. 


§ 2. 


Bevor wir die Entwickelungen des vorhergehenden § weiter fiihren, 
wollen wir zuniichst eine Zerlegung der #- Functionen nach den Wurzeln 
der Modulargleichung angeben, da dieselbe nach dem, was vorhergeht, 
sich wie von selbst darbietet und sich an das Vorhergehende unmittel- 
bar anschliesst. Wir untersuchen in dieser Beziehung zuerst die Func- 
tion ®,(x, q), da diese Untersuchung etwas einfacher zu sein scheint, 
als die entsprechende fiir #,(a, q). 


Wenn lq =p gesetzt wird, so kann man @, in folgender Form 
darstellen : 


D(X, p) om Bes cos & P| (1 — ¢"P) (1-+-e247+2iz) < (I + ehp- 244). 
ay 


ee oP lk ras Quin ° 
Substituirt man hierin fiir p+ ++ p+ a te wird: 


Qui Pp 4s 4 a 
9, (x, p+ “*) —2¢% ti cosz I | G— eT ) de 


onp+ih !* 4 9%2 ehp+in “i _ 262 
>< (14 et a y(ai+e" a ). 


Nimmt man nun wa =0, 1, 2,---4—1 an und maltiplicirt die 
simmtlichen 4 Gleichungen, ollie: man dadurch erhilt, mit einander, 
so bekommt man: 


2-1 1 


wy fef Ge, » +28) = 1 * VG 00s 2) > 


4-1 


oe 
aia sli 
s< | Bie — ghetan—; \(i+e anp+an He * 19:2 >< 
0 1 
chp+4n—Hi* _ siz 
<(il+e a . 


Ordnet man die Zahlen h in dem unendlichen Product der rechten 
Seite der obigen Gleichung nach der Form-Ah—v und beachtet, dass: 


cthuin — |, 


so findet man: 
El " ts, P+ 0m) = ; 2 ‘(2 j/q cos n) >< 
0 
FT i KG a Gibney — HS) 


se ® 4 im z 
pe (tp fide ore — ste atte eae) ‘ 





8 F. Henrstrowsxt. 


Wir heben nun diejenigen Factoren des unendlichen Products, 
welche dem Werthe v0 entsprechen, besouders hervor und bekommen: 


4—1 Z aE sae 
-] 9, (2, p+ 7"'*) =i 2 (2//q cos x) >< 
0 


Aa—1l1 _@ 
x Il bl (1 —q®4*) (1+ g@*4 - 2!) (1 4 g244 e— 22) >< 


Auvint 


4—1 Aé—1 P : 
2Ahp —2vp 
< fe] f] [| (1—e : ‘)>< 
0 ie 
a Auviz : 4 4 eo, a 
><(1 4+ 2” 2yp 7 Hee) (s 4 fier +? es 


Der eine Theil des letzten Ausdrucks lisst sich nun leicht durch 
die Function #, darstellen; es ist namlich offenbar: 


aA a 
[- “| on — g®**) (1 g?*4etiz) (1 ge 2éz) — cd de a 
eVa cos «)* 
Ks ist also nur noch zu behandeln das Product: 


Aa—l1 2 vin 


EPI 0- x 


tarts 2 their , 
-_ — 2 _ — 2 
><(1 ettp 2Qyp + ‘?) (1 erttp 2¥p — = : 


4uviz 


In demselben kommt der Ausdruck e€ 2 vor, in welchem n»—0, 
1,-+-4—1; v=1, 2,---4—1, genommen werden soll. Legt 
man nun dem v eimen der obigen Werthe bei, so stellt, wofern 4 eine 


4vin 
ungerade Primzahl ist, € i eine primitive, 4° Wurzel aus der Einheit 
dar; wenn nun also dem uy alle ene von 0 bis 4 — 1 beige- 


legt werden, so durchliuft der Term or “] die simmtlichen 4 Werthe 
der A'e= Wurzel aus der Einheit. Diese stellen sich aber einfacher 


2uizn 
unter der Form e 2 dar. Beachtet man dieses, so ist klar, dass das 
unendliche Product, um welches es sich handelt, identisch mit dem 
folgenden ist: 


a—1 jé—1 « 

aZhp — avy — 282 
ef fog pe (1—e é )>< 
0 1 1 


>< (1 4. ethhp —29p —* T+) (1 pee at ae E 


Wir haben jetzt also gefunden: 








de 
ni 


el 





















Q - Functionen. 





; 1 aaa 


al 9,(c, p+ 26) mit g © OS(e, Ap) > 


Quin 


Fl FI PTG- peer © ia 
se(1 4 titra NE an) (1+ ptihp —avp—"HO™ — —e), 


Eine der obigen iihnliche Gleichung bekommt man, wenn man in 
der Gleichung (1) dieses § die Zahlen h nach der Form Ah + v ordnet, 
namlich: 

4—1 a—t- 20-8 


[-] («, p+ apse.) oes es ‘. q ‘ @(z, Ap) >< 
; aA—1 A—1 : Quin . ‘aie 
<[ThIo-" 2 ya+er" F Hebi: 
><(1 +e 2yp+ 8) BT ET FIG Grd 9 tT Vig 


se(t tise teene + (1+ eter tare + GF —t2) 


Multiplicirt man die beiden letzten Gleichungen mit einander, so be- 
kommt man: 





Aa-—l1 aqa—aA) 


ant 
[-[ o2(@.9 +78) =(—1) * a? +P. Q8*(@, ap), 
0 


p= fl fl 0— 2") 


s(t 4 erty = +e) (1 ap fre tee —ae) 


4-1 zx-1 @ in 
2Ahp —2vp— ed 
VG= f-] [-] [] (1 —e 
0 1 1 
2uin 


5: ase Mi ~) (ip fer ttret ed he 


a(a fe—*"" ~ tat sacs (1 ett tere + A — 242) 


Quin 


>< (1 + ethp 7a e , 


Der letztere Ausdrack lisst sich aber sehr leicht durch 4, und 6, 
darstellen. Bezeichnet man nimlich mit R die Grosse: 
a—1 A—1 


i] IT] sin (47— vip) cos (a £* — vip) cos (« ~ <= + vip), 
0 1 


i) >e 


~ 10 F. Herstowskt. 


so ist, wie man unmittelbar sieht: 


— 34 (aA—1) = P 
(2a) h (i — grt sra- 1) R . Vg= 
Flo—e 
A—1i A—t1 


= f-f I] +, ( — vip, Ap x 
0 1 


<P, (x4 ** — vip, ap) a, (<— a + vip, Ap)- 


Stellt man aber in dem Ausdrucke R die trigonometrischeu Fune- 
tionen durch Exponentialgréssen dar, so findet man, dass: 
a—1 
(—1) a P 
R= (Vq eV gyre =)? 


so dass wir jetzt schreiben kénnen: 
= AA 
[-] (i— g**4)s24a—1) x RP. Q ss (—1) 2 (vey*e-” >< 
‘ a—1 a=1 
>< f-] I]. ‘ea — vip, Ap) 3, (e+ = —vip, Ap)>x< 
0 1 


>< 9, («— = + vip, Ap): 


Es sind nun siimmtliche Terme in dem Ausdrucke P- Q so einge- 
richtet, dass man sie fast unmittelbar mit Hilfe der Formeln (1), (3) und 
(5) des vorigen § in der méglichst einfachen Weise durch #-Functionen 
darzustellen in Stande ist. Nachdem wir alles zusammengezogen, 
finden wir: 

p 20=) 92 (12, ip) 
C= 4 © eae, Bp) 
demnach ergiebt sich schliesslich: : 
bk 
Quix ‘ 1 93 ( z, Ap), (Aa, Lp) 
-] *.(@, +75 isyiir % “ele, tp)? 
oder: 


a—1 4—l 5 
9,(A2, ap) fu] (2, F +78) =i * 93 (@, v) (Aa, v). 


Substituirt man in der obigen Gleichung fiir «--- «+ =, so be- 
kommt man: 


A—1 


A 4-1 
9, (a0, dp) [+] 9, (©, 2 + OM) =i * 98 (@, pv), Ax, p). 
0 


Wir gehen nun zur Ableitung der entsprechenden Formeln fiir 
@,(x, p) und @(x, p) tiber. Die Methode, nach welcher wir dabei ver- 








fah 


det 


na 
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fahren, ist ganz dieselbe wie die im Vorhergehenden angewandte, so 
dass wir diese Untersuchung erheblich abkiirzen und uns auf die An- 
deutung der Operationen beschrinken kénnen. Wir setzen also zu- 
nachst in: 


3,(x, p) = bl (1 e 4”) (1 +4 e@*- 0) p88) (] 4 eh p—2iz) 


fir p---p+ Seen , nehmen dann uw = 0, 1, 2,---4—1, multi- 


pliciren die a Gleichungen, welche wir daraus erhalten, mit einander, 
ordnen dann, nach dem bereits wiederholt angewandten Verfahren, die 
in dem unendlichen Product der rechten Seite der hieraus resultirenden 
Gleichung auftretenden Zahlen h nach der Form 4h—v, beachten, dass: 


elhuin — | : 
und finden zunichst: 


a—1 A—tl oo 


Ie. (z, pt Set a [TEL Po- pneu iH 


Sh 7Hin 2i 
>< (1 + ete —Orte (2 +1) +312) 


<(1+e 2ahp— @r+i)p— ar+n A _ ais x 


In der rechten Seite der obigen Gleichung treten nun die beiden 
4uvin arn 26 


Ausdriicke: e 7 und e auf. Der erstere ist bereits friiher 


2uin 
‘ : +1) 5 oo cee 
erértert worden; es bleibt also nur e 4 gu discutiren iibrig. Wo- 


fern nun A wiederum als eine ungerade Primzahl vorausgesetzt wird, 


27 
stellt +” 7 eine primitive, 4'° Wurzel der Einheit dar, mit Aus- ’ 
nahme des Falles, dass 4 in (2v-++-1) aufgeht. Wenn nun v die ganze 
Werthreihe: 0, 1, 2,--- 4 — 1 durchliuft, kann nur ein einziges Mal 
der Fall eintreten, dass 4 in (2v-+-1) aufgeht, némlich wenn: 
4—1 


2 
— 





vv = 
wird. 
Mit Ausschluss dieses Falles, in welchem: 
Qin 
(2¥-4+1) —- 
a te wl . 


gy 41) 22% saris 
ist sonst stets e  * eine primitive 4'° Wurzel der Einheit, so dass, 
wenn der Reihe nach uw = 0, 1, 2, ---4— 1 angenommen wird, der 
- Quin 
Ausdruck e°’*” 2 die simmtlichen 4 Werthe der 4‘ Wurzel der 


. Einheit durchliuft. Hiernach kénnen wir also schreiben: 








nl” ale A eo et ee 
. 
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eS m 
[-] %(2,9+ ants) (Lo a q’® (1 + qt. chet a isc 





(I 4 g@th . g—2ie— in)} be 


Ss oh gl 
seb EL Bf 0-4 20rte tt my 


ar 2r+1 
- seg 2i(e+ ; ‘) >< 


Hl f Blee (ent 2) > 
0 


ua r+1 
(14° 2i(e + A 2 F . 


re man beide Seiten der obigen Gleichung mit: 
i IT 4+¢ 2th p+2i(e —“ +; 2") ><(1 ithe — 2104 ; ‘?) ; 
so kann man sie in folgender Form schreiben: 
4-1 oo * 2 
9 2thp +2i(x— 42 + ~ jp) 
0 HE o+err > 
>< (I  fr— 2i ip ht _3, >< 
~ Fle. («p+ tei) {Fee (1. g°* eet 5 ; 2) >< 
: : 
><(1-+q"" . tie 3 an) >< 
4—1 24-1 @ : 
7 __ gahp—arp— 2Hi* 
< [TT] Oke é a )>< 
2v+-1 7‘). 


(1-4 e aie phe — SS 
Wir kénnen nun @,(x,p) auch folgendermassen darstellen: 
95 (#, p) = (1+ qre*)(1+-g-e-*) >< 


< Pfc —q"") (1 4 git. é'*) (1+g"*. aes 
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An dieser Form von @,(z,p) fihren wir nun der Reihe nach ganz 
dieselben Operationen aus, die wir an der Form 


ble 3 **) (! 4gt-!. ote) (t+ a" et) 


ausgefiihrt haben, ordnen jedoch die Zahlen h nach der Form Ah + v 
und nicht, wie vorher, nach 4h — v. Wir finden dann die folgende 
Gleichung: 


A-3 ie 
ofl Ll (} 3 papell oe : ”Y><(I + parnee ys 7 PY >< 
a—1 ih 
>< Jef o, (p+ Sete) ‘in Pe {EL —q°"*)>< 
U 
(1 4g. en ets ie ( 4g. gies mt és 
ae = Oe 
ae wa 


(1 4 gt : gee) ; 





Der Factor P ist, wie man sich leicht iiberzeugen kann, 


folgender: 





4—1 Aa-1 
“ 7 a : Quin 
P= (1+ e-*) (Azer! LT kf @- ert ry 
L 1 0 
A—1 ’—1 ay Quin... ° "i Quins, 
[-] [-] (1 er toe ty +e (1+ ef °+De + -—-— _ 
0 0 
x — — as 


2uin . 2uin = 
[-] (14 2° 2 ay (14+e?+ 7 a 


0 


Multiplicirt man nun die beiden Gleichungen (2) und (3) mit ein- 
ander, so sieht man, dass die unendlichen Producte, welche in der 
resultirenden Gleichung avftreten, sich simmtlich durch #-Functionen 
ausdriicken lassen, und zwar durch #, und &,. Wir haben, um die 
Gleichung so einzurichten, dass wir unmittelbar die Definitionen der 
®-Functionen anwenden kénnen, dieselbe nur noch mit den beiden 
Factoren: 
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= (27 ¥* {cos (+ + ap) cos (x- $ ap)\ x 
><[2ve P] (1-2) fof EL sin (42 — vin) > 


4— 


<pveLTo- oy? Fel Ef cs (2 Wm 4 22 l ip) > 


0 
>< cos (e+ 4 ES — 2th i ip), 


und: 


(2/¢ [[o-e% y fel cos(e— 2 r= +2 + 5 ip)eos(a+ —+ ip)= R° 


zu multipliciren; alsdann finden wir: 
Q: FL 2. (e+3i9—"2, dp) %, (z«—3 ip +" ,ap)> 
~ fl 9r¢ p+ 2H) P. Re. He+ 4 ip, s2)2, t(a— ip, ap) >< 
Fl E. (“7 — vip, ap) > 
x oD FL (e+ 2 "3 + vin, a2) 9 (0— Snt8t vi ay) 


Wenn nun N, N’, N” gewisse Factoren bedeuten, so ist, wie 
man sofort sieht : 


4-1 
b-[*. (e+ > ip—"*, dp), (c—4ip+"*,ap)= 


ant 
= NJ] a2 (a+ Ap) und vermége (2) § 1.: 


= N’S,? (Ax, d*p); 
ferner: 


a. ” 
93(a@-+ zp, Ap) a, (2— iP, Ap) = N",74(x, Ap). 
Das Product 


4—1 iA4—t 


LT TT». (+ "P - OK + vip, Ap) ><, (c—‘P + "* vip, ap) 


Kisst sich aber zuniichst mit Hiilfe der zweiten der Formeln (5) § 1. 
durch 


@, (dat : ip, Ap) @, (Aa— : ip, Ap) 
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ausdriicken und dann in @,?(4a%, 4p) umformen; die Grésse 
a—1 i’-—1 


LT PT C5 — viv, 22) 


lisst sich vermége. (3) und (5) § 1. in einfachere Form kleidep; end- 
Jich das in den beiden Factoren Q und R auftretende unendliche 


Product 
pf a-e 
1 


wird vermége der Formel (1) § 1. durch @,(0, q*) ausgedriickt. 

Wir sehen also, dass sich unsere Gleichung bedeutend zusammen- 
zieht und, nachdem die Quadratwurzel aus derselben genommen ist, 
folgende Gestalt annimmt: 

a-1 ‘e 


3, (Ax, a*p) [-[ (2, p+ -) = S0,'(x, Ap) 4, (Ax, Ap). 
U 








Was den Ausdruck S betrifft, so kénnte derselbe nur eine gewisse 
Potenz von qg, eine Exponentialgrésse und einen Zahlenfactor enthalten; 
denn, wenn man die angedeuteten Umformungen iibersieht, bemerkt 
man sofort, dass die Gréssen @,’ (0, g*) und @,’ (0, g), welche noch 
in denselben eingehen kénnten, sich vollstindig aufheben. Indess bei 
niherer Priifung findet man ohne Mithe, dass auch jene ersten Gréssen 
sich wegheben. Es bleibt nur, ganz analog dem bei der entsprechen- 
den Untersuchung fiir #, und @, erhaltenen Resultat: 

pee 
) S=—i2- 


Wir kénnen jetzt also folgende vier Formeln zusammenstellen: 
A—1 : 3 S46 
2 - 
8, (ax, ap) fuf @, (x, 2+ 787) =i * 9(@, p) 9, (Ae, p), 
0 


4—1 : a—1 
; 2 a 
o,(Az, ap) Jul a, (2, 7 } ‘a. =i? 8,\(x, p),(Ax, p), 
6 
(4) 4—i1 a—1 
@, (Ax, Ap) f.-] a, (x, + ~—°* = (i) ? 42 (a, p)9, (Ax, p), 
0 











a3 —te* a1 
4 : saad 
& (aw, ap) fu] @ (2, +74) =i 0 (e, pa (az, p). 
0 


Die letzte Formel ergiebt sich aus der vorletzten durch die Sub- 
stitution von x + > an Stelle z. 


Durch Division je zweier der obigen Formeln durch einander be- 
kommt man Productbeziehungen zwischen denjenigen elliptischen Fune- 
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tionen, deren Moduler die (4+-J) Wurzeln der Modulargleichung sind, 
und denjenigen, deren Modul der urspriinglich gegebene ist. Wir wollen 
diese Beziehungen nicht hinschreiben, denn man sieht das Resultat un- 
mittelbar. Aber einige Sitze iiber die Wurzeln der Modulargleichung 
selbst, ‘die sich aus den obigen Formeln unmittelbar ergeben, méchten 
wir angeben. 

Bezeichnet, wie gewohnlich, x den Modul eines elliptischen Inte- 
grals, K das demselben entsprechende vollstiindige elliptische Integral 
erster Gattung, x’ den zu x complementiiren Modul und K’ das dem- 
selben entsprechende vollstandige elliptische Integral derselben Gattung; 
so bestehen bekanntlich zwischen diesen Gréssen und zwischen q = e? 
die folgenden Relationen: 


2xK 2x" 2K 


K 
;_ = 4,7 (0, p), oi analings 1 #0, p), = 5,’ (0, p). 


Es sollen ferner 4, 4’, A, A’, resp. ay, Au; Au, A, diejenigen Gréssen 
bedeuten, welche aus den Gréssen x, x’, K und K’ entstehen; wenn man 


Qui me 
— substituirt, so dass also 





in denselben fiir p --- op resp. = + 


4 und A, die beiden reellen Wurzeln und 4; (i +0) eine der imaginiiren 
Warzeln der Modulargleichung bedeuten. @ soll die Ordnung der 
Transformation sein. 


Setzen wir nun in dem letzten Formelsystem (4): 2 = 0, sq er- 
halten wir: 


( —!1 eg 
aN Pel aed. = (1) cake, 


0 


—1 e-! 
(5) OR [-] Ay = (—1) ® Ket!, 
0 


-1 e—1 
vn fe] Xi, Ny = (—1) ® (x Kyet, 
.U) 








also auch: 
oe fh 
a PT = nett ? 
0 
(6) 7 
Vv [-] A, == x et!, 
0 
§ 3. 


Von der in den beiden vorhergehenden §§ aufgestellten Zerlegung 
der #-Functionen in endliche Producte eben dieser Functionen kann 
man sehr leicht zu einer ahnlichen Zerlegung in Summen iibergehen. 
Hierzu bieten sich zuniichst zwei Mittel dar. Das eine ist das der Zer- 








legun 
Diffe: 
das € 


inde 


(3) 


Der 
For 


dai 
(4 


Di 
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legung in Partialbriiche, das andere besteht in der logarithmischen 


d 

ms Differentiation. Wir wollen beide Mittel anwenden und zwar zunichst 
n- das erste. Wir bedienen uns dabei des bekannten Satzes*): 

ig n—1 

r ie) .i13) bu ,(8+0,) 

nt (1) M a, (b, psy #, (0) a C(u) a, (b,) ? 

ri und zwar ist: 


al ay — LD em 

ns (2) Ct) = Fy 2,(b,—,) 

: [] %@.- 

oP indem im Zihler vy = 0,1,2, --- m—1, dagegen im Nenner v = 0, { 

1,2,---w—1,u+1,--- mn —1; ferner ist: 
n-1 


(3) 8 = > ay, — dy. 
0 


n Den Satz (1) wenden wir an auf die rechte Seite der aus der ersten 
Formel des Systems (4).§ 1. resultirenden Gleichung: 


@-1 4-1 


; PLD oeete sein an, 








eet—niz-y , Tr (@%, ep) __ 
#; (ey, ep) = ves 
' . | of « a(y+™ = nips) 
0 0 e 

darnach ergiebt sich dieselbe als: 

Bat n= i’—1 8, ( (O+y+~ ‘F 4+nip, 1p) 

(4) ee mn C(m, n) \ 2 a = ame. eS 
GAP) el 4, yt = + nip, ip) 


Die Constante C(m, ) ist nach (2): 1 


Mtl a, (a@—y + (u—m) et o—sip, sositll 


C(m, n) = == pinot 


[-] :] ®, ((u—m) a + (v—n)ip, Ap) 


wobei im Zihler 
u=0, 1, 2, ae e—l1, 


y=0,1,2,--»4—1, 
im Nenner dagegen nehmen uw und v ebenfalls die simmtlichen obigen 
Zahlenwerthe an, jedoch mit der einen Beschriinkung, dass nicht gleich- 
zeitig « = m und v= werden diirfen, wodurch der Nenner ver- 
schwinden und somit die ganze Entwickelung illusorisch wiirde. Es 
ist ferner nach (3): 








d = gi (x—y) = 42, 
*) Schellbach, Thetafunctionen, p. 100. 
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wenn 


L—y=sZ 
gesetzt wird. 


Es kommt nun zunichst daranf an, den Zihler und Nenner von 
C(m,m) in einfacherer Form auszudriicken. Dieses lisst sich leicht 
mit Hiilfe des ersten Satzes (4) § 1. bewerkstelligen. 
selben ist nimlich der Ziahler: 


z— bl EL e-= —nip+" >. +¥ iP, Ap) = 


— pee—vie~" i ~—™?) % (oz —ma— neip, ep)= 
— Pr. eia—n-2n+. 9, (02, ep), 


Vermige des- 


wenn P und P’ gewisse Constanten bezeichnen. 
Den Nenner N von C aber kann man offenbar aus dem Zihler 
Z dadurch ableiten, dass man in diesem z = 0 setzt und gleichzeitig 


denselben durch @,(0, Ap) dividirt; er nimmt dann die unbestimmte 
Form ~ an. Also: 





= lim 2 & P’ jim 2#-eP) _ 4 pr 1M eP) | 
me a a, (2; ip) ? os a, (Z, Ap) i oF #1 (0, Ap) 


Hiernach kénnen wir jetzt schreiben: 


Pra a 
== — e@la—1-2n)is, Tt =; 4 
C he #,'(0, ep) 2! (0% OP) 


Setzt man diesen Werth von C in (4) ein, so ergiebt sich: 
90. ep) (er, ep) (edz, 2p) __ 
9,(0,4p) P(ey, ep) (ez, ep) 


a #(elety+™ a tip. Ap) 
suas — 2ngiz 
m=0,n=—0 a 9+ can 2p) 
oder, wenn man das x vermége « — y= z climinirt und dann fiir oz 
einfach x schreibt: 





(5) (0, 0p) S08, ip) #(oy+x, ep) __ 
3(0,4p) A(x, ep) (ey, ep) 





Ta: O(Laty+—* +nip, ip) 
=a ee g ite — z =... Le 


m ° 
m=0,n=0 a (yt 3 TMP, Ap) 


Aus der letzten Formel lassen sich durch einfache Substitutionen 
zwolf Hauptformeln herleiten, welche hinzuschreiben wir nicht unter- 


driicken kénnen, damit wir sie spiter bei Gelegenheit stets fertig zur 
Hand haben. Sie sind folgende: 








(6) 


(3) 


(9) 


(1¢ 


ie 
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(6) (0, ep) (tv, 4p) Aeloy+az,ep) __ 
#/(0,A4p) (x, ep) (ey, ep) 


m=e—1, »=i4—1 @ (dety+t” + nip, ip) 
= Shep ets : ; 
mm ° 
Fi(yt+ “~g + nip, ip) 





m=0,2n=—0 


2 (0,ep) O(Av, ip) Floy+x.ep) __ 


(“) (0, 2p) F(a, ep) (oY, ep) 
Saar haere O(aetyt 9 + MiP, dp) 
_ SN}. “ (— ly Oe eee ; 
am a(y+” > * + nip, Ap) 





O/(0,ip) Pe(a, ep) F (oy, op) 
m=o—1,n=A—1 Os (Laty+ “* +nip, 1p) 
7 —2nix e 
= he (1 etee —___ te =" 
oy +™ * + nip, Xp) 


m0, n—0 


4a—1 . ) 
(3) fie 1)? . O10, ep) D,(Aw, dp) FB (oy+r, ep) __ 


(9) Hr 1'(0, ep) Gita. ip) 4 (ey+z, ep) 
9, (0,4p) O(a, ep) 3;(eY, ep) 


ae Ooty ™™ + nip, ap) 
_ > (—1)" + ea 2niz - 
a; Cen © 5. wilde 


m—0,n=—0 


(10) e 9,(0,0p) F(4a,dp) Os(eyt+a,er) __ 
2 (0,Ap) (a, ep) F(ey, ep) 
m=e@—-1, n=2—1 PQaty+e) £ “ae 1p) 


= > m ( a 1)et. e-2niz 
~ y+" = +. atp, pi 


m—0,n=1 


at) (fr: 9 Seen Stee f ieee 
‘ ‘ . ° a,(0, Ap) 3; (2x, ep) ®. (oY, ep) 


— eGere =; a thir, ip) 
aS > a (— 1+". ¢-28i2 —__ 
Oly +m yor ap) 


m—0,n=—0 


+2—2 81 (0,ep) Fs (La, 2p) 8 saa ep) 
9 s 2 ea Fh hae 3 wiA\€ os TMs S27 
(lz) (-1) © SG, ip) 95 (@, ep) os(eys oP 


m=e—1,n=A—1 a (lety+ =e wth, 4p) 
‘in an (— 1)et™ +e enix ee . 
> . mm 
St — + nip, 4p) 


m=—0,n—0 





2A—1 (0, 0p) (12, Ap) (oy+2, ep) 
13): (—1) 2 + 21 O.en 2 7. 
( ) ( ) ‘ v, (0, 2p) 4; (a, ep) Poy, ep) 
m=e-1, n=4—-1 a (haty+"™ * 4 nip, Ap) 


= >_ (—1)stm.g-2nie hdtace- 
4 wt” = nip, dp) 


o* 





m—0,n=—0 
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(14) 4,'(0,ep) F(Ax, ip) @ley+a,ep) _ 





a, (0, Ap) P(x »@~P) F (oy, ep) 
m=@Q—1,n=’4—1 


> (—1) —_ odaty+" 5 t+ MiP, 1p) 
m,n ieasinis m,. e~ nix - 


m—0,n=0 (y+ ™ + nip, dp) 


. e-1 3/(0,ep) @(Ae, ap) O(oy+a,ep) _ 
(15) (—1)2 9/(,ip) O(@,ep) ley, ep) 
m=e-1,x=4—-1 


O(laty+"™ + nip, Ap) 
= >M an(— 1)" - em 2niz 
m=0, n=0 A ae * 4 nip, ip) 


Even. o 2, (0,ep) @(Ax, Ap) F (ey+-, ep) 
(16) (—1)2 os, (0,4p) @(a, ep) F3(eY, ep) 


m=e—1,n=4-—1 8, (Aaty+ na + nip, ip) 


? 
> —2ni Q . 
z n(—1)™ - ea 2niz —— : 


m=0, n=0 sty + @ Tap, Ap) 
(17) 4 (0,ep) O(Ax, ip) A(eyt+a,op) _ 
“3, (0,ip) F(x, ep) Tey, ep) 
m=@e-1,2=4—1 O(hatyt "= + mip, Ap) 
i yau(- 1)" + @-2niz — ; 
m—0,n—0 °ot+~ 7s AP) 


Die Formeln (6) bis (17) liefern durch ie Voraussetzungen 
iiber @ und A, sowie iiber x und y einige wichtige Resultate. Nehmen 
wir zuniichst 4 — 1 an, so liefert z. B. die letzte Gleichung (17): 


mr 


, ( 
2/@,ep) F(a, p) O(ey+-2, ep) -S-  % (e+ y+ pur 
#,'(0, p) #(@, ep) (ey, Pp) o(y+ mam r) 
Setzt man jetzt x —0, so bekommt man: 
= 8 
90.) 9 (0,9) M(eyrer) __ Sh yyn Fe 
9/0, P) F(0,ep) Fey, ep) — 2 out", 


eine zuerst von Jacobi*) angegebene lormel iiber die T vainiindidl 
der elliptischen Functionen. 
Nimmt man in der Gleichung (17) @ = 1 an, so findet man: 
a1 

#0, p) @ (ia, lp) 4, ye, p) __ =>) e—2niz a, (Ax-+-y-+nip, ip) 

9) (0, 2p) F(x, p) oy, p) S(y+nip,ip) ? 
und setzt man hierin wiederum += 0, so ergiebt sich die ebenfalls 
von Jacobi herstammende Formel: 


*) Crelle, Bd. IV, p. 188. 











schi 


3, 
ay ( 


set 
det 


au 
da 
tir 
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a—!1 
/(0,p)  FOap) Aly p) _ YY aily+nip, dp). 


@/(0,4p) 80,p ep) @ (y+nip, dp) 


0 


Die vorletzte Formel kann man aber offenbar auch folgendermassen 
schreiben: 
9: @.p), O(te; ip) Mate PD. :.,, AGS AP) 5 
#/(0, 4p) # (x, p) oy,p) Bly, Ap) 
A—1 


2 
> ania Yil(ke+y-+nip, Ap) Qni o,(Laty—nip, ip) 
4 He nix us = -- e nix , 





&(y+nip, Ap) a(y—nip, rp) — 


ra 


setzt man nun hierin y=0, © = —-, wo r irgend eine ganze Zahl be- 
deuten mége, so erhiilt man: 
A—1 
es 4 3 anes 
i(—1) 9/0, p) #0, dp) 91(5- > P) a 2 asin 2% OB (nip, Ap) 
( O, (0,ap) #(0,p) "1 =2> “ 4 @(nip, ip)” 
a (> »>~P) 0 


Eine der obigen iihnliche Formel liefert eine jede der unter (6)—(17) 
aufgefiihrten allgemeineren Gleichungen. Wir wollen indess nur noch 
das Resultat angeben, das man aus der Formel (7) in dieser Richtung 
findet; es ist: 

es 7 — 
; 910, p) 92 (0, dp) = bes aw ¥ n(—1)” S.(nip, 1p) ing BPs 
(0, 24p) (0, p) ™ (nip, Ap) er 





ra 
Be ( z »P) 0 
Dass diese Formel mit der von Herrn Professor -Kronecker*) ange- 


gebenen: 





- 478%. 4rk Aw 
rosin sin am— = isin am —,A 
—_ n n k 


identisch ist, sieht man ohne viele Miihe ein. Die zweite der beiden 
an der unten citirten Stelle angegebenen Formeln ergiebt sich aus 
unserer allgemeineren Formel (11). 

Setzt man in den Gleichungen (5) bis (17) @ = 4, so erhalt man 
die Lésung des Multiplicationsproblems der elliptischen Functionen. 
Die Gleichung (17) z. B. liefert: 

“<0 ae Beaty tne 


d (ex, p) P(oy+ex, ee ae m., p—2niz 
Hcp) Fey, p) ooh ati 


Pp) 


mr we ? 


c+ ss »P) 


m=0,2=0 


nimmt man hierin = 0 an, so bekommt man: 






*) Monatsber, d. K. Akad. d. W. z, Berlin. Math. Classe. 19. Juli 1875. p. 500. 
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m=@-1 n=l-1 we. 
eMerr 5) es Hal Bi 
? 
oe ne SOE ee P) 
eine zuerst von Abel*) angegebene Bid welche sin am gu durch 
sin am « auszudriicken lehrt. 
Nimmt man dagegen in der vorletzten Gleichung y =O an, so 
erhalt man: 


atl shane hasan = # (0, r) a, (ea+™ “har oo 
ACEH slo (es2) 
m—0, n=6 


Diese Formel scheint eine Lésung des Divisionsproblems der ellip- 
tischen Functionen zu enthalten; allerdings kommen auf der rechten 
Seite nicht direct die elliptischen Functionen vor. 


g 4. 


Wir schreiten zur zweiten Methode des Uebergangs von Product: 
zu Summenentwickelungen vor. Nimmt man von der letzten Gleichung 
des Systems (4) § 1. auf beiden Seiten die Logarithmen, so findet 
man zunichst: 

=e-!1,7=1-1 
1) >) W@+** 4 vip, Ap) =C+(A—1) pix + 19(e2, op), 

u=v, v=0 
wenn man durch C eine Constante bezeichnet. Differenziirt man diese 
Gleichung nach 2, so erhiilt man: 

u=e-l, y=—/-1 
(2) Oats tip, Ap) = (4—1)e@i + el Mea, ep). 

ud, r=0 


Da nun aber: 
2K ~/2K 
U(x, p) = —~Z(* x, p), 


so liefert uns die Gleichung (2) den Satz: 
“u=e-1,*=A1-1 


@ DS WzCAw+"*+vip),ap)— 
ea, r=—0 ‘ 
-=(4—INeite~” ZC? ex, ep). 


Wir haben hierin die Bezeichnung P fiir das vollstindige elliptische 
Integral erster Gattung mit dem Modul op eingefiihrt.- Unter Modul 
eines elliptischen Integrals versteht man allerdings gewohnlich die 
Grosse x, die in demselben auftritt; indessen ist ja kaum ein Missver- 


*) Oeuvr. comp. T. I,fp. 189. 
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stindniss moglich, wenn wir die Groésse p oder die Grosse q = e? den 
Modul nennen. Es ist ja bekannt, wie diese Gréssen mit einander zu- 
sammenhingen. 

Nimmt man in der obigen Formel 4 = 1 an, so erhalt man: 


ch 
u=e-—1 

. (4) b 4 2 (&(» **), ») = wg “(2 x, ep); 
iii 


setzt man dagegen in (3) @ = 1, so ergiebt sich: 


v=A-1 


(6) > 2A ZEA w+ vip), ay) = @—1i + *% ZCE a, p)- 


Die beiden letzten Gleichungen driicken die Transformation der 
elliptischen Integrale zweiter Gattung aus. Sie sind bekanntlich zuerst 
von Jacobi*) angegeben worden. 

Setzt man schliesslich in (3) @ = 4, so erhilt man: 


, 2K 7 (2K . 
(6) =< ZC* ox,»)+(@—-Ni= 
u=e-1, r=e—1 
(ee 2K (2K um , vip 
an ° hie , 2 (Set + ¢)) ») : 
eine Gleichung, welche Z(gu) durch Z(w) auszudriicken lehrt. 
An das Vorhergehende schliessen sich noch die betreffenden Sitze 
iiber die elliptischen Integrale dritter Gattung an. Behalten wir die 
Bezeichnung Jacobi’s bei, so ist ja: 


2K aes 

, [[ Gas orn=t0@ p) +41 seen. 

Hiernach ergiebt sich aus der Verbindung der beiden Satze (1) und (2) 
Folgendes: 


orvwe 2 


=e-1, 7=4 

DP] Cee a, Pa, n= p Niece K(a4+"* +vip), dp), 
eine Gleichung, welche zugleich die Transformation und die Multipli- 
cation der elliptischen“Integrale If]. Gattung ausdriickt. Man vergleiche 
hieriiber die wiederholt citirte Stelle**). 

Nimmt man auf beiden Seiten der vier Gleichungen (4) § 1. die 
Logarithmen und differenziirt dann zweimal nach x, so erhalt man: 

“u=e-1, v=—lA—1 


U4, (« +° i vip, Ap) = el" &, (oz, Op), 


“ued, v=—0 





(3) 


u=e-1,v=2-1 


= l’,(a+- y + vip, Ap) = 9718, (9%, ep), 


uv, v=0 





SS 


*) Crelle, Bd. IV, p. 189. 
**) Crelle, Bd. IV, p. 189. 
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u=e-1, y=2-1 
'a,(¢4+ ** ot vip, Ap) = @°l" 4; (9x, ep), 


. “ud, yr—0 
(3) =e-1, 7=1-1 
Ud (a+ “+. vip, dp) = el" (9x, ep). 
“w=, ¥=0 


Es gelten aber bekanntlich folgende Gleichungen: 


” 4 . . 2 K\e 
I’, (a, p) =, (K?— Ek) — FY’ . 


? 
sin? am (2 — 2, x) 


__ EK pis si Ky - sin® am »  #) 


Vs. (x, p= a ? 
(9) . cos? am(? ie Z, " 





l’8,(2, p) = = ((x’ K)? —EK) — Cz: *% a oe 
64 


l’ & (x, p) = =. (K?— EK) - «2 ==K' sin? am es &, x) : 





Setzt man also in den Gleichungen (8) zuniichst 4 = 1 und be- 
zeichnet den Modul, welcher vermittelst der Transformation @' Ord- 
nung aus x hervorgeht, durch 4, ferner das vollstiindige elliptische 
Integral IJ. Ordnung mit dem Modul 4 durch Z; so ergiebt uns die 
Combination der Gleichungen (8) und (9) die folgenden vier Sitze: 


«=o-—1 
o (K? — EK) — (xK)? Sy aa sin? am ‘2 (e+ *=), x) = 


9 2 97 9 °. 9 20A 
== @’ in? — LA) — 9? (AA)? sin? am ( = 2) a), 
u=e-1 1 
K? — EK) — K? == 
=, sin? am (= K (+ e- x) 
“= okt @/’ 


) Ay? 
= @?(A?— LA) — ——@07 __., 
"aint am 72 x, 2) 


isin? am (E(2+*2), = 


eEK + «k)? S) — Sle 
(10) — cont am (2 A +82), a © 


wale (o2'A)? sin? am es 2, 2) 





? 
cos? am (22%, 2, i) 








Fur 
mal 


(1 
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“«=0 86 A? am (2K(c +£*), -—? 


sin? am e ie a) 
= 9? (VA — LA) + (944A)? ——3*, 


wn(?2% aa) 


Den obigen analoge Siitze fiir die imaginiire Periode der elliptischen 
Functionen ergeben sich dadurch, dass man in (8) g=1 setzt. Schreibt 
man alsdann wiederum g fiir 2, so findet man: 


































@ ((# K)* — EK) + («x Kt 





ss 


o (A* — LA) — (AA)? y sin? am ae (v+ pip), a) = 


as 


== K? — EK — (xK)? sin? am he Ly x), 


“se-1 
@ (A? — LA) — > oA iinaiee aie 
u=0 sin? am ‘ee (w+pip), i) 
et Ke 


: 2K ' 
sin? am ( &, ) 
7 
u=e-1 sin? am Ce (@eretp), 2) 


a1) JeLAt(n? SY = 
mt) <—, cos* am (74 “ht-nte. 2) 


sin? am (= %, x) 
7 


>... {2K ’ 
cos? am ( 2, x) 
bi 4 


& 
1 sin? am ( c e+ mip), a) 


= EK+ (xk)? 


@ ((a’A)2— LA) ++ (aA)? oe si 
= ?am( — Ma + wip), d a) 


sin? am ( s a n) 
2K , 
A? am ee x, x) 
Der erste der Sitze (10) ist zuerst von Jacobi*) angegeben worden. 
An die Formeln (11) lasst sich eine Bemerkung ankniipfen, die 
interessant genug zu sein scheint, um sie hervorzuheben. Es hat nim- 


lich Gauss**) in seinem handschriftlichen Nachlasse gewisse algebra- 
ische Beziehungen zwischen Groéssen aufgestellt, die nichts anderes sind 


= (x'K)? — EK + (xx kK)? 








*) Crelle, Bd. lV, p. 188. 
**) Gauss’ Werke, herausgegeben von der Ges, d. Wiss. z. Gétt. Bd. IL, 
p. 486 —479. 
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als die Functionen #, (0, q), #(0, q), #,(0, q) resp. #,(0, q°), #(0, q°), 
#,(0, q°) und @,(0, q*) u. s. w. Diese Gauss’schen Untersuchungen 
sind von Herrn Dr. G6ring*) namentlich fiir die Transformation 7'* Urd- 
nung weiter gefiihrt worden. Vermidge der Gleichungen: 


/2K 2K /2%K 
9,0,» =), 00,9 =—V*28, 00,9 —)/™ 


4 Pi 4 
und 


/9 
3, (0, op) = V 28 etc. 

kann man aber jene Relationen auch auffassen als Beziehungen zwischen 
den Gréssen x, x’, K und 4, 24’,A. Es lassen sich nun aus den For- 
meln (11) in gleicher Weise algebraische Beziehungen zwischen x, x’, K, E 
resp. 4, 4’,A, Z ableiten. Suchen wir znniichst die betreffenden For- 
meln fiir die Transformation II]. Ordnung auf. Zu diesem Zwecke 
setzen wir in den Formeln (11) ge=3 und x=. Beachtet man nun 
die Gleichungen (2) § 1., so findet man zuniichst: 

3(A?— LA) + 2KAVYud = K*? — EK, 
(12) 3LA—2KA)V xi = EK, 

| 3 ((A°A)2?— LA) — 2KA pxdx'd’ = (x'K)? — EK. 

Diese Relationen lassen sich symmetrischer ausdriicken, wenn man die 


Gleichung 


beriicksichtigt. Dadurch kann man die erste der obigen 3 Gleichungen 
auch folgendermassen schreiben: 


LN —AN — EX + KK =2K’A yz, 
oder auch in folgender Weise: 
LN — AN — EK + KK = 


; KA’ Va; 
multiplicirt man die beiden letzten Gleichungen mit einander und nimmt 
dann auf beiden Seiten die Quadratwurzel, so findet man: 


LN — AN — EK + KK = 2 j/2KEAN 
beriicksichtigt man aber die Relation Legendre’s: 
EK + E’K—KK = =, 
so folgt aus der obigen Gleichung die folgende : 


(13) LA— Bk +2 / BREAN Lo, 


In ahnlicher Weise kann man auch die zweite Gleichung in (12) 
umgestalten; man findet: 


*) Inaug. Diss. Leipzig, 1874. 
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Subtrahirt man nun die letzte Gleichung von der vorletzten und be- 
riicksichtigt, dass: 


Vuh tyne =—1, 


so ergiebt sich: 
(15) L’A— LN — EK + EK +2 /S8AX <0. 
Aus der letzten Gleichung in (12) liisst sich folgende mehr symmetri- 
sche Relation ableiten: 
(16) LD A— WAN — EK 4 #2KK =2 / aaed BAS: 5. 

Aehnliche Beziehungen lassen sich mit gleicher tecdathiin fiir die 
Transformationen 5' resp. 7'" Ordnung aufstellen. 

§ 5. 


Wir gehen dazu iiber, aus den Formeln (4) § 2. vermittels der 
logarithmischen Differenziation Summenentwickelungen abzuleiten. Wir 
behalten die bereits einmal gebrauchte Bezeichnungsweise bei d. h. wir 
bezeichnen mit A, me L resp. Au, Av, Ly diejenigen Gréssen, welche 


2 r 
mit gp resp, ” fe at * in derselben Weise zusammenhiingen, wie x, K, E 


mit p. @ soll die on der Transformation bezeichnen. Logarithmirt 
man nun die letzte Formel in (4) § 2., so erhailt man zunichst: 


w=e-l ; 
(1) l&(ex,*ep) + S t0(c, : + ra oe 


h=0 


=C+ e1B(x, p)+18 (ox, p); 
differenziirt man diese Gleichung nach x, so folgt aus derselben: 


“u=o—l 


2) et o(ex, en)-+ D tox, 2 p 4. Spin) 


“=o 
= ot d(x, p) + el A(ex, p), 
oder, da [ #(x, p) = 2KzZCS2, x): 


=e-1 
@) *Az(A ea) 4 Sz CMe a) = 


uo 
ome ae 2 (Es, x) + sek 7(Cets, 2) - 


Eine analoge Forniel leitet man leicht aus dem Obigen fiir das 
elliptische Integral III. Gattung ab. Sie lautet: 


*. 
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a) [[ Ce, 2* a2) +S IT et gh ty bn) 
=e] [CS«, aka 1) + [CS ee, ee ou, x)- 


Nimmt man vou jeder der Formeln (4) § 4. die Logarithmen und 
differenziirt dann dieselben zweimal nach x, so erhalt man vier Glei- 
chungen, welche vermége der Hiilfsgleichungen (9) § 4. sich in die 
folgenden vier umwandeln lassen: 

«=—O—1 9 
(eA)? : + A," : =e 
sin? nt am (22 eA x, 2) =o sin? am at 4 
“=O = wy “ 
? K? (eK)? 
rnd ; 2K ek : 
sin? am (* w, x) sin? sin? am (22 — ©, % sal 


sin? am (72 eA 2, 1) “= Wr sin? am 


és 2cA ed 
cos* am Ps Zz, 7 onl, cos? am 


C+ 


C,+(@4 A)? 


ky ay 
, 2K 
sin? am (= #,.*) sin? am ck 
= 9(x’K)" = —\ + (ex)? 
cos® am (= 2, x) cos? am (72 ~y 
2e 
sin? am (724 2, i) u=e-1 Masons am 
x 


2A, 

x” ix) 
@ A a 2, “ a. A.) : >A oe 
A at am (22 v, i) A? am ( =a * 
sin? am ex. 2, - sin? am ce 


+ @ (xx K)? 


A? am Cc 2, x) ; A? am (2K “3, 


Cy+(@ddAy? 


= ¢ (xx'K)? 


. r~—1 
C, + (@A4A)? sin’ 7am (*2 eA, ‘)+ 2 a (Ay A,)? sin? am (““*z, A.) = 





= @(xK)* sin?am ‘Se x, .). + (9xK)* sin? am (72k Z, x) . 
Die Constanten C,, C,; C, ergeben sich als folgende: 


“u—e-1 
C; = eo (LA- - A?) ++ (Lu Au ~*~ A,.") _ e(e+ 1) (EK — K?) ? 
“=o 
“u=e-1 
“=o 
“=o-—1 


C; =? (LA— (aA?) + , (Luu me (An Au)?)—@ (9 +1)(EK—(« K)*). 


“uso 
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Setzt man aber in dem Formelsystem (5) x0, so sieht man, dass: 
C, = 0, = C, =0. 
Hiernach findet man leicht aus den letzten drei Gleichungen die folgen- 
den bemerkenswerthen Relationen: 
u=e-l 
o° LA + Dy Mu = 9 (9+1) EK, 
reco 
(@A)* + A.’ = e(o+ hk’, 
sth 
(od AP + 2) (dah)? = e(0+ 1) (x'K)?, 
i= 
“e=e-1 


(@4 A)’ + (Au Au) = 0 (9+ 1) (xK)?. 


uO 








Systeme simultané de deux formes biquadratiques*). 


Par E. Berrimt. 


Je viens faire avec cette note une application des méthodes et des 
resultats que M. Clebsch a exposés dans son ouvrage classique, Theorie 
der biniren algebraischen Formen, en y ajoutant un exemple aux autres 
. que Yillustre auteur a donnés sur la formation des systemes simultanés 
des formes binaires (V. Abschnitt). 


1. Soient les deux formes biquadratiques (désignées symboliquement) 
f=a,'=b,!=c,!=--- 
yg = a,' = B,' =y,' = es 

Le systeme complet, pour la forme /, est constitué de cette forme méme 
et de celles qui suivent (Clebsch § 43.); 

H = (ab)*a,?b.?, T= (aH)a, H,', 

y = (ab) » Jp = (aH) 
et, pour la forme , de cette forme méme et des suivants; 

% = (a@B)a,"B. , t =(az)a,*z.* , 

ty = (a B)* » Jg= («x)* 

Tous les covariants et les invariants du systéme des deux biquadra- 
tiques, qui ne sont pas dans les formations précédents, sont des réunions 
(sommes avec des coefficients numériques) des glissements (Ueberschieb- 
ungen**)) des deux produits (C. § 31) 

(P) f™ - Hm. 7% . gp ° yi? + THs. 
Pour former le systéme complet, c’est-i-dire un systeme de covariants 


et d’invariants dont tous les autres soient des fonctions entiéres (ra- 
tionelles) ***), on doit supposer que ces glissements soient ordonnés de 


? 


*) Uebersetzt vom Verfasser aus dem XIV. Bd. des Giornale di Napoli. 
**) Composés — Jordan Théoréme sur la composition des covariants (comptes 
rendus, t. LXXXI, p. 495). 

***) La démonstration que ce systéme soit fini, fut donné premitrement par 
M. Gordan (Mathem. Annalen, t. II, p. 227). M. Clebsch a reproduite, dans 
son ouvrage, cette démonstration avec quelques simplifications (§ 52. et suiv.). 
Aprés M. Gordan a donné une autre élégaute démonstration de la méme pro- 
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maniére que les formations ov le degré est moindre (dans les coefficients) 
précédent les autres et que, quand elles sont du méme degré, celles 
od Yordre du glissement est moindre doivent étre prises les premiéres; 
et alors on doit omettre tous les glissements, qui ont des parties (Theile 
der Ueberschiebung — C. § 53.) que lon puisse exprimer en fonctions 
entiéres des formations précédentes (C. § 54). 

On peut omettre de suite les glissements des produits (P), pour 

lesquels on a 

m,>1, tg >1 
en observant que 7’? (et pareillement t*) s’exprime rationellement par 
f, H, ty, jp (C. § 42.). On a encore que les glissements des produits 
(P’) meee ee 
oi X est f ou H et = est m ou x, ont une partie qui se compose des 
formations précédentes, c’est-i-dire celle qui s’obtient faisant glisser 
X sur = (ce qui est toujours possible car X= sont du méme ordre 
pour les variables), et multipliant par le glissement des Y sur Y. 
C’est pour la méme raison, que les glissements des produits (P’) ot 
X est J et = est t, ont une partie qui s'exprime rationellement par 
les formations précédentes. On doit donc laisser de cdté tous ces 
glissements, si Y, Y ne sont pas ensemble 1. On ne doit tenir compte 
non plus des glissements de 7 sur mp - zy, quand mw, + uw, > 2 (et 
pareillement ceux de tr sur f/™- H™, quand m, + m, > 2) parce qu’ils 
ont des parties qui se décomposent, celles qui sont produites par les 
glissements de 7 sur deux des mw, + uw, facteurs du produit gy et 
par la multiplication avec les facteurs qui restent. On doit négliger 
aussi les.glissements de 7’ sur gM-y', avec u,-+u, = 2, quand l’ordre 
du glissement est moindre que 5, parce quiils ont encore des parties 
qui se décomposent, c’est-a-dire celles qui résultent du glissement de 
T sur un facteur du produit gm -y. On doit enfin laisser de cété 
_les premiers glissements (determinants fonctionels, Jacobiens) de deux 
fonctions, dont une (7 ou rt) soit aussi un premier glissement. Ces 
formations peuvent toujours étre exprimées avec les précédentes par une 
formule générale (C. § 35. (5)). 

Ainsi done les formations invariantives qui peuvent servir 4 ex- 
primer rationellement toutes les autres (sans compter les invariants et 
les covariants rélatifs 4 chaque forme) sont ces glissements: 
(aa)aa,° = A,, (aa)*a,*a,? = A,, (aa)a,a, = A;, (aa)'= Ay, 
(a4) 42° 42° = Bj, (a4)?a2? yx” = B,, (a7)? dete = Bs, (ax)* = B,, 
priété, en y introduisant un particulier arrangement des produits symboliques 
(Math. Ann. t. V, p. 595). V. aussi: Gordan: Ueber das Formensystem binirer 


Formen (Programm zum Eintritt in die philosophische Facultiit zu Erlangen. 
Leipzig, 1875) § 7. 
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(aH), H,= C,, (aH) «,? H,?= C,, (eH) a,H, = C,, («H)'=C,, 
(Hy) H.* 4225 = D,, (H7)*H? y2°= D,, (Hy)> Hz x2 = D,, (Hz)*= D, 

(at)*tzta,?, (at)*t,az, (az)'t,? = L,, 

(aT) T,'a,?, (aTTJa., (aT)*T,? = L,, 

(He) <,'H,?, (H+r)*<,°H,, (Hr)'t,? = L,, 

(ATT ye", (AT) Ti xe, (4T)TP = Ly, 
Gerais. Crper%, (Try, er Pat; wh, 
(tL)? Ms" » (tM) M2 (or M,8 est a,'b,' ou a,'H,' ou H,* H,’*) 

(TN)'T,N.2, (T'N)®N,? (or N,5 est af," ou azty,* oa x2" 42 *). 


2. Je vais démontrer aussi qu'il y a encore plusieurs de ces for- 


mations qui sont superflues, car on peut les exprimer par les autres 
qui restent. 


Si dans les identités (C. § 42. p. 144) 


(1) H,} H,a,' — H,'a,3a, = 3(ay) T,'T,? 
(2) aH —a,'H,! =—4(«y)T{T,* 
on pose successivement y, = @, Y. = — @,3 Y; =A» Yo = — Y et 
qu'on multiplie respectivement par «,, y,, on trouve: 
(3) (@T)TAa2 = — + fa,4. (He) Hea, — H.' - (aa)saze,\ 
1 P 
= = (HA,-+-fC;) 
\2 9 1 

(4) (T/T. 4.2 =  (HB,—fDs) 
(5) («T)TPa, = + (fC,—HA,) 


(6) (QT) TP = ~ ((D,—HB,): 


d’ou l'on peut tirer, 


en échangeant 7’ avec rt, « aveca, x avec H, les rélations: 


(%) (at)*<,‘a, = 


1 
(9 B,—7 43) 


3 
(8) (At)*t.AH2 = + (pD,+20,) 
(9) (at)'t3a, = 4 (pB,—14A,) 
“se 1 -y 

(10) (Ht)'t.2H, = = (pD,—xz¢,). 

Pareillement, si qu’on y pose (1), y,; =, Y. = — Tt, et l’on multiplie 
par t,* on trouve; 

(cT)'t.t 7.4 = — 5 fa, - (Ht) Ht." — H,' - (at) azt.*} 


e’est-a-dire ((9), (10)): 


(11) (eye! Tt = 


1 . 
2 (f10,+ pHB,—fpD,—HyzA) . 
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Et, en faisant la méme substitution y,—t,, y,—=t, dans la (2i*me), 
et en multipliant par t,”, on aura aussi: 


(12) (eT)*x.° 7, = + (fL,;—HL,). 


3. Il faut & présent que nous déduisions de l’identité (2) quel- 
ques autres pour servir aux théor®mes qui suivent. Si l’on prend les 
premiéres polaires des deux membres de l’identité (2) par rapport aux 
%,, et y introduit deux nouvelles variables z,, 2,*), on a 


(13) a,a,H,' — a,'H,’ H, = (ey) TST, + 3(ay) T2T.T,'. 

Si lon fait sur celle-ci encore la méme opération, on trouve 

(14) a,2a2H,! — a,tH,H? = 2(ey)T,?T,T,3 + 2(cy) T2T.T,?. 
Mais si l’on prend la polaire de la (13) par rapport aux y,, y, et y 
introduit les z,, 2,, on obtient 


a,°a,H,?H,—a,°a,H,?>H,= : (sy) T.5T,? T++ (vz) T,?T,T,3+ 2 (ay)T,?T?T,;, 
cest-a-dire, puisque (zy) 7, + (xz) T, = (yz) T., 


(15) a, a,H, H, — a, a,H, A, = 3 (ay)T/T,T?. 
On tire de cette derniére identité, en posant y, = 4%, Y¥2= — %> 
XZ, = &, T,—=— a, en multipliant par «7; et en substituant les x 
aux 2, 

. 1 
(16) (ay) (Ty) (La)? T's Gz Yr = ~y (A; D3+ Bs C;). 


Le premier membre n’est qu'une partie du glissement (1 7’)‘r,?7,? et 
il est done supertiu. Cherchons 4 present son expression pour les autres _ 
formations. On tire aisément de la deuxiéme polaire de t = (ay) a,* 72" 
(C. § 53): 

(¢T)'t2T,? = : {(ax)(@T’) \(y 7) Tr? «,? +3 (a y)(aT)? (47)? Te rye 


+ (ay) (aT) (47) Te?42*} . 
Si lon pose dans la (14) 2, = y,, 2 = — 43 Y; = %) Yo = — &, et 
si l’on multiplie par 7,2, on trouve: 
—.2 (ay) (@ LD) (xT) Te? x2? + 2(a@T) (4 T)? Tex? 2 = C,B, — A,D, 
et pareillement: 
— 2 (ya) (yT) (aT) T,? a? + 2(4T) (aT)? T, 0,7 42 = D,A,— B,C. 
Si nous ajoutons a la différence entre celle-ci et la précédente la (16) 


multipliée par 4 (en se servant des simplificationen données al Videntité 
ie a, + (Ta) ye = (a4) T,) nous trouvons: 


*) C’est-a-dire, si l’on fait lopération 


1 CI) 
q ( a, + 
V. Clebsch § 6. 10. 12. 


Mathematische Annalen. XI. 
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(17) (e2)'r.?T.? = + (D,A,+A,D,—B, C,—C, B,) + 2 (A, D;+B,C;). 


‘On tire de suite de la premiére polaire de t 
(tL)teT = + {leg aT (47) 42Te+H(ay)(yT)(@T)ae Te}. 

Or, puisque la (13) nous donne 

— (aT (aT Porte + 3(ax) (eT) (xT)? x2 Te = B,C, — A,D, 

— (aT) (¥T)y.0, + 3(yxa) (xT (eT) a,T, = A,D,+ B,C,, 
en soustrayant l'un de l'autre on aura 
(18) (¢7)t.T, = ~ (B,C,—A,D, —A,D,— B,C,). 
Il est évident aussi que l’on a 


(eT)° = (ax) (@T)*(xT)? 


. Cest-a-dire, en posant dans la (2) 7,=—«@,, 2, = — 3 Y, =, 
oo — Bes ‘ 
(19) (7° = ¥ (A, D,—B,C,). 


Les (11), (12), (17), (18), (19) démontrent que tous les glissements 
de 7 sur t sont superilus. 


4. Occupons nous a présent du glissement (/r)° M,*r, et commen- 
gons par l’hypothése que l'on ait M,* = a,‘b,!. Prenons la troisi:me 
polaire de cette expression, et novs trouverons sans difficulté, 


(Mr) Mt, = + {(ar)(bt)!a.*t2 + 6(a7)?(br)a.2bete} , 
ou bien, puisque (brt)a, + (ta)b. + (ab)t, = 0, 
(Mr) M,'t, = > {— (ab) (at) (bt) a,?1.2 + 7 (at)*(bt)a.2be te} . 


Mais si I’on écrit la (14) pour la forme p, qu’on y pose y,=b,, y,=—b,; 
L, = G,, LZ, = — a,, qu’on substitue les x aux z et qu'on multiplie par 
a,*, on peut déduire aussi 


(20) (at)'(br)a.*bete + (ab)(at)(bt)%a,*t,? = > (A, B,— A,B). 
La premiére polaire de H 


H,'H, = > (ab)? azbz(arby+b,a,), 


si on multiplie ses deux membres par (xy), en rappelant l’identité 
a,b, — ayb, = (ab)(xy), nous donne encore, 


(wy) Hz Hy = (ab) agbe(a,2by?— ba? ay?) 


cest-adire, parce que les symboles a et b appartiennent & la méme 
forme /, 


(xy) H,’ H, = — (ab)bFa,a,?. 
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On peut faire dans celle-ci z, = 1t,, 2, = —1,, substituer le 2 aux 
y et multiplier par r,? et alors on en tire (10), 


(21) (ab) (at) (bt)9a,? 1? = (Ht) Ht? = + (pD,—1C,). 
Les (20), (21) donnent 
(22) (Mt)>M,*r, = 5 (A, B;—A,B,) +> (pD,—10,). 


Pour démontrer que (M'‘r)* M,’t,, (M" rt)’ M,"*t,, or M, =a,‘ H,', 
M,"* = H,' H,*, sont superflues, nous appliquerons l’opération 3d 
(C. § 36., 41.) . est définie par 


v= P44 Aten OGteny 


ot les P sont les coefficients de la H et les Q ceux de laf. En se 
servant de la régle donnée par M. Clebsch (p. 120 —21) et en se 
rappellant que (C. §. a 


? 


(23) 6f =H, bH=1if, 6T=0, b4=2j,, d= 5 77 
nous tirerons de la (22) 
6 (Mr)> M,'r, = 2(M't)’ M31, = 
‘ (C,B,—C,B,+A,D,—A,D,) + 3 (p+ 4 yB,—1- 5 Ay) 
c’est-a-dire: 

(24) (M' 1) M,' te = + (C,B, C,B,+ A, D,—A,D,)+ x i(pB,—4A)). 
Nous pouvons appliquer a celle-ci encore veuaecs 0 et nous aurons 
6(M't)> M,°t, = (M"t)' M,"*t, +=  §,(Mr)5 M,' t, = 

Fee ; . , 
ong G A,B, — = A,B, + ,D,—0,D,)+2 5 I ( By— 1A) 


3 
+z 4(pD,—10,): 
dont nous tirerons, par la (22), 


(25) (M"r)>M,"*r, = + (C,D,—C,D,) + inp By—1A,) 


1. 
—-a iy(p D,—4C,) ° 


Les formules (22), (24), (25), avec un changement des dénominations 
nous donnent de suite les expressions de (N7)5N,'T, ot N,° est 
a*Bet Ou Oy y.4 OU Yr! Yr'. ; 

5. Enfin, pour démontrer que les glissements (J/1)* M,? sont aussi 
superflus, nous nous servirons d’une méthode parfaitement analogue & la 
précédente. D’abord, étant M,’ = a,'b,', 


3* 
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(Mz) M2? = +. {3 (at)*(bt)*a,? + 4(at)(bt).a,be} 


= (at)? (bt) azbz — + (ab)(at)*(bt)aete « 


Or ; 
H (xy) = (ab)? a.2b,? (xy) = (ab) a,2b,? {azb,— bz dy S 
= — 2 (ab)a,*b,'a, 
ainsi , 
L, = (Ht)*t,? = — 2 (ab) (at)*(bt)* a, 12: 


et aprés, par la (13) écrite pour la forme 


(at)*(bt)> a,b, + 3(ab) (ar)? (bt)>a,t, = A,B, — A,B. 
Par conséquent: 


12 
(26) (Mr) M? = A,B, — A,B, + = 1. 
On tire de celle-ci, avec l’opération 0, en désignant, comme auparavant, 
a,'H,', H,!H,* par M,*, M,"* respectivement 
(27) (M'r)’ M,? = z (4,D,—C, B,—C, B,—A, Ds) + 7 iL, 
et, si l’on applique encore l’opération 0, 
(M” 2)° M2 + a i;-(Mt)*MZ2 = 
i. , e. 4. 

=; (A, B,—A,B;) —C,D,—C,D; + 7 iy Ly + = ily, 

done on a, par la formule (26): 
” ”* . 4 - 

(28) (M"r)*’ M,* = — (C,D, +, Ds) — 3 iL, + 7 jl. 
Enfin les formules (26), (27), (28), avec un changent de dénominations, 
donnent (N7)°N,? or N,* soit a,'B,4 ou ays ou x24 yx. 


On peut donc conclure que le systeme complet pour deux biquadra- 
tiques se reduit seulement aux 30 formes suivantes*): 


a) 8 invariants i, jr, tp, jp, Ay, By, Cy, Dy; 

b) 8 covariants quadratiques A,, B,, C,, D,, L,, L,, Ls, Ly; 

c) 8 covariants biquadratiques f, p, H, x, A,, B,, C,, D,; 

d) 6 du sixiéme ordre 7, t, A,, B,, C,, D,. 

§. Si lon échange f avec » dans l’expression (12) de (rt 7')'r,57',° 
on a aussi, 
(Tt) T,'t,3 = + (pL,—yzL,). 

et en faisant la somme de celle-ci avec la (12) on trouve: 


HAL, + 4L, — fl, — pl, = 9. 


*) V. Gordan Mathem. Annalen, t. 2, p. 273. 
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On peut obtenir d’autres rélations entre les formes du systeme complet 
si l’on exprime les carrés et les produits des covariants du sixiéme ordre 
(qui sont des déterminants fonctionnels) par les invariants et les co- 
variants du 4° ordre avec les formules générales données par M. Clebsch 
(§ 35., (10) (11)). Pour écrire de suite ces rélations, il suffit seulement 
de se rappeler que pour la forme f (et pareillement pour la forme 9) 
on a (C. p. 136, 143) 


(@H)'aZH. =~ i;f, (HH'Y He H,* =+ jf — + iH, 


dont la seconde se déduit de la premiére avec |’opération 6 (n° 4). Ces 
rélations deviennent plus simples, si l’on pose 


, , Se. , 1. ’ 1. 1. 
A/=A,, B/=B,— | tof, CY=C,—{y9, Dj=D,— | igH— — yt: 


cest-i-dire si lon substitue, dans le systeme complet aux A,, B,, 
C,, D, les A,’, B,’, C, D,'*). En faisant ainsi, on peut ajouter aux 
expressions connues de 7”, r? (C. § 42.) les suivantes: 


Tr =— > (Aj Hy—B, Hp—C,x4f+D;f9), 
TA, = — 5 (H*p—A, Hf+C,f%), 
ee + (H?,—B, Hf+ D, fp), 
A? i ; (Hg’?—2A4,/fo+xf*), 
= ; (By pH+C,fx), 
B,C, = — 5 (A, Hy+D,f9), 

etc. 


7. Si nous avons égard aux covariants quadratiques A,, B,, C3, 
D,,, les rélations connues entre les invariants et les covariants simultanés 
d'un systéme de formes quadratiques (C. § 58.) serviront 4 nous faire 
arriver & d’autres rélations entre les formes du systeme complet des 
deux biquadratiques. En effet, désignons par A,, l’invariant (discri- 
minant) de A,, par A,, |’invariant simultané de A,, B, et ainsi de 
suite par A,,, Aye, «++ les autres: pour avoir ces rélations il faudra 
éxprimer ces invariants par ceux du systéme complet. 

On aura d’abord 


Aas = (As By)? = + (ae)%(b x) {(ba) (x0) + (ba) (za)} 
= — J (aa)*(bz)'+ (ae)3 (by)? ba) (qa) . 


*) Pour l’échange de f et m la forme D,’ (comme D,) ne change pas et les 
formes B,’, C,’ (comme les B, , C,) s’échangent entre eux. 
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_ Or, puisqu’on a (ab)a,*b,5 = 0, si l’on fait la troisitme polaire, on Ave 
trouve : 


- (ab) a,b, = — 3(ab)a,? azb,7b, : Mai 
cest-&-dire, par un échange des symboles a, b et |’application d’identités 
connues (C. § 15., VII, VIII) 

(ab) a,>b,) = ~ (ab) a,a,b,b,(a,b, — bz ay) 
= : (ab)? (xy) ayazby bz 
on : (ab)? (wy) {a.2by? + a,2b,?— (ab)Xay)?) 


= 3(ab)*(xy)a,2b,? — 2 (ab)*(ay); 


Or 

ou bien (C. § 40. (2)): | 

(xy)(ab)a,*b,* = 3 (ay H2H,? — + ij(ay)'. o 
Ainsi donc, si l’on pose y, = «@,, y, = — a3 4% =%, T= —y, s 
puisque (@z)?a,?4.7 = : ip p (C. p. 138), on a . 
(29) (ae@)*(bx)*(ba) (x0) = — 3 ip Cy + > indy : 
et par conséquent c 

1 ee Mgt 

(30) Aas = ~ z (Ay By + ig Cy — tx): 
dont on tire, en échangeant f et g: ‘ 
. 1 te “ie 
(31) . Lac= ry (A,C,+7%B,— bp Js) - 0 


On obtient les autres invariants A des expressions précédentes par 


u 
Yopération que nous avons définie au n° 4: nous la désignerons par 0 
si elle est faite par rapport a f, par 0” si elle est faite par rapport a | 
la forme g. ( 

On a 


Aas = 5 O,D,—(HH’)(«x) (Ha)\(H' 7). 


On tire l'expression de l’invariant (H H’) (ez) (Ha) (H'y)* de (29), si 
Yon y applique deux fois lopération 0, et on trouve, 


(32) — (HH’)(ay)(Ha)*(H' 4)" =~ jy iy Ay — 
et par conséquent, 

, A ho ee Ra a ry 
G3) o.= aC D+ 3g Sty Ay — ete, — | iy? jy) ; 
_ Et, par Véchange de / et 9, 


! 1. ow eee 
(34) Bar = y(BD+ 3 Je¥ A, — 6 trig B, — 6 iy? iy) . 


Lesa ere 
12 Ses — oY Je» 





Quant aux invariants A,, Aga on peut les déterminer aisément de 
la maniére qui suit. D’abord on a 
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Moc +daa= : (B, C.— A,D,)+(ae)3(yH) (a H) (ye) — (ay) (eH )3 (aH) (ey). 
Mais (C. p. 40, V, I) 
(ae)? (yH)* (aH) (x0) — (ax)? (@H)*(a H)(@x) = 
= + (aa)*(yH)? {(aa)? (qH)? + (aH)? (x@)?— (ax) (@ HY} 
—1 (ay)? (@H)* {(ay) (@H)?+ (aH (@7)'— (aa)? (¥HY} 
=+(4,D, — B,C,) + ; (aH)? («x)? {(aa)*(yH)?— (ax)? (« H)*} 


(A, D,—B,C,) + 5 (aH) (ex? {(a0) (4H) + (an (@}- 
Or, puisque — ; (a H)3(ay)* {(a@) (yH) + (ax) («H)} est le premier 


glissement des deux formes (aH)*a,H,, (@4)*ex%2, qui sont identique- 
ment nulles (C. p. 136), il est nul aussi: par conséquent 


Ave + Baa = 0"). 
OAc, — Aaa ey Ave. 


woe 


Mais l'on a encore 
et ainsi par (30), 
(35) Aca — Aye = — 1 (A, Di +B, C, + > typ Ay—2izig) - 
Et, puisque A,q est du second degré dans les coefficients de chaque 
fonction f, @, il faut que l’on ait 
Maa = P, A) + P,D, + Prigis, 


ou P,, P;, P;, désignent des coefficients numériques qu’on doit déter- 


: 1 ‘ l 
miner, On en trouve les valeurs P)=— >, P,=—3, P; = Z, par 
la (31), parce qu'on a 2A,, = — 2A,,: et ainsi: 
eg) Pee bo 
(36) Baa =—s A?Z—3D,4+ » ly. 

Enfin, puisque 
.% 
0 Bae eal ae Lec a ty Daa, 


0 Aca= rn Aaa eg + ty Doe y 
on tire des (31) (33) 





Ba ant es ie ee 
(37) Ao. = — ; (c P—yD,+25,B, —_ 6 lo i,’), 
‘ 1 ms Tr ie 

(38) Aw=- 3 D; — 3 Jrdg Ay +s inj B, 


ee Re ers 
> oh — Ta Ye D,+ = 4d9 Oy + ay Y's 
*) Pour cette rélation, si A,, = 0, est aussi A, ,= 0 et réciproquement. On 
a done le théoréme: 
Si les quetre racines de B, =0, C,;=0 forment un groupe harmonique, les 
quatreracines de A,==0, D;=0 forment aussi un groupe harmonique et réciproquement. 
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et la premiére, avec l’échange de f et » nous eat 
(39) sy = — 2 (B2— 1D, +290, — + ivig?)*) . 
Si lon pose les valeurs trouvées (30), (31), (88) ), (34), (35), (36), 

(37), (38), (39), dans la formule (C. p. 205) 

Aaa Aas Ace A, 

Boa Ass Doe B, 

Lea Aco Mec C; on 

| 4,5 B, C,; 0 
et dans les autres qui sen tirent par la substitution successive de 
A,, B,, D,; A;, C3, D3; Bs, C;, D,, & A,, B,, C,, on aura quatre 
rélations entre les covariants quadratiques A,, B,, C,, D, et les invariants 
du systéme complet. Par la substitution des mémes valeurs dans la 
formule (C. p. 207): 
| Aaa Aas Mae Maa | 
Ava Avs Ave Loa | J 
Lea Aes Lec Aca % 
Baa Aas Lac Aaa | 
on aura une rélation entre les invariants qui sera la seule qui puisse 
subsister entre eux, car par un théoréme général (C. § 79.), le nombre 
des invariants indépendants doit étre inférieur de 3 au nombre total 
des coefficients des deux formes f, mp. Si i; =i, =O, c’est-a-dire 
si (C. p. 171) chaque biquadratique a quatre racines qui forment un 
groupe équianarmonique avec des transformations bien simples de déter- 
minants on peut donner & cette rélation unique la forme 


(2— jig B,C,) (A, D2 + > Dy + ivi 40) 
2 6 


+ (Q—jzig Ay Dy) (ByC,X + 25, BP+ 2 jC’) 


a waa (Q°— jig B, C,) (2? —Jplp A, D,) = 0; 
0 


1 1 =. 
Q—= — 3 (4, D, + oy B,C, — jie) 
, 1 1 wii 
Ca: — (B,C, +73 A, D,—jrig) - 
Rome, Juillet et Octobre 1875. 
*) Pour verifier les résultats obtenus on peut observer (par ex.) que 


o , 1 . 
vA, =A +45 ghaar 8 Dag =Agy— Zig h 


et que A,,, Aza, Soa Spe, pour l’'échange de f et m doivent se reproduire. 


‘ac’ 
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Allgemeine Theorie der Asymptoten der algebraischen Curven. 


Von O. Strouz in Innsbruck. 


Pliicker gibt im ersten Abschnitte seiner Theorie der algebraischen 
Curven*) eine systematische Entwickelung der Asymptoten bis zur 
vierten Ordnung einschliesslich. Dabei bedient er sich meistens Con- 
tinuitiits- Betrachtungen und sucht sich durch Abzihlen der unbestimmten 
Constanten von der Vollzahligkeit seiner Ergebnisse zu tiberzeugen. 
Abgesehen davon, dass diese Methode um so umstindlicher sich ge- 
staltet, je héher die Ordnung der Asymptoten ansteigt, so leistet sie 
wenig zur Liésung der Frage, welche Asymptoten eine gegebene Curve 
besitze. Ich will daher im Folgenden versuchen, mit Hiilfe der Fun- 
damental-Eigenschaften der algebraischen Functionen unmittelbar zur 
Aufstellung der Gleichungen der krummlinigen Asymptoten von belie- 
biger Ordnung zu gelangen d. h. dieselben aus der Gleichung einer 
gegebenen Curve abzuleiten. Dabei wird es sich zeigen, dass die 
Pliicker’schen Resultate mit einer einzigen Ausnahme (vergl.u. Nr. 22 b) 
einem allgemeinen Satze entspringen. 


§ 1. 
Asymptoten im weiteren Sinne. 


1. Es mégen 


ores ¥ ion ok 

ct == ¢ ? y p$: ¢ 
ein lineares System von Punktcoordinaten bezeichnen, in welchem [0 
die Gleichung der unendlich fernen Geraden ist —. d. i. ein System 


von Paralleleoordinaten, wobei es jedoch frei steht, fiir jede der beiden 
Coordinaten eine besondere Masseinheit zu Grunde zu legen. Man 
findet nun die Coordinaten der unendlich fernen Punkte einer gegebenen 
irreducibeln Curve x'e* Ordnung 

(1) F (x,y) =9, 

indem man in der homogenen Form dieser, Gleichung § = 0 setzt d. ii 





* 
*) Citate aus diesem Werke sind im Folgenden durch Th. bezeichnet. 
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durch die Gleichung 
(2) Un(E, u) = 9, 


wenn unter U,(x,y) die Glieder n'" Dimension in # und y von (1) 
verstanden werden. 

Betrachtet man jeden dieser unendlich fernen Punkte fiir sich, so 
kann man stets annehmen, dass zu ihm ein nicht verschwindendes & 
gehdre. (Im Gegenfalle braucht man bloss die Coordinaten 2 und y 
zu vertauschen.) Dann ist 2 == co und es werden die einem solchen 
benachbarten Punkte von (1) allgemein durch eine oder mehrere nach 
fallenden ganzen oder. gebrochenen Potenzen von 2 fortschreitende 
Reihen von der Form 


m—k 1 


» 1 

(3) ¥=—AnX + Gnu ™ +--+ ar"+a+ az m +:- 
dargestellt. Hier kann k alle ganzen Werthe von 1 bis m— 1 annehmen, 
so dass a@,,_, als nicht verschwindend angesehen werden kann. — Die 
positiven Exponenten von x diirfen niimlich die Einheit nicht itiber- 
schreiten; sonst wiirde Lim (y:x) fiir Lim « = oo wnendlich werden, 
was schon Lim § = 0 voraussetzt. — Die Gerade y = a,,x bestimmt 
den beziiglichen unendlich fernen Punkt der Curve (1), dessen Coor- 
dinaten somit 1, a,,, 0 sind. 

Von den Entwickelungen (3) greifen wir eine heraus, wobei es nicht 
darauf ankommt, ob die Coefficienten a reelle oder complexe Werthe be- 
sitzen. 

Unter Asymptote dieses Curvenzweiges im weiteren Sinne soll nun 
jede, aber auch nur eine solche Curve A(x, y) = 0 verstanden sein, 
die mit der unendlich fernen Geraden ausser dem Punkte 1, @,,, 0 keinen 
gemein hat und dabei in der Umgebung des Werthes 7 = oo eine ein- 
zige Entwickelung fiir y liefert, welche bis zum Gliede mit 2° ein- 
schliesslich mit (3) iibereinstimmt. — In der That, bezeichnet man die 
Ordinate fiir die Curve A4A=0 mit y,, so folgt unmittelbar Lim (y—y,)=0 
fiir Lim z= co. Und es liisst sich leicht zeigen, wie unten N' 9 ge- 
legentlich angemerkt ist, dass diese Eigenschaft erhalten bleibt bei 
jeder Coordinatentransformation, welche die Gleichung der unendlich 
fernen Geraden unverindert liisst, und nicht durch den in Rede stehenden 
unendlich fernen Punkt die Ordinaten- Axe fiihrt. 

Die Gleichungen aller dieser Curven miissen sein von der Form 


m—k 1 


(4) 0 IT \—Y+Gnt+aq—20 ™ or 4 ..-taypaie ™ @, bss ? 
hg 


WO @,, @,--@, die m'" Wurzeln der Kinheit bezeichnen. Dieser 
Ausdruck ist eine ganze Function m'" Grades von y, deren Coefficienten 
nach fallenden ganzen Potenzen von x fortsghreitende unendliche Reihen 
bilden. Um zur Gleichung der eben definirten Asymptote zu gelangen, 
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hat man die a_, so anzunehmen, dass simmtliche negative Potenzen 
aus dem Ausdrucke wegfallen; z. B. alle a_,; miissen verschwinden. 
— Denn die Multiplication mit einer ganzen positiven Potenz von x 





kann nicht mehr zugelassen werden, weil dadurch unsere Curve nach 
e (2) auch den unendlich fernen Punkt § = 0 erhielte. 
| Dass die Erfiillung dieser unendlich vielen Bedingungsgleichungen 
: méglich ist, ohne die Gréssen am, Gn—x, +++ @,, Ay irgendwie zu be- 
~ schrinken, lasst sich im Falle, dass m und k relative Primzahlen sind, 
h leicht einselien, indem nun jede derselben sicher einen neuen Coefficienten 
‘ a_, enthialt (vergl. Nr. 4.). — Fiir die allgemeine Annahme von m 
| und k, wobei diese Zahlen ein von der Einheit verschiedenes grésstes 
gemeinschaftliches Mass p besitzen kénnen, mag man folgende Ueber- 
legung anstellen. 
, Setzen wir in (4) 
e Ant + ay —yY =Y, . 
- so zerfallen die in « und y’ ganzen Glieder dieses Ausdruckes in zwei 
, Gruppen. Es erscheint niimlich zuerst eine Reihe solcher Glieder, ~ 
t deren Coefficienten nur aus den @,-~, @n—z-1°* + @, Zusammengesetzt 
. sind. Halten wir dieselben fest und geben allen anderen in (4) auf- 
tretenden, in x ganzen Gliedern willkiirliche Coefficienten, setzen hier- 
+ auf fiir y’ ein den Ausdruck 
- m—k m—k—1 1 1 
(5) —y’=Gnat ™ + aniaat ™ +--+ ae"+a/+a_1% ™4--> 
1 
: und ordnen nach fallenden Potenzen von a”; so werden einige Glieder 
H identisch verschwinden. Die Coefficienten der zuriickbleibenden Glieder 
: liefern = 0 gesetzt, die Gleichungen zur Bestimmung der Coefficienten 
vorstehender Reihe, von einem gewissen angefangen. Wire dieser be- 
ki : ° " . 
‘ reits a_,, so wiirde das Gleichungspolynom A (x, y’) = 0 einfach aus 
0 der ersten Gruppe von Gliedern und denen der zweiten, ein jedes mit 
| 7 einem willkiirlichen Coefficienten versehen, bestehen. Es kann jedoch 
: der genannte Coefficient auch einen Zeiger > 0 haben, so dass zwischen 
: den unbestimmten Constanten noch lineare Bedingungsgleichungen 
. nothig sind. Auf keinen Fall kinnen sich dieselben aber widersprechen, d 
wasimmer den dm—% +++ a, neben a, = 0 fiir Werthe beigelegt sind. Denn 
, dadurch dass die Coefficienten der Glieder der zweiten Gruppe von 
- A(x, y’) diejenigen Werthe erhalten, welche-sie in der ganzen Function 
? . ¥ = — -. 
6) Na@v)—] [ (¥ +anie™ of 4 ++ a0" 7) 
r ities 


besitzen, werden diese Gleichungen immer erfiillt. Reducirt man nun 
vermittelst derselben die bisher noch willkiirlichen Coefficienten in 
A(x, y’) auf die wirklich unbestimmten Constanten, so zerfallt dieses 
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Polynom in zwei Theile, deren einer, im Folgenden als wesentlich be- 


zeichnet und durch W (x, y’) dargestellt, in den Coefficienten nur die — 


Gm + * @, enthiilt. 

Dass die eben definirte ganze Function A(z, y’) nicht nur die 
nothwendige Form fiir das Gleichungspolynom der allgemeinen Asymptote 
m*" Ordnung*) des Curvenzweiges (3) sei, sondern auch in der That, 
was immer die unbestimmten Constanten fiir endliche Werthe erhalten, 
fiir y’ in der Umgebung des Werthes x = oo stets eine und nur eine 
Entwickelung liefere, welche wirklich nach steigenden Potenzen von 
V1: fortschreitet und mit 


-— = — & 
_ {ana mft-.-+taa*+tai12 “| 


beginnt; — ergiebt sich leicht aus bekannten Fundamentalsiitzen tiber 
die algebraischen Functionen. Zunichst bemerkt nun den Satz: ,,Setzt 
man ‘nechanisch in eine Gleichung wie A (, y’) = 0 fir y' ein 


m—k 1 1 i 
(5) —y¥=—annt™ +---+ta,o™+a_14 ™4--+a4-" ™ 
Sees ee eee 
und es gelingt, fiir die a,_,---a_; solche Werthe zu finden, dass die 
Coefficienten aller Glieder von A(z, y’) bis zu einer bestimmten Po- 


tenz von j/1:zverschwinden, so ist —X in der That der Anfang 


mitidestens einer Entwickelung von y’ in der Umgebung des Werthes 
y = oo.“ Dieses folgt unmittelbar daraus, dass fiir diesen Werth von 
x die algebraische Function y’ Entwickelungen von der Form (5) liefern 
muss **), — Nun wurden oben die Coefficienten von A(z, y) so be- 
stimmt, dass die Gréssen a, - - - a, irgend welche vorgegebene Werthe 
erhalten und noch obendrein, falls die positiven Exponenten der nicht 
verschwindenden Glieder von (5) sich auf einen kleineren Nenner als 
m reduciren sollten, dafiir gesorgt, dass sicher in demselben ein negativer 


Exponent vorkommt, der eine solehe Reduction im Ganzen unméglich . 


macht. 

Somit ist die Entwickelung (5) der algebraischen Function m'e Ord- 
nung y' die einzige, welche in der Umgebung des Werthes x = oo be- 
steht. 

2. Sowie eben die Gleichungen aller Curven m'* Ordnung gebildet 
wurden, fiir welche die Coefficienten a,,, @m—%---@ in der Reihe (3) 


*) Diese Bezeichnung ist enger als die gleichlautende Pliicker’sche; denn 
die letztere bezieht sich darauf, wie oft der Factor 7 — a,,é in der Gleichung (2) 
vorkommt. 

**) Man schliesst dann weiter, wie in dem Aufsatze des Verfassers: ,,Ueber 
die singuliren Punkte der algebraischen Functionen“ (Diese Annalen B. VIII, p. 
415 ff.) Nr. 5. angegeben ist. 
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dieselben vorgegebenen Werthe haben, kann man auch zur Gleichung 
jeder Curve n” Ordnung gelangen, welche i gégebene unendliche 
Zweige von der Art besitzen soll, dass einem jedem eine Entwickelung 
von der Form (3) entspricht 


1 
y= 9 (4 a) Lm”) =n (vy = 0,1, 2---i—1). 
Dabei nehmen wir eben an, dass in diesen 7 Reihen die Coefficienten, 
deren Zeiger nicht negativ sind, simmtlich gegebene Werthe erhalten, 
und vielleicht auch einige der folgenden, was bei héherer Osculation 
der Zweige mit je einer vorgeschriebenen Asymptote oder unter ein- 
ander eintreten wiirde. Jedenfalls kommt. es aber von einem bestimmten 
Gliede der Reihe an auf die Werthe der Coefficienten a® nicht weiter 
an. Wir lassen nun dieselben unbestimmt und bilden den Ausdruck 


o eee 
[[P=[] {-9+ 9 "or, 


welcher von der Form 
A® (a, y) + ROG, y) 
sein wird, worin R) den Inbegriff der Glieder mit negativen ganzen 
Potenzen von 2 bezeichnet. Die Coefficienten der Glieder von A 
und R® werden ihnlich, wie oben angedeutet ist, auf unbestimmte 
Constante zuriickgefiihrt. Sind z. B. nur die Werte der Coefficienten 
a”) mit einem Index > 0 gegeben, so bleiben sicher alle Coefficienten 
von R® willkiirlich. 
Endlich bilden wir das Product 


Il (A + Re) 


und suchen die darin noch vorhandenen unbestimmten Constanten so 
zu bestimmen, dass die Glieder mit negativen Potenzen von % daraus 
entfallen. Wenn dieses méglich ist, so ist der zuriickbleibende in x 
und y ganze Theil das Gleichungspolynom der gesuchten Curve. Denn 
diese Form ist fiir dasselbe nicht allein nothwendig, sondern, wie nach 
den in Nr. 1. angefiihrten Sitzen leicht einzusehen, auch hinreichend. 

Was aber die Erfiillung der erwihnten Bedingungsgleichungen be- 
trifft, so kann man bemerken, dass dieselbe immer stattfindet, ohne dass 
die in den A mnoch vorhandenen unbestimmten Constanten irgendwie 
beschrdinkt werden. Dieses folgt daraus, dass man aus dem Producte 


AA... AM 


durch Hinzufiigung einer ganzen Function von gehérig niedriger Dimen- 
sion in « und y — oder besser gesagt von gehérig niedrigem Grade 
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in a” ein Polynom bilden kann, das —0 gesetzt, die vorgeschriebenen 
Entwickelungen fiir y liefert. Allerdings kann es sich dabei ereignen, 
dass dasselbe reducibel wird oder dass statt einer Entwickelung vom 
Nenner m® in den Exponenten p Entwickelungen vom Nenner m\):p 
auftreten. 

3. Vom Inbegriffe der wesentlichen Glieder W (x, y’) \isst sich 
bei vorgegebenen Werthen der a,,-;- ~~ a, nicht mehr sagen, als dass 
dieselben Glieder auch in dem Producte (6) vorkommen miissen. Glie- 
der mit dem Factor y'"— fehlen also darin immer. 

Es giebt jedoch allgemeine Fiille, in denen sich die Glieder W(x, y') 
a priori bestimmen lassen. 

Ueberlegen wir zuniichst, welche Glieder y'"~"x* von (4) Coeffici- 
enten erhalten, die nur von den Grissen dn—,---a, abhiingen. Sie 
werden leicht gefunden durch die unmittelbar ersichtliche Eigenschaft 
dieses Productes (in welehem wieder anstatt — y+ a,x + ay y' ge- 
schrieben wird): ,,Zu jedem Gliede y'"-"x* kommt ein Coefficient, der 


im den dmx ++ 4,,4—1+++ homogen und von der Dimension r und in, 


dessen Gliedern die Summe aller Zeiger ms betrdgt.“ 
Darf ein soleher Ausdruck a_;, a_2--- nicht enthalten, so muss 
demnach 
ms > (m—k)(r -- 1) 
sein, d. i, wenn 


(7) kr = mg, + qr (OG, <m) 
gesetzt wird, 
(8) s>r—Ggr-1—1. 


Andererseits muss, wenn nicht der ganze Coefficient verschwinden 
soll, 
ms <r (m—k) 
sein, d. i. fiir 
q@>9, s<r-—g—1, 
fiir 
G=9, sor —gy. 
Vergleicht man diese Bedingung mit (8), so sieht man, dass im Falle 
qr > 0 ein Glied mit dem Factor y'"~-", dessen Coefficient allein die 
Gm-k* ++ @, enthalt, nur dann in (4) vorkommt, wenn g, = g,—1 ist, 
und zwar nur dieses einzige Glied, wofiir eben 


(9) s=r—Ggi—l 
ist. Dasselbe gilt im Falle g, —0, denn jetzt ist 
Ir = Gra + 1. 


Bezeichnet p(>1) das grésste gemeinschaftliche Mass der Zahlen 
m und k, so ist die Anzahl der auf diese Art ermittelten Glieder (mit 
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Einschluss von y™) m —k-+-p. Nimlich p + 1 Glieder 
= 2 =. ™ 
wofiir q¢-—=0O und m—k—1 Glieder, wofiir g,>0, denn wegen g,=0, 
Im =k macht g, k Spriinge, also bleiben mit Abrechnung von r = 1 
noch m—k— 1 Werthe von r, wofiir g,;—g, und daher auch q,> 0. 

Der Inbegriff dieser m — k + p Glieder 

y" + Dey 

soll vorliiufig mit W, (a, y’) bezeichnet werden. — Alle tibrigen Glieder 
y™—ras von A(x, y), wofiir s <r — yg, — 2 ist, erscheinen wirklich 
mit Coefficienten, die a_1, a—2:--- enthalten. Denn, wie sogleich ge- 
zeigt werden wird, muss davon mindestens der Ausdruck 
(10) a a, (h = ms — (m—k) (r—1)) - . 
wo h negativ ist, tibrig bleiben. — Von den Coefficienten ¢, verschwindet 
aus demselben Grunde keiner identisch d. i. solange die dn_, +++ a, Un- 
beschrinkt gelassen werden. 

Um dieses zu erhiirten, miissen wir den numerischen Factor des 
Ausdruckes (10) im Coefficienten von y'”—"a* (bei beliebigen s) berechnen. 

4. Der eben erwihnte Coefficient besteht nach dem oben Bemerkten 
aus allen Ausdriicken von der Form 


r=0, -m, 


@ ae... 
SS ? 


wenn die 4 und @ den beiden Bedingungen 

Zo=r, Lio—=ms 
entsprechend angesetzt werden. Dabei denken wir uns die Zeiger 4, 
welche positiv und negativ sein kimnen, unter einander verschieden und 
fallend geordnet; die Exponenten g saimmtlich mindestens gleich 1. 
Der numerische Coefficient des vorstehenden Ausdruckes ist diejenige 


symmetrische Function der m'*" Kinheits-Wurzeln ,, @, --- @,, welche 
gewohnlich durch 


+ a a aA ke a, 
(11) 20; "a -94 Oe eile tee 
angedeutet wird, — also jedenfalls eine ganze Zahl. 


Setzt man 
a; + o+-:-+0,=S,, 


so findet man nach Waring 


Zo af = 8, 8, —S.= —m 
Zo wy ao, = S, 8,58, — S, a. vee 28) 4 u4y = 2m 


U. 8. W.; 
denn die 4, «, v sind hier simmtlich kleiner als m und geben als 
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Summe ein Vielfaches von m. Kommen unter ihnen gleiche vor, so 
hat man noch durch die entsprechenden Permutations- Factoriellen zu 
dividiren. 

Die Zahlen_(11) kinnen in der That verschwinden. So entfallt 
z. B. aus N, das Glied 

a, a, a, y*a’. 

Um nun den numerischen Factor des Ausdruckes (10) zu berechnen, 
so hat man folgende Fille zu unterscheiden. 

Falls m und k relative Primzahlen sind wnd nicht gerade r = m, 
s =m — k(h=m—k) ist, findet man dafiir auf dem eben angegebenen 
Wege sofort den Werth (—1)—'m und a,”, hat den Factor (—1)""*. 

Haben m und k ein von der Einheit verschiedenes grisstes gemein- 
schaftliches Mass p, sodass 

m=pm, k=pk’ 

gesetzt werden kann, dann muss man unterscheiden, ob h wieder 


m—k wird oder nicht. Im ersten Falle, der immer und nur ein- 
tritt fiir 


ro=m-l s=(m—K)l (l=1,2---p), 
besteht der Coefficient des Gliedes y'"-" x*, dessen Gewicht-ms =(m —k) Im’ 
betriigt, nur aus dem Ausdrucke a’” ,*). Sein numerischer Coefficient 
wird leicht auf folgende Art gefunden. Bezeichnet @ eine primitive 
m'© Wurzel der Einheit, so kann man setzen 
oa=@a', a f=(a’/—o!. 

Beschriankt man r auf die Werthe 1, 2 --- m’, so sind die w?* simmt- 
lich von einander verschieden, folglich die m’'** Wurzeln o, der Ein- 
heit. Es beginnt somit W, mit dem Ausdrucke 


" ’ — \ |? om mm’ m'— \ 
{] ] (¥+4,.%” of) —{y — (—1) a, -~ @ “ ; 
1 Tr 
sodass sich fiir den fraglichen Coefficienten sofort der Wert 


- (m’—1)% ) 
PPR Paths + 
ergiebt. 


Auch im zweiten Falle, wo h von m — k verschieden ist, gelangt 
man leichter an das Ziel durch Betrachtung des Ausdruckes (h=ph’) 


= m—k ph o 
, — _s=8 con wal 
[+4022 or" +a,,2™ a"), 


welcher ebenfalls die p'* Potenz einer in y’ ganzen, in x wenigstens 


*) Nach (9) gehdrt dieses Glied zu Wy. 
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rationalen Function ist. Man erhalt, wie hier nicht weiter ausgeftihrt 
wird, nun als Coefficienten von (10) 


artim PF), 


r=om+e, 0<e<m) 
gesetzt ist. — Z. B. das Glied 


m—2 * m-k—1 
m—k “m—ae ¥Y % 


wobei 


a 

hat wegen 
r=m—1=—m'(p—1)+m —1 

den numerischen Coefficienten (—1)"+?-'m; wie man iibrigens auch 

leicht nach Waring’s Methode findet. 

5. Unter Voraussetzung, dass m und k relativ prim zu ecinander 
sind, kénnen wir aus dem gefundenen Resultate folgenden Schluss 
ziehen. Da iiberhaupt fiir zwei Glieder 

y™-" 2, ¥*-"at 
der Zeiger h in (10) einen verschiedenen Werth hat, so sieht man, dass 
sowohl bei gegebenen @-,---+ a, die Coefficienten aller Glieder von 
A(x, y’) ausser den in W, zusammengefassten ganz willkijrliche Werthe 
erhalten kénnen, als auch die Glieder von W, selbst durch entsprechende 
Annahme der @m—;, --+ @,- Dieses gilt auch bei Beschrinkung auf 
reelle Zahlen. 

Fiir den Fall relativ primer m und k ist-somit, was immer die 


Gn—z, +++ a, fiir vorgegebene Werthe erhalten mégen (nur dm -, darf 
nicht Null sein), W, (a, y’) selbst der Inbegriff aller wesentlichen Glieder : 
Ww, = Ww. — 


Dazu tritt noch der weitere Satz: 

Auch wenn das grisste gemeinschaftliche Mass p der Zahlen m und k 
grésser als 1 ist, stellt W, den Inbegriff der wesentlichen Glieder dar, 
so lange nur (neben @y,—;) auch Gm—1»-1 nicht verschwindet. 

Der Beweis muss jedoch auf andere Art gefiihrt werden, umfasst 
iibrigens auch den ersteren Fall. 

Da die Coefficienten der Glieder von W, von a_1, a—2--- nicht 
abhiingen kénnen, so folgt aus beiden vorstehenden Sitzen: 

Um die Gleichung der allgemeinen Asymptote A(x, y’) = 0 zu bilden, 
fiige man eu den Gliedern von W, (x, y’) noch alle Glieder y'™—" x 

(yr =2,3---m), s<r—gui—2 
hinzu, jedes mit einem ganz willkiirlichen Coefficienten versehen. 

Die eben erwahnten Siitze sind es, aus welchen sich die meisten 

Resultate Pliicker’s unmittelbar ergeben. 
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6. Der oben geforderte Beweis gestaltet sich folgendermassen. 
Wir setzen in die Gleichung W, (x, y) —0, x = ¢™ ein und zeigen, 
dass sich fiir y der Ausdruck aufstellen lisst 

— yf = An pt tt + -++ tat! + ua —tmtty, 
wo u gugleich mit t verschwindet. Daraus folgt dann wegen des Nicht- 
verschwindens von @,—,~-1, dass y’ in der That nach ganzen positiven 
Potenzen von j/1 : x fortschreitet; denn eine Reduction der gebrochenen 
Exponenten auf einen Nenner kleiner als m ist nicht mehr méglich. 
Zu diesem Behufe bringen wir W, auf die Form 


Woe, ¥) = Nn(@, y¥) — Q(@,y), 
welche bestehen muss, da die Glieder von W, in N,, vorkommen. 
Diese Identitit wird mit #“—" multiplicirt. Dadurch ergiebt sich 


fe ON («,y¥) = II (‘+4,_, iin Se a, a). 
1 r 


Setzt man, wie in Nr. 4., @, = o”, so folgt, da 1 — w”~* verschwindet 
fiir r= m’, 2m’, --- (p—1)m’, 1 — er aber nicht, ~ 
im m—*) N(x, y’) = ut™—*t+e—! Hit, u), 
worin H eine’ ganze Function von ¢, u bezeichnet, welche fiir ‘—uw—0 
nicht verschwindet. 
Um noch die Form von 
tmin-D Q (tom, g't-m+h) 
zu bestimmen, bemerke man, dass die Glieder y'"-"z* von Q solche 
Glieder von A sind, welche in W, nicht vorkommen, — wofiir also 
s < t= 6.4— 2. 
Sie geben also mindestens neben 2’™~" ¢ zur Potenz 


(11*) - { (m—r)(m— k)+m|r—gra —2}} —=— m(m —k) + (m—k)+ (m — qy-1)- 
Hier betriigt der positive Theil mindestens m —k-+ p. Man wird 
demnach schliesscn, dass 
Imem—b Q(x, ¥) — E+E, w) 

sei, unter G eine ganze Function von ¢ und wu verstanden. 

Fasst man dieses zusammen, so findet man fiir wu die Gleichung 

u(t, u) + tG(t, u) = 0, 

aus welcher sich zu ¢ = 0 jedenfalls auch «= 0 ergiebt. Q. e. d. 

Man kann iibrigens auch leicht zeigen, dass sich im vorliegenden 

| Falle die Gn—%, Gms ++ + a, wirklich aus der Gleichung W, (x, y’)=0 

bestimmen lassen, sowie dass a, = 0 sein muss (vergl. Nr. 19.). 

7. Es mégen hier noch einige formale Bemerkungen iiber die Func- 
tion W, (x,y) Platz finden, welche spiiter von Nutzen sein werden. 
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a) Ist 2k > m, so fehlen in W, Glieder (m—1)" Dimension in 
x und y vollstiindig und es kommen nicht zwei Glieder von derselben 
Dimension vor. Beides ist im Allgemeinen der Fall, falls 2k < m. 

Die Dimension des allgemeinen Gliedes von W, betriigt nach (9) 
mM — 9,-1.1 — 1, welche Zahl mit wachsenden y niemals zunimmt. Sie 
kann also zu m — 1 nur werden, wenn 2k durch m nicht theilbar ist 
und g, =g, =0, d. i. 2k < m oder wenn 2k = m ist, in welchem 
Falle W, das Glied y’"-*x enthilt. 

Sollen zwei aufeinanderfolgende Glieder von W, von derselben 
Dimension sein, so muss offenbar g,1 = g, sein. Weiter muss ent- 
weder g,41=g9, Oder q,-4:—=0 sein; was nur mdglich ist, wenn 
2k<m. 

b) Das Glied y'x”—*— befindet sich in W, nur, wenn 2k < m; 
sonst gehért es zu denjenigen, deren Coefficient noch von a_, u. s. w. 
beeinflusst wird. 





’ Dieses folgt unmittelbar daraus, dass y,,-1 =k — 1 ist. Soll das 
genannte Glied zu W, gehéren, so muss auch gm—2 = k — 1 sein d. i. 
m>2k. Ist aber m < 2k, so hat man g»-2=k — 2 somit 

(m—1) — gn — 2 =m —k—1. 
c) Der Exponent von x im allgemeinen Gliede von W, 
s=r—gi-—l 
nimmt mit wachsenden + nicht ab. Demnach kénnen zwei Werthe 
derselben nur gleich sein, wenn schon 
*¥—1) -—GA=1— Go 
d. i. 9-=9,1+1. Dieses ist aber bei einem Gliede von W, nur in der 


Art méglich, dass kr durch m theilbar ist. Dann enthalt W, in der 
That die Glieder 


‘m—r rT ‘m—r—l r—g 
g a 9, 


» Y ae 
auf welche aber ein Glied mit einer héheren Potenz von x folgen muss. 
— Wendet man diesen Satz auf den Werth r = m — 2 an, so findet 


man, dass die Glieder 
, =F: , = 1 


in W, zugleich nur vorhanden sind, falls m= 2k ist. Dann ergiebt 
sich nimlich nach Nr. 4. 


(12) W, (a, ¥) = (y*— ay 2) oy Pe + oy a? 
teers. 


Falls 2k < m, kommt das erstere Glied gar nicht in A(z, y') vor, 
da nun gJm—» = k — 1, somit 


(m—2) — gm—-2 — 1 = m—k—2. 
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§ 2. 
Asymptoten im engeren Sinne. 


8. Um den Verlauf jedes der unendlichen Zweige der gegebenen 
Curve (1) zu characterisiren, kénnen wir unter den oben definirten 
allgemeinen Asymptoten eine beliebige auswihlen, indem wir in der 
Gleichung A (x, y’) = 0 vorkommenden unbestimmten Constanten vor- 
gegebene Werthe beilegen. Nennen wir eine solche Curve typische 
Asymptote oder A. im engeren Sinne U(x, y’) =O, so ist demnach die 
Definition derselben rein analytisch gegeben, d. i. an die Werthe ge- 
wisser Coefficienten gekniipft. Um aber geometrisch einen Typus der 
allgemeinen Asymptoten zu liefern, muss die in Rede stehende analytische 
Definition so eingerichtet werden, dass die hier zulissigen Transfor- 
mationen der urspriinglichen Coordinaten xy, welche im Allgemeinen 
zu einer neuen Curve als typischer Asymptote. fiihren werden, wenigstens 
ein leicht zu iibersehendes Curvensystem liefern. 

Wir machen bei der folgenden Untersuchung nicht die Unter- 
scheidung, ob unter den allgemeinen Asymptoten A (x, y') = 0 solche 

vorkommen, die reducibel sind oder ob nicht. — Als nothwendige Be- 
* dingung fiir das Zerfallen irgend einer Curve A (a, y’) = 0 erkennt 
man unmittelbar, dass die positiven Exponenten in der Entwickelung (3) 
sich auf einen kleineren Nenner als m zuriickfiihren miissen lassen. 
Denn es miissen die Entwickelungen von y in der Umgebung des 
Werthes x=oo nach niedrigeren als m'*® Wurzeln von 1 :~ fortschreiten. 
Der Ausdruck (6) wird somit nun eine Potenz einer ganzen Function 
von x, y’. — Hieraus folgt unmittelbar, dass in den beiden Normalfiillen 
von Nr. 5. die Function W, (x, y') stets irreducibel sein miisse. 


9. Die hier in Betracht kommenden Coordinaten -Transformationen 


(13) X=ar+fpyty, Y=eu+ Pyt+y 

miissen von der Art sein, dass die neue Ordinaten-Axe X = 0 nicht 
durch den unendlich fernen Punkt 1, a,,, 0 geht. Es daif also die 
Grosse «+ Ba, nicht verschwinden. — FViir das Folgende scheint es 


bequemer, den Uebergang von dem Systeme x, y zum Systeme X, Y 
in folgende drei Schritte zw zerlegen: 


(14) “= 2, Y¥ = Ant — Y¥ + a%; 
(15) a= ae thy tu, y=y; 
(16) X=a,, Youwe,+¥y +’. 


Beim ersten Schritte bleibt die Ordinaten-Axe unveriindert; beim zweiten 
die neue Abscissen-Axe, waihrend die Ordinaten-Axe in die Gerade 


X = 0 verlegt wird. Der dritte Schritt endlich fihrt noch zur neuen 
Abscissen-Axe Y= 0. 
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Die Méglichkeit dieser Zerlegung ergiebt sich am einfachsten durch 
Zusammensetzung der vorstehenden drei Transformationen und Ver- 
gleichung der fiir X, Y resultirenden Formeln mit (13). Man findet so 


~x=a+t anB, 41=— 8, w=y + a8; 
nx =a -+ dnp’, “i = — (af'—a'p), 








Gm, —1, a 
au==|a, B, y 
€; B, y 


Daraus erhellt, dass die Constanten x, 4’ nicht verschwinden kinnen. 
Wir miissen nun aus den Formeln 


5 ° P= t*, 

®) Y= (nn EMH pat ait fers) 

die Entwickelung von Y nach-fallenden Potenzen von X ableiten. 
Aus (15) folgt, wenn 


(16*) A:*=0, Uwix=—6 
gesetzt werden, 
(17) = =i": (1 — 0 Am, t* ~~ ++ — 9a, 0"! + ot” — ga_,i™t1!—...), 


also fiir x: 2, = t™ 
1 


t= t(1—Qamiet*—-++) ™ = t+ Qdmarlti'.--, 


Diese Gleichung lisst sich umkehren, so dass man erhilt 
(18) t= t — OGni. tht! —---— bt" —- 


Fiihrt man diese Reihe fiir ¢ in den Ausdruck y, = y' ein, so folgt 
fiir y, eine Entwickelung 


(19) Y, eae ee a? oot 2 ag ae * + al + a” + es a ), 


indem an Stelle von ¢-™+#+* (h=0, 1, 2---) tritt 


—k—h 
= OAT T2k +h ~ mre 


Mittelst der Formeln (16) wird dann endlich gefunden 

X=—ur, Yowu- te ™+iy,+0, 
welche Gleichungen die gesuchte Entwickelung darstellen. Will man 
sie genau von der Form (3) haben, so setzt man t = ¢,@, wo @ eine 
m” Wurzel von x bezeichnet. Schreibt man demgemiiss 


X — ” 


1 
Ym At A att PAE PAPA Epo, 


so hat man 





(19%) fmt eA om ttn foo 


(20) 
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% = 2%, 


(21) ee .. a —m+k+a 
AL. 3™ eat af a —p—p ? 


h=0, 1, 2---+, ausgenommen h=—m—k, in welchem Falle zu 
setzen ist 
p= — deal, 
Aus diesen Formeln ergiebt sich sofort der bereits in Nr. 1. er- 
wahnte Satz, dass wenn die Entwickelungen von y nach fallenden 
ganzen oder gebrochenen Potenzen von x aus zwei Gleichungen F (x, y) =0, 


A (a, y) = 0 in den Coefficienten Gm, Gm—%, Gm—zr-i* ++ a(t S Q) iiber- 


einstimmen, dasselbe auch gelte von den Entwickelungen von Y aus 
den transformirten Gleichungen. — Man sieht nimlich unmittelbar, 
dass by2 +--+ bn—i41 in (18) von a; und den folgenden Coefficienten 
unabhiingig sind; demnach in der Entwickelung von ¢—"+*+* die Glie- 
der bis einschliesslich des mit t zum Exponenten 
(—m+k+h) + (m—i) =k+h—i. 

Somit erweisen sich die Coefficienten A,,, Am-x-++A: in (20) von 
@i1, @i-2+++ unabhingig, womit der Satz gezeigt ist. — Fiir den 
Fall ¢ > 0 wollen wir noch bemerken, dass die Transformationscon- 
stante w aus (15) erst in A_, eingeht; somit erscheint auch a, zuerst 
in A). 

10, <Aufstellung der typischen Asymptoten A(x, y') =O. — Bei 
dieser Untersuchung haben wir stets die allgemeine Function W (x, y’), 
d. i. der Inbegriff der wesentlichen Glieder bei vorgegebenen Werthen 
der @m—,+--a@, vor Augen. Diese Function kann, wie wir aus Bei- 
spielen sehen werden (vgl. Nr. 24ff.), mehr Glieder enthalten als die 
oben eingefiihrte Function W,. 

Es sind drei Faille zu unterscheiden. 

I. Fall. Es sei 2k>m. Dann erkliren wir die Curve W (x, y’)=0 
selbst als typische Asymptote. — Nun fihren wir anstatt x, y das System 
X, Y durch die Gleichungen (13) in F(x, y)=0O ein und bilden 
W(X, Y’), das zur Unterscheidung von W(x, y’) mit W,(X, Y’) 
bezeichnet werde. Hier bedeutet 

Y’=A,X — Y+ A). 
Um die Curve W, = 0 mit W = 0 zu vergleichen, kehren wir wieder 
auf das System a (oder 2’), y’ zuriick, Dazu dienen nach (15) die 
Formeln 
(22) X=ux-aytu, Yo—idy. 
Um die Richigkeit der letzteren einzusehen, geniigt ein Blick auf die 
Gleichungen (21), verbunden mit der Bemerkung, dass wenn m < 2k 
ist, offenbar nach (19*) 
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ee =a, ,-, (’=90,1,---m—k—1,m—k+1---k—1), 


a =—0 

0 
gefunden wird. Wir schliessen aber daraus weiter 
(23) An—k-h =—i. Am—k—h a-mtk+h ? (h=0, 1, 7+ m—k— 1), 
so dass zwischen den Coefficienten C, c zweier entsprechender Glieder 
von W,(X, Y’) und W(a,y), d. i. Y’'™-" X* und yz die Be- 
ziehung herrscht 

6 ae 
x 


Demnach folgt 
mx, ry=(4) WE -2), 


2’ Pa 
d, i. beim Uebergange zum Systeme «, y nach den Formeln (22) und (16*) 
, 1 \e , , 
W,(X, ¥)=(—+)" W(w+eyt+s, y). 

Nach der gegebenen analytischen Definition gelangen wir also zu 
einer Schaar von zweifach unendlich vielen Curven, welche alle mit 
demselben Rechte Asymptoten im engeren Sinne heissen. — Denn es ist 
leicht einzusehen, dass unter den Curven 

W(at+ey+s, ¥)=0 
dieselbe nicht dfter vorkommen kann. Dieses wire nur méglich, wenn 
es solche Werthe von 9, 6 gabe, dass 


W (a+ oy'+6, ¥) = W (a, y’) 











ware. Dann miisste die Entwicklung (19) — nachdem darin x = 1, 
d. i, r= #, gesetzt wiirde — mit (3) identisch werden. Da aber ‘ 
t,2*-m den Coefficienten erhiilt 
(1) m—k 2 
Gs skim etn ne m a,x» 


so miisste g = 0 sein. Ebenso — indem nun 
ne 


2, es m—k 
(24) a, = a4, + mM O04 


wire — wiirde sich ergeben 6 = 0*). 
Kinen speciellen Fall des vorstehenden Satzes findet man Th. p. 122. 
11. IL. Fall. 2k—=m. Die Gleichungen (23). bleiben bestehen; 
aber man hat jetzt 


(1) 
0 


oa 2 i cabal v 2 
=F OG» » = — 7 04, - 


Daraus folgt 


*) Hitten wir es hier statt mit dem allgemeinen W (x, y') mit Wo(a, y’) zu 
thuun, so wiirde es geniigt haben zu bemerken, dass in W, alle Glieder in Be- 
ziehung auf 2 und y’ von verschiedener Dimension sind (vergl. Nr, 7.a). 





O. Srouz. 





¥'=—%(¥ + F00;) 
und weiter 
, m » —s 
W, (X, Y) =(—+-)"W (e+ ey +6, ¥+5 004). 

Erkléren wir wieder W (x, y’) =0 als typische Asymptote, so ge- 
langen wir somit zu der Schaar von gleichberechtigten Curven 
‘ , , 1 
(25) W (x+ey'+, y+ Fea,)=0. 
Mit anderen Worten: wir diirfen in W (x, y’) =0 a, y' beziiglich er- 
setzen durch «+ ey’ +6, y+’, wo die unbestimmten Constanten 9, 6, 


o nur der Bedingung zu geniigen haben, dass aus W (a+ ey’+- 6, y+ o')=0 
das Glied y/"—' entfallt; — in der That ist dieselbe nach (12) 


20° — ea, = 0. 
Umstiindlicher als im ersten Falle ist hier die Untersuchung, ob 


im dem Curvensysteme (25) eine Curve wiederholt vorkommen kéune, 
d. i, ob bei verschiedenen Werthsystemen 96 und @,6, die Identitiit 


, ce , wa 
W(c+ey'+s, y+ + ea, = We+ey+o, ¥++ e002) 
mdglich sei. Setzen wir aber 
, , 1 7 
t+ey+o=—X, ¥+>5ea=—Y', 


so wiirde diese Gleichung iibergehen in 
W(X,Y')=W(X+ (ee) ¥'4+{6,-6— : ea;(e-0)}. Y'+ 5a) (0,—@)); 


wir kénnen uns also wie oben in Nr. 10. darauf beschrinken, die 
Moéglichkeit der Identitat 


. ’ ’ , 1 2 
(26) W (x,y) = W(a+tey+e, y+ + eat) 
zu priifen. Ihr Bestehen wiirde voraussetzen, dass die Entwicklung (5) 
durch die Transformation z= X + eY+6,y¥=—=Y+ b oa, » Was 
die Coefficieiten betrifft, ungeindertbleibe. Kehren wir diese Formeln um 
. 1 ’ 1 2 
X = « — oy + {50 a, — o\, Y=y —z ea, 


und zerlegen wir dieselben nach dem Vorgang von Nr. 7. in die beiden 
Transformationen 


, 1 , 
a, —=2—ey + {5 ea — o}, "%4=Y, 


Nia 
X=4%,, Y=y — 5 ea); 


so werden wir die Entwicklung von Y nach fallenden Potenzen von X | 
nach den a, a. QO. gegebenen Formeln hinschreiben kénnen. Dabei 
sind jedoch zwei Fille zu unterscheiden. 
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«) Nehmen wir an, es sei ay—1 = Gy_g = + + > = Qh-i41 = O, 
jedoch nicht Null, wihrend 1<i<k—1—, sodass k mindestens = 2 
sein muss; — dann ist die Identitdt (26) nur méglich fir 9 = 6 =0. 

Wir haben jetzt 

t=", 

yf = — {ant + ait fe path fautpe-}, 
also nach (17) und (18) 


— 
== t, 


































OF car , C%_ i koiti 
mga tae SS 


und fiir die Coefficienten in (19) 
al) = G,_y» (h=0,1,+--k—1,k+1---k+i—1) 





(26*) 


@ _ 2k—t 


4 —<— oe 7%. 0- 
Damit bilden wir die Ausdriicke Aj, nach (21), welche den ent- 
sprechenden Coefficienten in (3) gleich werden sollen. Dieses ist bis 
h =k -+%—1 einschliesslich unmittelbar der Fall (man findet auch 
A, =); damit aber auch A_; = — a_, sei, folgt nothwendig 9 = 0. 
Man schliesst dann weiter nach (24), dass auch 6 = 0 sein miisse. 

In dem hier vorliegenden Falle umfasst somit die Schaar (25) zwei- 
fach unendlich viele Curven, wie oben in I. 

B) Es sei ays = Qe-» = ++: = a, = 0, also 

Gat" yy = —at*—a_yt—--- (k>1). 
Dann ist nach Nr. 4. 
N,, (@, ¥) = (y*— a, x)= W(a,y). 

Die Asymptote m'*t Ordnung ist eine k-fache Parabel. Die Curvenschaar 
(25) reducirt sich auf die einfach unendliche Schaar von Parabeln 


y*—aatd=0, 
welche die Axe und den Parameter gemein haben (Th. p. 71). —- Doppel- 


Parabeln kommen als Asymptoten 4. Ordnung schon bei den Curven 
4. Ordnung vor (vgl. u. Nr. 22b.). 


12. Ill. Fall. 2k < m. Nun besteht nach (19) die Gleichung 


(1) iia 
m—k—h 


1 2 
m — = Ce, ». a 


a a 


m—k—h 

nur fiir h =0, 1, --- k— 1; dagegen hat man 
‘ —k 

(26**) em = 4, 4+ = ‘¢ On , 


(1) © A : 
m-@k-1 °° * 4» 4% Von Q, nicht aber von o ab. 





Ebenso hingen die a 
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— Wollen wir W,(X, Y’) =O auf das Coordinatensystem 2, y' zu- 
riickfiihren, so haben wir nun die Formeln anzuwenden 


X=xr+aytu, Y'=—A(y+a/). 
Jetzt kommt aber @ auch in den Coefficienten C der Function W,(X, Y’) 
vor; die Beziehung der neuen Curve zur urspriinglichen W(x, y’) = 0 
erscheint nicht mehr bequem genug. Wir gelangen zu einem Curven- 
system von ahnlicher Einfachheit wie in den beiden vorausgehenden 


Fallen, wenn wir in der allgemeinen Function W,(X, Y’) @ einen 
constanten Werth 9g, beilegen. Indem 


WwW, — 7) = Wi + ey +6, ¥' +2100!) 


— worin X, (¢) =a‘? zu denken — nur mehr die willkiirliche Constante 
6 enthilt, so haben wir hier als Asymptoten im engeren Sinne eine cin- 
fach unendliche Curvenschaar. 

Welchen Werth wir fiir 9, nehmen sollen, ergiebt sich unmittelbar. 
Er wird so gewiihlt, dass aus W,(X, Y’) das Glied Y’X"—*!_ hinaus- 
fallt. Bezeichnen wir den Coefficienten des Gliedes y'x”—*— mit c, so 
finden wir nach Nr. 4. 


e=(—1)"t?" man Gn ote 


— (ce bedeutet den Inbegriff der iibrigen Ausdriicke, welche nur a mit 


héherem Index als m — 2k enthalten). — Demnach folgt fiir den Coef- 
ficienten C von Y’ X™-*-' in W, 


(26) C= or [(—1)"*? (m — b) a™_,0 +6]. 


Man erkennt daraus, dass sich gstets so bestimmen lisst, dass C verschwindet. 
Die Gleichung der einfachsten dieser Asymptoten 
W, (+ oy’; y+ 4(e0)) =9, (C= 0), 
welche wir mit &%(2", y”) =O bezeichnen wollen, erhilt man aus 
W (a, y’) =0, indem man anstatt zy’ einfiihrt 
t=—a+ey’, y=y'+o, 
9, & so bestimmt, dass die Glieder y’™~!, y” 2’™-*—! hinausfallen — nach 
dem in Nr. 2. tiber W, (a, y’) Bemerkten ist dieses hier stets miglich*) 


8) In der That es sei 
W (a, y') =y™ + Vina (x, y') +--+ cya” * 14 da”, 
wo V,,_, den Inbegriff der Glieder (m—1)** Dimension bezeichnet, welche nun 
im Allgemeinen vorkommen; d den Ausdruck (—1)” ? a” ,» der nicht verschwin- 


det. Day « "~*~" nurausy 2”—*—! und 2” entstehen Retin — y*a"—*—' kommt 


nach Nr. 7. ¢) in W nicht vor —, so erhilt man fiir g, o die stets brauchbaren 
Gleichnngen 


mo'+V,_1(@,1)=0, (m—k)dg+c=0, 
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—und von dem auf diese Art erhaltenen Aggregate nur diejenigen Glieder 
behalt, wélche in 2, y’ geschrieben auch in W vorkommen. Dieses 
folgt nach Nr. 1. aus der Asymptoten-Eigenschaft der Curve 


W (2,-y) = W(a"+ey", +o) =0 
unmittelbar. 


§ 3. 
Osculation der Asymptoten. 


13. Die Frage nach der Art des Contactes einer Asymptote A = 0 
mit der gegebenen Curve (1) wird durch folgenden Satz beantwortet. 
Satz. ,Angenommen es bestehe in der Umgebung des Punktes 
“=O, y=0 fiir zwei Curven F(x, y) = 0, G(x, y) = 0 je eine und 
nur eine Entwickelung von y nach steigenden ganzen oder gebrochenen 
Potenzen von x (k, > 0) 
ky hy ky ky 


(a) y am Che” t- Ce, e™" ol. +a te Ck, % m -t Cy, % m + ia 5 


die in allen Coefficienten ¢;,,, Ci,. +++ ¢ welche siimmtlich nicht 


r-1? 
verschwinden, iibereinstimmen, wiihrend ¢;. fiir beide Curven verschiedene 
Werthe besitzt; — ferner bezeichne g, den gréssten gemeinschaftlichen 
Divisor von ky, m; 9, den von k,, @); @, den von k,, @,; +--+ end- 
lich 9,1 den von k,1, @;-2; — so ist der Punkt =O, y =O im 
Schnittpunktsysteme F = 0, G =O im Ganzen 


= ky (m—--- Qo) + ky (Q@9—@,) +++ + r-1(Qr2— @r-1) +h Or; 
Male zu zthlen.“ 

Denn die ‘Multiplicitit des Punktes x =0, y= 0 wird hier voll- 
stiindig gefunden durch Betrachtung des Productes der m? Wurzeldifferen- 
ven y, — 2,, wo fiir y, die m conjugirten Werthe der Entwickelung (a) 
aus den ersten der beiden Curven, fiir z, eben dieselben aus der zweiten 


zu setzen sind. Diese Werthe werden gefunden, indem man in (a) 
1 1 1 
statt «™ beziiglich 2” w’—! und 2” w'—! einfiihrt, wobei jedoch @ eine 
primitive m'e Wurzel der Einheit bedeuten muss. Nun ergiebt sich 
ky 
zuniichst, dass jede der Differenzen y, — z, genau den Factor «™ ent- 
hilt; fiir r= 1, 2---m folgt also der Factor x k,-mal. y,— 4, 
(rZ s) beginnt mit dem Gliede 
ky 
C,0™ coo (ar-% — 1), 
welches nur dann verschwindet, wenn r—s ein Vielfaches von m:9)—=m’ 
ist; also fir s=r-+m’,---r-+(g,—1)m’ (mod, m). Fir jeden 
ke 


Werth von r bleiben also m — 9, Factoren x” , im Ganzen giebt dies 
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x ky(m—g,)-mal. Die noch iibrigen m(e,—1) Wurzeldifferenzen be- 
ginnen mit . : 
k 


C,2™ or (cohom’ hs —1), (=1, 2+++Q, anes 1), 

welches nur verschwindet fiir 
i . see = 
lo a” . ea’ (@ 1) 1 

Fiir jedes r findet man also 9, — g, nicht verschwindende Anfangs- 
glieder, somit den Factor x k, (Q,—@,) Male. U. ss. f., bis endlich 
der Factor x k,1(@,-2—@-1) Male zu Stande kommt. Nun sind 
noch zu jedem Werthe von r e,_; — 1 Wurzeldifferenzen iibrig, welche 

k, 
jede genau x™ liefert; so dass man zum Schlusse noch den Factor 


x k,(@,-1.—1) Male erhilt. — Die Summe der gefundenen Exponenten 
von x betrigt 


kip keg (m — Qy) +, (Qy— 01) e+ + hr -1(Qr2— Ora) + 4-(Qr-1—), 
wie oben angegeben ist. 


Specielle Falle des vorstehenden Satzes. 

1) Fir r= 0 folgt uw —k,m. 

2) biirm = 1 folgt wp = k,. 

3) Wenn k, und m relativ prim sind, so sind alle g,, @,---=—1 
und man findet 

w= mk, + (ky —ky). 

4) Fiir 9, = 1 (was immer eintritt, wenn k, = k, + 1) findet man 

w= mk, + (ky —hy) Q) +k, — ky. 

Um den in Rede stehenden Satz zu iibertragen auf den hier vor- 
liegenden Fall, dass in der Umgebung des Werthes x = oo fiir jede 
vgn zwei Curven eine und fiir eine derselben, die Asymptote, nur eine 
Entwickelung (a) nach fallenden Potenzen von «x bestehe, so dass 


nun *, >k, >--- ist — wobei noch ferner m > k, angenommen 
wird —; fiihren wir die neuen Coordinaten 
, 1 , y 
t= a? eae “£2. 


ein, wodurch wir finden 


a re ie 2 

¥=%,2° ™ depo Moree ty 2 ™ +°::. 
Wenn die gegebene Curve (1) in der Umgebung des Werthes « = co 
mehrere Entwickelungen des y von der in Rede stehenden Form zu- 
lasst, so zihlen wir hier die Multiplicitaét des Punktes 2 —0, y =0, 
welche mit der gesuchten des unendlich fernen Punktes y = 0,  =0 
iibereinstimmt, nur insoweit als der der Asymptote entsprechende Func- 
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tionszweig der Curve in Betracht kommt. Fir diese Zahl erhalten wir 
demnach 


(27) (m— Key) (m= Q) + (m— ky) (Qy— 1) ++ ++ + (M— Kya) (Or-2 — Ora) 
+ (m—k) Qa 

= m(m —ky) + Qo (ko— hy) +0) (hi —hy) + +++ + Gra (hra—,). 

Dabei haben die @ dieselbe Bedeutung wie friiher: es ist 9, der grésste 


gemeinschaftliche Theiler von m und + k, (denn es kann k, auch ne- 
gativ sein) u. s. f. 


Specielle Fille der Formel (27). (ky < m). 
1) Fir r = 0 giebt sie m(m—k,); 
2) Firm=1 1—K,; 
3) Fiir dem Fall relativ primer m, k, findet man daraus 
m(m — ky) + ky — k,. 
Fiir die allgemeine Asymptote A(z, y') = 0 haben wir offenbar 


km wi —k, ken — 15 


somit findet ein Contact von (m— 1) (k-+ 1) + 2 Punkten statt. Diese 
Zahl betriigt fir m=—2, k=—1 4 (Th. p, 72); fir m=3, k—=1 
6 (Th. p. 113); fir m=—3, k —2 8 (Th. p. 123) u. s, f. 

4) Fiir 9, = 1 findet man 
(27*) m (m—ky) + Qo (ko—hy) + ky — ky; 
also speciell “fiir 

k=m—k, =p, k=m—k—1, 
(28) (m—-1)(kK+1) + p—k,. 
Wenn Gn». nicht verschwindet, so ist der Punktwerth des Contactes 
zwischen der gegebenen Curve und jeder Asymptote A =O mindestens 
(m—1)(kK+1) + p+ 1; — denn fk, ist héchstens = — 1. 

14. Osculation der Asymptoten im engeren Sinne. Indem als solche 
stets ein gewisses Curvensystem definirt ist, so ist die Frage nach den 
Curven desselben, welche durch hihere Osculation sich auszeichnen, selbst- 
verstiindlich. Man gelangt zu solchen, wenn es gelingt, den unbe- 
stimmten Parametern der Schaar derartige Werthe beizulegen, dass 
auch die Coefficienten a_;, a_,--- vom ersten angefangen in den 
Entwickelungen der beiden Ordinaten iibereinstimmen. — Mit Hiilfe 
der in § 2. entwickelten Formeln lisst sich leicht entscheiden, ob und 
wann dieses méglich ist. 

Betrachten wir nach einander die dort aufgefiihrten Faille. 

I. Fall. 2k>m. Setzen wir « + o0y'+o=—z2’, so ist W(a’, y')=0 
die Gleichung einer beliebigen Curve der Asymptoten-Schaar. Ergiebt 
sich daraus die Entwickelung 
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— of = Ant + e+ fat + ait! + aer?+---s, 

| f=, 
wo die « ganz bestimmte nur von den a,-,-+-a, abhingige Werthe 
besitzen, so muss es durch Ausfiihrung der niimlichen Transformation 
an der Gleichung F'(x, y') 0 der gegebenen Curve mdglich sein, 
die Werthe a, , @ +++ in Nr. 10. bei beliebigen a_1, a_g--- be- 


ziiglich mit dew a1, a_:--+ in Uebereinstimmung zu bringen. Da 
aber 


On—t—h = Omza (h—=m—k+1---k—1), 


so lisst sich dieses im Allgemeinen nicht bewirken, so lange 2k > m--1 
ist. 


Ist 2k = m+ 1, so tritt an Stelle der vorstehenden Gleichungen 
bloss die folgende (vgl. Nr. 12.) 
. k—1 2 
a1 = a_1 -- ok-1 Qa, _ 43 
somit kann @ in der That so bestimmt werden, dass a_; = @_, wird. 
Es giebt also in der Asymptoteuschaar einfach unendlich viele Curven, 
* deren Contact: um mindestens einen Punkt hoher ist als der aller tibrigen. 

Die Gleichung a_, = a_, kann aber nach (24) nur erfiillt werden 
durch gehérige Annahme von 6, wenn gerade k = 2. 

Wir haben somit folgenden Satz gefunden: 

I. 2k > m. — Unter den zweifach unendlich vielen Asymptoten 

W (z+ ey +6, y) =9 
befindet sich, wenn 2k > m-+ 1, im Allgemeinen keine durch hioheren 
Contact ausgezeichnete. 

Ist 2k = m+ 1 und k > 2, so enthdlt diese Schaar einfach un- 
endlich viele Curven, welche um mindestens einen Punkt héher osculiren, 
dagegen im Allgemeinen keine von noch hiherem Contacte. 

Isl k = 2, m=3, so giebt es unter den 8-punktig osculirenden 


cubischen Parabeln 
y* + a*(e@+ey +o) =0 


stets eine einzige 10-punktig osculirende (Th. p. 122), 
Wir fiigen zu diesen Resultaten noch hinzu: 
Wenn wir im Falle 2k > m + 1 die Curve F' = 0, so specialisiren, 

dass a_; = «_, wird und somit der Contact aller Curven der Schaar 

sich erhéht, so befindet sich doch, falls 2k > m+ 2, keine ausge- 
zeichnete darunter. 
Ist 2k =m + 2, so kann nach (26**) die Gleichung a_, == a_, 


2 


durch einen bestimmten Werth von g erfiillt werden; es giebt somit 
einfach unendlich viele Curven der Schaar von einem Contacte, der 
mindestens um eine Kinheit hoher ist. Jedoch unter diesen Curven ist 
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im Allgemeinen keine ausgezeichnet, falls k > 3. — Fir k = 3, m=4 
findet man nach (Gieichung (24) unter den 16-punktig osculirenden 
Parabeln 4. Ordnung (vgl. Nr. 22c.) stets eine einzige, die in 17 Punkten 
beriihrt. 

II. Fall. 2k m. Nach (26*) findet man, dass wenn a,_; nicht 
Null ist, sich unter der Schaar (26) einfach unendlich viele Curven 
von einem mindestens um einen Punkt héherem Contact befinden; man 
braucht nur @ so zu bestimmen, dass 

: 2k—1 
O_O. = 0_, tp G10 - 
Kine weitere Erhéhung des Contactes durch geeignete Annahme von 
6 ist wie oben im Allgemeinen nur statthaft fiir k—=2, m=—4. Dann 
ergiebt sich der Satz: 

Unter den zweifach unendlich vielen 12punktig osculirenden Asymp- 

toten 4. Ordnung (a, nicht Null) 


(y°— aba )+ 4atay a =0, 







wo 
v , ” ' 1 
a’ =a-+oy+o, y=y¥ +> ea, 


bedeuten , giebt es eine und nur eine 14 punktig osculirende. 

Wenn a, _,=0 ist, so kann im Allgemeinen die Gleichung «_,—a_, 
nicht mehr erfiillt werden. 

Ill. Fall. 2k<m. Kin Blick auf Gleichung (24) lehrt folgen- 
den Satz: 


»dst k > 1, so giebt es unter der Asymptoten-Schaar 
U(a"” +6, y”)=0 
keine ausgezeichnete. — Wenn aber k=1 ist, so befindet sich unter diesen 
2m-punktig osculirenden Asymptoten stets eine einzige (2m-- 1)-punktig 
osculirende (fiir m = 3 Th. p. 113). 

15. Handelt es sich um wirkliche Herstellung der Gleichungen der 
ausgezeichneten Asymptoten oder, falls solche fehlen, um Angabe der 
Bedingungen, unter welchen der Punktwerth des Contactes aller Asymp- 
toten der Schaar erhéht wird, — so ist die im Vorstehenden gebrauchte 
Methode nicht einfach genug. Wir kénnen aber auch in folgender 
Art vorgehen. 

Denken wir uns die Gleichung einer Curve n'** Ordnung mit einer 
Asymptote m'e* Ordnung (m <n) unter Zugrundelegung der in § 2. 
eingefihrten Coordinatensysteme x, y oder x” y” auf die Form 

F=T.-T-TT’---=0 
gebracht, welche oben in Nr. 2. begriindet ist. Indem wir dann an 
derselben eine solche Coordinatentransformation vornehmen, welche 
der Gleichung einer anderen Curve der Asymptoten-Schaar die Form 
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W (x,y) = 0 beziiglich % (a”y”) = 0 verleiht, suchen wir die unbe- 
stimmten Constanten der Transformation so zu bestimmen, dass die 
Coefficienten des transformirten Ausdruckes TT solche Werthe erhalten, 
wie sie erforderlich sind, damit die Uebereinstimmung der Grdéssen 
@—1, @2-++ in den Entwickelungen der Ordinaten y'(y”) aus den 
Gleichungen F = 0 und W = 0 (% = 0) bestehe. 

Wir wollen diese Untersuchung durchfiihren fiir die bereits in 
Nr. 5. bezeichneten Normalfille, dass die Zahlen m und k relativ prim 
oder dass, wenn sie ein von der Einheit verschiedenes grisstes gemein- 
schaftliches Mass p besitzen, Gmn—x»-1 nicht verschwinde. — Da nun 
W (x, ¥)= W, (2, y’), so kénnen diejenigen Glieder von A(z, y’), welche 
nicht zv W, gehoren, an sich willkiirliche Coefficienten besitzen. 

16. Zuniichst ist zu ermitteln, aus welchen Coefficienten von 
A (oder TT) die Grésse a, (h 20) in der Entwickelung 


m—k 1 1 
—y=a Ram +-+++a,7™ + a1% m +.--:- 
bestimmt wird. 


Wie aus (11*) ersichtlich ist, hat das allgemeine Glied von W, 
in Beziehung auf j/z den Grad 
(a) m (m—k) + (k-+-9q--1—m). 

Sind m und & relativ prim, so ist nach Nr. 3. gW1 +k —gq,, 
also < m; somit sind y'™ und 2”—* die Glieder des hichsten Grades in j/z. 
Das erstere liefert nach vorstehender Substitution 


(m—k)(m—1)-+h 


(b) (—1) ma™a,% m ‘ 


also wird a, aus dem Coefficienten dieser Potenz von x gefunden. 
Haben m und & das grésste gemeinschaftliche Mass p > 1, so 
kommt zuerst der Ausdruck 
(m—k)m'—1 
mm m'’ —k rm —1 ts gag 
(c) (- 1) ¥y- —@,,_2 a” —m a G, 3-1 od + ee 
_ (m—k) (m'—1) + h 
+ man! a, x m 
in Betracht, welche auf die p'* Potenz zu erheben ist. Aus diesem 
Ausdrucke geht a, zuerst neben x mit dem Exponenten 


(a) <-[{(m —k)m’ — 1} (p—1) + (m—F) (mn —1) +h] 


— (m—k)(m—1)+h—p+1 
m 





hervor. Die p'e Potenz von (c) ist in Bezug auf j/z vom Grade (m—k)m—p, 
von welchem nach (a) auch alle Glieder von W, sind, wofiir g,_1—m—k—p 
und g, = m — p (es ist somit in der That g,.1—=g,). Da aber 
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(m—k) (m—1)+h—p+ 1=—m(r—g, -1—1)+ (m—k) (m—r—1)+h+1 
ist’, so geben diese p (oder p—1) Glieder als niedrigsten Coefficienten 
nur @,41. Somit wird a, aus dem Coefficienten von x in der Potenz (a) 
bestimmt, welche Zahl nach (b) auch den Fall p = 1 umfasst. 

Wie wir unsere Aufgabe in der vorigen Nr. festgestellt haben, 
brauchen wir vom Coefficienten der-Potenz (d) von 2 nur denjenigen 
Theil anzusetzen, welcher die Coefficienten solcher Glieder von A ent- 
halt, die in W, nicht vorhanden sind. 

Indem der Grad aller Glieder y'"-"x* von A in Bezug auf jz ein 
Vielfaches von p sein muss, so kénnen soleche vom Grade (d) nur vor- 
kommen falls h = — ip —1(i> 0). Es giebt aber deren p, wie die 
Gleichung 
Lg Ar) + ms — (mB) (m—1) — pI) 

= 


m' (s—r-+1) + # (r—1) = — (+1) 
zeigt. Bezeichnet man mit «, 6 die ganzzahligen Auflésungen dieser 


Gleichung und mit « den kleinsten positiven Werth von a—1, so hat 
man im Falle i < m’ 


r=aset1+/m 
©) aiat cc |< oe Com O,1,2---p—D), 


wo g. dieselbe Bedeutung hat, wie in Gleichung (7) (falls ¢ = 0 oder 
i =m’ — 1 (mod. m’), fillt das erste Glied weg). Ist jedoch i>wm, 
so dass fiir ¢ m’-«%-+ ¢ geschrieben werden kann, so findet man fiir p 
(f) B=e—g—1+1(m—K) —u. 

Dabei ist zu merken, dass im (e) B mit «& — gas — 2 iibereinstimmt; 
denn man hat go1 = 92 + IK. 

Wir unterscheiden nun zwei Fille. — Ist h = -— ip — 1, so haben 
wir von dem in Rede stehenden Ausdrucke nur ins Auge zu fassen die 
aus A — W, neu hinzutretenden Glieder, deren Complex verschwinden 
muss, wenn neben Uebereinstimmung von a_,, +--+ @41 auch noch 
die der Gréssen a, gefordert wird. Die Bedingung fiir das Eintreten 
dieses Umstandes wird also ausgedriickt durch die Gleichung 

p--1 





(g) g= D> (- 1 ar fey, p= 0, 
, © ‘ 
wenn ¢,,, den Coefficienten des Gliedes y'"—"z*-in A bezeichnet. 
Wenn aber h = — ip — q (q=2,3--->p) ist, so bemerke man 


zuniichst, dass 

(h) (m—k)(m—1)+h —p+ 1=mB+ (m—k)\(m—a—v)+(m—k)v—q+]5 
ob man fiir 6 den Werth (e) oder (f) setzen mag. Die Bedingung, 
dass neben den a_;- +--+ a,41 auch noch die a, iibereinstimmen, wird 
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nun folgendermassen lauten. Hat ¢ hier denselben Werth wie in (g), 
so ist nun der von den Gliedern y”—* 2? stammende Theil des Coeffici- 


enten von x zur Potenz (d) anzuschreiben. Dabei steht neben cq, ein 
Ausdruck von der Form . 


1 
Ss (—1)""* a™—f (m—a)(m—a—1)-++ (m—a—v+1)H”, 
1 v 


wo H, von v nicht aber von a abhdingt. Setzt man nun 


pt 
i) > aa (m—a) (m—a—1) +++ (m—a— 941) ee, 2 =&, 


so erhilt man als die geforderte Gleichung 


sal 
(k) Ss H2 =0. 
1 v 


Dabei ist nach (h) 
(t) H®, =a, ,:(q—1)!. 


q-1 m—k—1 
17. Wenden wir nun die eben entwickelten Resultate auf die drei 
verschiedenen Fiille an. 


I. Fall. 2k >m. Hier ist noch die Transformation 

(m) a—2x + ey +o 

an F'(z,y) =O gestattet. Wir setzen i < m' vorais. Das Glied 
y™—¢z? kann ausser aus y™-*z* nur noch entstehen aus Gliedern, 
welche y’ in einer niedrigeren als der (m—a)'*", x in einer hdheren 
als der B'*" Potenz enthalten. Nach (e) ist die Dimension dieses Gliedes 
m—Ga+1—2. Da fir i< m 

ke = mg. + m — p(i+1) 


k(a—1) = m(g.+lk’) + m — p{i+l), 
ka = m(ge+lk'+1) +k — p(i+1) 
und daher, falls i+ 1<K’, 
Ja = Ja-1 + 1 . 
Von den Gliedern y™-“x* verdient somit immer nur das gerade be- 
trachtete Beriicksichtigung. 
Da bereits ist 


ist, so folgt 


B =a — go-1 — 2, 
so hat man nach Nr. 3. nur noch auf die Glieder von W, zu achten. 
— Man sieht aber, dass in 'W,(x, y’) kein Glied mit dem Factor y'™~* 
vorkommen kann, wenn nicht ke durch m theilbar also ¢« = m’ — 1 
oder i = k’ — 1 ist. Addirt man ferner zu ka noch k, so ergiebt sich 
Ja+1 = Ja +1, so lange i<2k’—m’—1. Unter dieser Voraussetzung 
fehlt also in W, auch ein Glied mit y”—*'. Sollte darin ein solches 
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mit y”-*-* vorkommen, so wire es nach Nr. 7a. von der Dimension 
m— ga—1 — 3, hiitte also fiir uns jedenfalls keine Bedeutung mehr, 
— Nimmt man aber an i > 2k — m' — 1, so findet man in W, das 
Glied y”—*-1!7?—1 und ausserdem keines mehr von der Dimension 
m —a-—+ B (Nr. 7(a)). 

Aus diesen Bemerkungen kann man folgende Resultate ableiten. 

1) Solange i< 2k —m —2 und h>— (2h—m—p) ist, hat 
man fiir die Coefficienten der transformirten Function A 


¢.. 6 = “a, p3 

somit lassen sich im Allgemeinen. die Gréssen a_1, - ++ G@i—m—y fir 
die Curve und ihre Asymptote nicht in Uebereinstimmung bringen. — 
Specialisirt man aber die Curve so, dass die Gleichung (g) fiir i = 0 
besteht, so stimmen die beiden Werthe von a_, iiberein und es wiichst 
der [(m— 1) (k-+-1) + p + 1]punktige Contact aller Asymptoten 

(n) Wy (t«—-ey—¢, y) =0 

um je einen Punkt. Sollen ferner die Werthe von a_, gleich werden, 
so muss neben %, = 0 noch die Gleichung %, —0 bestehen, denn es 
ist nach Voraussetzung H\” nicht Null. U. s. f. Wenn a_,---a_ ‘ 
aus beiden Gleichungen dieselben Werthe erhalten sollen, so miissen 
zwischen den Coefficienten von F' = 0 die Gleichungen (k) d. i. 


H® 2 +H? %=0, 

HY ¢, HPS, 4. HP, 9 Soa = O 
bestehen. Dieselben reduciren sich nach (1) auf 

&, = 0, 2, = 0, %,=0-- ‘2410, 
welche ihrerseits wegen 


p(p—1) 


\(m — «)(m—oa—1)- ++ (m—a—v+1)| =(—m’) 2 2!3!---(p—1)! 


(aot ed 


das Verschwinden der p Coefficienten Ca, g fordern. 

Nun ist i = 1 geworden und es wiederholt sich dieselbe Speciali- 
sirung mit einer andern Reihe von p Coefficienten Cz, 3. 

2. Eine Aenderung tritt erst mit der Annahme i = 2k — m’— 1 
ein. — Man findet nun «= m' — 2, 9. =k — 2 also 


e+1l—m (41), B+1=(r—k)U+). 
Die hier in’ Betracht kommenden Glieder von Wy, sind somit gerade 
die im Ausdrucke (c) vereinigten, y’” ausgenommen. Fiihrt man die 
Transformation (m) aus, so findet man demnach 


5* 
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cpm tartetbt (i) Camnerncge 
und sodann 


p—1 
g, = 2, (— "hh ea > (—1)' 7" )om -)+++(m—a—v-+1). 
iT) 
d. i. 
% =%, (=—0,1,---p—2%, 
g + (— yet (m—k)(p—1)!m?~* a m— “P+2 g 


on Om—k 
Daraus folgt, dass keine der Gréssen @_ 2t—m—p+1 + * * A (ek-—m+1) 
durch Uebergang zu einer anderen Asymptote zur Uebereinstimmung 
gebracht werden kann; dass aber, wenn sie alle fiir eine bestimmte Curve 
dieselben Werthe haben, wie fiir W, (x’, y’)=0 (was %, =, =---L-2=0 
fordert) dann durch Kinfiihrung des aus der Gleichung ¥ , = 0 sich 
ergebenden Werthes von @ auch a_2r-m fiir beide Entwickelungen den- 
selben Werth erhilt. Unter den zweifach unendlich vielen Asymptoten 
(n) von [(m-+ 1) k + p — 1]-punktigem Contacte (28) giebt es einfach 
unendlich viele von |(m-+-1)k + p|-punktigem Contacte. 

3. Bezeichnen wir den eben gewonnenen Werth von @ mit g, 
und setzen 

T= 2+ OY, 

so ist noch die Transformation z,—=.2'-+-6 gestattet. Dabei entsteht 
das Glied y"™ “a * ausser aus y™* x noch aus den Gliedern, welche 
y in derselben, 2, in einer hdheren als der f'" Potenz enthalten. 
Glieder dieser Art miissten zu W, gehéren, was aber nur mdglich ist, 
wenn i=k —1 wird. Somit kénnen die Gréssen a_ 2441) --+ @—a—») 
in den Entwickelungen von y’ aus F'(z,, y) =0 und W(a,, y’) =0 
nur tibereinstimmen durch Verschwinden aller Coefficienten Ce, ¢(i—=2k 
—m,---k—2) in F=O. 

Fiir i = k — 1 hat man ¢ = m’— 1, g, =k’ — 1, somit 


a=m(I+1), B+1—=(m—k)(I+1), 


also 
Cu, p= %, pt # (m—K) (17) (— Pr aE, 


wie oben in 2. WDaraus folgt genau auf dieselbe Weise , dass 
@_ (xp +1) * * * @ es) nur tibereinstimmen bei Erfiillung der Bedingungen 
R= 0, 4 —0,---S2—0, (=—K—-1), 
dass aber dann durch Bestimmung von 6 aus der Gleichung {= 0 
auch noch a_,; denselben Werth erhalten kann. Nun befindet sich 
unter den einfach unendlich vielen. Asymptoten W,, (x,, y) = 0, welche 
{m(k-+- 1) + p — 1} -punktig osculiren, eine einzige, deren Contact noch 
um einen Punkt hoher ist. 
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Durch weitere Specialisirung der Gleichung F(z’, y’)==0, welche 
in ganz ahnlicher Weise vor sich geht, lisst sich der Punktwerth des 
Contactes der ausgezeichneten, {m(k-+ 1) -+ p}-punktig osculirenden 


Asymptote noch ferner vermehren. 


18. II. Fall. 2k=m. p=k. Die Grosse ay—_; soll nicht ver- 
schwinden. Die zulissige Transformatien ist nach Nr. 11. 


c=x'+oy +o, y=y ‘+5 QM, - 
Die Function W, findet sich in (12) angegeben: 


k—1 
, - "2 2 ok "2h—21— 
W, (2, ¥) =(y° — a, 2) + > ug a1 ot 
Da m’ = 2, so hat man fiir i= 0, e=1, g, = 0 also 


a—=2(Il+1), B=, (l=0,1,---k—1). 


Das Glied y"2*-*-? x”! entsteht bei obiger Transformation. ausser aus 
dem homologen Gliede nur noch aus y#*—?/—3 g'+1 und y 242/17! und 
aus ‘dem Ausdrucke 


(y?— at 2 =(y" —auz+a’ Ge a, 1 dy 


Demnach folgt als Coefficient des genannten Gliedes 


” 1 
©, = "a, at (+ 1) e¢y,43-+(k—1 aa 30 a Cony 
+(- 1) k 7 ayt*(— Qa; _ 6). 


Bildet man den Ausdruck (g) fiir die transformirte Gleichung, so erhilt 


man ohne Miihe 
k-1 


cue 2k—a _" 21 

y x 

Xo >,% te, at (k— )e >. Gu .: 
0 


Fiibrt man aber in W, = 0 ein 


k—1 
—-y=% ai + a 1a 2k +- 
2k—1 


so ergiebt sich durch Nullsetzung des Coefficienten von x ? 
k—1 


ow kk 2k-2t-1 
2" a, 4.2, C5444 = 0 
T 


und somit geht die Gleichung {) = 0 iiber in 


(2k —1)2*" at k4-1 at set Sa m—a ae 
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Daraus wird ersichtlich, dass dieselbe stets zur Bestimmung von @ ge- 
eignet ist. Es kann also die Uebereinstimmung der Werthe von a_; 
bewirkt werden. ; 

Unter den zweifach unendlich vielen Asymptoten W,(x",y”) = 0, 
welche 2k (k-+-1)-punktig osculiren, befinden sich einfach unendlich viele, 
deren Contact um einen Punkt hoher ist. 

Um den Gegenstand weiter zu verfolgen, setze man zuniichst 


2 


, " 1 
L=FZ+ OG, YHKIY tT F HOY 


(unter g, den eben erwihnten Werth von @ verstehend); dann steht 
noch die Transformation 


“=a +o 
frei. Man findet ganz auf dieselbe Weise wie in 17. 2), dass sich im 
Allgemeinen die Gréssen a_2, a_s - + - 4_x41 nicht in Uebereinstimmung 


bringen lassen, dass aber, wenn dieses fiir eine specielle Curve F' (a, , y”) =0 
stattfindet, durch entsprechende Annahme von 6 auch a_, derselbe Werth 
ertheilt werden kann, den es aus W,—0 erhilt. Dann giebt es unter 
den einfach unendlich vielen (2k? 4+-3k— 1)-punktig osculirenden Asymp- 
toten W,(x,—6, y") = eine einzige ausgezeichnete von k (2k+-3)- 
punktigem Contacte. 

Ill. Fall. 2k<m. Die Schaar der typischen Asymptoten wird jetzt 
durch A(x” — 6, y”)=0 dargestellt, so dass man noch die ‘Transformation 
ge =v" +6 
ausfiihren kann, Wir haben dalter dieselbe Entwickelung wie in Nr. 17). 
Die Coefficienten a_,, a2 ---@ x41 haben fiir beide Curven im All- 
gemeinen verschiedene Werthe; wenn aber die ganze Reihe stimmt, 
so kann dasselbe durch geeignete Wahl von o auch fiir a_, erreicht 
werden. Fijr die so specialisirte Curve besteht demnach der Satz: 
Unter den einfach unendlichen vielen Asymptoten YU (x”—o, y”)=O0 von 
{m(k-+-1)+p— 1} -punktigem Contacte befindet sich eine ausgezeichnete, 

welche m(k-+-1) + p-punktig osculirt. 


19. Wir haben die Entwickelungen der Nr. 16—18. ausfiihrlich 


hier wiedergegeben, weil sie die Eintheilung der Curven m'* Ordnung 
mit je einer Asymptote von derselben Ordnung wenigstens in den Nr. 15. 
erwaihnten Normalfillen enthalten. — Zur Charakterisirung der unend- 
lichen Zweige einer Curve sind die Werthe von an, ---a@,, a, offen- 
bar nothwendig und hinreichend. Daher muss eine Eintheilung der 
Curven nach der Natur ihrer unendlichen Zweige auf diese Coefficienten 
allein gegriindet sein. Dieses ist im Vorstehenden geleistet. Man kann 
allerdings fiir jede der genannten Curven Asymptoten von hdherem als 
{(m—1) (A+1)+p+ 1} -punktigem Contacte herstellen, aber die- 


selben gehéren im Allgemeinen nicht mehr zu den typischen und sie ° 
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kénnen nur durch Beriicksichtigung der Werthe von a_1, a—_2--~- ge- 
funden werden. 

Die Schemata des folgenden §.: ,, Reelle Curven 3., 4., 5. Ordnung 
mit je einer Asymptote von derselben Ordnung* sind, eine einzige Gruppe 
abgerechnet, eine einfache Anwendung der Resultate von Nr. 17. und 18, 
Die Gruppen schreiten nach -den Werthen von k fort. Jede Gruppe be- 
ginnt mit einer Curve, deren Gleichung von 


(m—k-+2) 4 (m—k-+-1) (m—1)—p+1__ (m—k-+1)(m+1)—p+3 


2 
unabhiingigen Constanten abhingt. Dieselben bestehen nimlich aus den 
m—k +2 Gréssen ay, Gn—e-*> a@,, @ und den Coefficienten der 
Glieder y”~"az*, wofiir 
8s<r—Gr1— 2+ (r=2, 3---m). 

In der Gleichung dieser Curve steht zuerst das Gleichungspolynom der 
Asymptote W(x, y’) oder %(a”y”) und zwar in folgender Form 

Wy (x, y= fy™ aH Yn 4 Diy, y moras, 
wo =” sich auf diejenigen m —k — 1 Glieder von W, bezieht, fiir 
welche y nicht ein Vielfaches von m’ ist (vergl. Nr. 3. und 4.). Die 
Constanten a, y, kinnen hier alle reellen Werthe annehmen, ohne dass 
die Curve selbst aufhirte reell zu sein. Zunichst hat man 


(iy tat ae. 





Bei geraden m’ muss i’ ungerade sein, man kann also durch Vertauschung 
von « mit — a stets dem Coefficienten @ ein soleches Zeichen ver- 
schaffen, dass die vorstehende Gleichung reelle Werthe fiir @,,_; liefert. 
So lange nun m und k relativ prim oder im Gegenfalle a,x. nicht 
verschwindet, findet man alle folgenden Coefficienten a,,4-1, + - - durch 
je eine lineare Gleichung (Nr. 16.). Man kann also die y, ganz will- 
kiihrlich ansetzen, immer erhilt man.einen reellen Curvenzweig von der 
geforderten Eigenschaft. Denn es muss auch a, = 0 sein, weil sonst 
— bei der Irreducibilitét von W,(2) — in der Curvengleichung das 
Glied ma,y”— sich finden miisste. 

Bei Abzihlung der unbestimmten Constanten in der Curvengleichung 
selbst sind im Falle der allgemeinen Asymptote W,(zx, y’)=0 (m<2k) 
auf «, y im Ganzen zwei,im Falle der allgemeinen Asymptote 
U(x", y”) = 0 (m>2k) drei zu rechnen, so dass sowohl fiir W, als 
auch fiir. %m — k-+ 2 unbestimmte Constante anzusetzen sind. 


§ 4. 
Curven 3., 4., 5. Ordnung mit je einer Asymptote von derselben Ordnung. 


20. In den folgenden Gleichungen sind die unbestimmten Con- 
stanten des eingeklammerten Gleichungspolynomes der Asymptote mit 
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griechischen Buchstaben «, B, y ---, die iibrigen mit lateinischen 
a,a@---,b, b'--- bezeichnet. Alle sind, solange nicht das Gegen- 
theil bemerkt ist, aller reellen Werthe fahig. — Der unendlich ferne 
Beriihrungspunkt der Asymptote hat stets die Coordinaten y=, ==, 
indem an Stelle der friiher gebrauchten zy’, x’ y” durchaus z y ge 
schrieben wird. 

Jeder Gleichung ist die Anzahl der unabhingigen sbeillenetin 
Constanten in eckigen Klammern [- - -] beigesetzt. 

21. Curven 3. Ordnung mit Asymptoten 3. Ordnung. m = 3. 

a) k=1, B20, 

[7] 1) +62") + ay + bt = 0%), 
Nach Nr. 14. befindet sich unter den unendlich vielen semicubiparabo- 
lischen Asymptoten von 6punktigem Contacte eine 7 punktig osculirende, 
welche in vorstehender Gleichung unmittelbar hervortritt, denn die 
Curve y® + Bx? = 0 hat mit der gegehenen nur zwei endliche Punkte 
gemein. 


Uebrigens zeigt auch Nr. 18., dass die Entwickelungen von y aus 

der Gleichung y® + 62? = 0 und 
(y+ 62’) + ay+be+U=0 % 

auch in a_, itibereinstimmen, wenn }b = 0. 

Wenn noch a = 0, also fiir die Curve 
(6) 2) (y+Ba2) +0 =0, 
steigt der Contact der ausgezeichnenten Asymptote auf 9 Punkte. In 
der That stimmen jetzt die beiden Entwickelungen auch in a_¢ (Nr. 18.) 
und in a_; iiberein, weil letzteres Null sein muss (Nr. 1.). 

b) k=2. Man erhiilt die cubische Parabel 
[5] 3) y+ax—0 


der sich alle Parabeln y* + «(7+ y+) =0 asymptotisch nihern. 

22. Curven 4. Ordnung mit Asymptoten 4. Ordnung. m= 4, 

a) k=1. Ks ist 

Wi(z, y= y' + aya + Byx?+ yx, (y 20) 
also nach Nr. 12. A(x, y) von der Form 
(wy) = yt + eye + yas. 

Der Contact ist im Allgemeinen 8punktig; fiir eine Curve der Asymp- 
toten-Schaar aber 9punktig, in welchem Falle auch die Werthe von 


a_, tibereinstimmen. Die Gleichung der allgemeinen Curve mit einer 
Asymptote von der in Rede stehenden Art ist: 


UM + ay? + y (ba+0') + cv? + a+ c"—0, 
*) Vgl. Pliicker System der analytischen Geometrie p. 130. 
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Ueber Asymptoten. 13 


Damit die Entwickelungen aus U(x, y) = 0 und F(z, y) =0, falls 
m und k relative Primzahlen sind, auch in a_;, a_2--+a_, tiberein- 
stimmen, miissen aus /’ = 0 alle Glieder y”-*x? verschwinden, worin 
a, B den Bedingungen entsprechen (vgl. Nr. 16. (e) (f)) 
a=ée+1, p=e—f 
(A) oe thee (w= 1,2,---h3e<m) 
? ead ? . 
Ist h durch m theilbar, so geht w sicher nicht weiter als bis h — 1, 
indem die Coefficienten a_,,, @2, +++ ohnehin tibereinstimmen, da sie 
in jeder Entwickelung verschwinden miissen. Nimmt man h = 6, so 
erhailt man in unserem Falle folgende Werthsysteme a, B: 
(4, 2), (3, 1), (2, 0), Fad (4, 1), 3, 0). 
Sie entsprechen einer Osculation beziiglich in 
9, 10, 11, 13, 16 




























Punkten. 

Bringen wir nun in der vorstehenden Curvengleichung die 9-punktig 
osculirende Asymptote zur Ansicht, so erhalten wir als allgemeine 
Gleichung dieser Gruppe 


[11] 1) (Yytpeyte+ya%) + ay? + ybrtb) 4+ cr+c’=0. 
Durch Erhéhung des Contactes der hier erscheinenden ausgezeichneten 
Asymptote ergeben sich folgende weitere Arten: 


[10] 2) b==Q. Contact 10-punktig; dazu 

[9] 3) a=0. n 12-punktig ; dazu 

[8] 4) ¢& =0. * 13- punktig; dazu : 7 
5) b=0. : 16-punktig. In der That ist 1) 

jetzt reducirt auf 

(7) (y'taytetya) + c= 0. 


Diese Eintheilung der Curven der vorliegenden Gruppe erscheint 
als folgerichtig, wenn man die Natur der unendlichen Zweige als Princip 
einer solchen aufstellt,. — Die Curve 1) ist Pliicker’s 138. Art 
(Th. p. 146). In seiner 139. Art, welche wegen a = 0 der Annahme 
a, = 0 entspricht, vermégen wir nichts von der allgemeinen Form 
Verschiedenes zu erblicken. 

b) K=2. (p=2). Nach (12) ist 


Wi (@, y) = (y’+an)? + Byx. (B20). 
Unter den zweifach unendlich vielen Asymptoten von 12-punktigem 
Contacte giebt es eine ausgezeichnete, die 14-punktig osculirt (Nr. 14.). 
Mit Zuhiilfenahme derselben erscheint die allgemeine Gleichung der - 
hierhergehérigen Curven in der Gestalt: 


[8] 6) {(y’+ ax)? +Byx} + by+¢=0. 


In der That miissen bei 14-punktigem Contacte von W, = 0 mit der 
Curve 
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(B) W,+ ay + by+cr+¢=—0 

nach Nr. 17. 1) wegen Uebereinstimmung von a_,; und a_, die Glei- 

chungen bestehen 
(i=0)2,=aapte=—0, & 


— __9 Oe 
= 2aa, = 0 


a=(0,c=0. 
Die estes 6) ist Pliickers 144. Art (Th. p. i147). — c= 0 be- 


zeichnet eine neue Art: 
[7] T}) {y+er)+hyr\} +¢=0, 
indem die ausgezeichnete Asymptote 16-punktig osculirt. 

Wenn a,=—0 also B=0 ist, so liegt zum ersten Male ein von den 
Normalfillen der Nr. 15. verschiedener vor. Die Curve (B) hat nun 
im Allgemeinen zwei Gruppen parabolischer Asymptoten: — die Pa- 
rabelschaaren haben gleiche Parameter und parallele Axen —. Woollen 
wir wieder Asymptoten 4, Ordnung (Doppel-Parabeln) haben, so miissen 
die a, b, c, so hestimmt werden, dass fiir die Curve (B) eine Ent- 
wickelang von der Form besteht 

2 1 
y=a,n' +a," 44+- 
in der mindestens ein a mit ungeradem Zeiger nicht Null ist. Setzt 
man diesen Ausdruck in (B) ein, so folgen, wenn die Coefficienten von 


xz, x* gleich Null gesetzt werden, dié Gleichungen 

ata=0, aa,+c=0, 4a,a., +b=0, 
d. i. die Curve 
(6) 8) (yer)? + a(y*ac) + by+¢=—0 
hat, so lange b nicht verschwindet, wieder eine Asymptote 4. Ordnung. 
Nach Nr. 11. 8) sind alle Parabeln 
(C) y+ar+d=—0 
Asymptoten und zwar osculiren sie, wie sowohl die Formel (27) als 
auch der Anblick der Gleichung 8) zeigt, die Curve 7-punktig. Die 
Curve — Pliicker’s 147. Art — besteht aus einem Zuge, der einmal 
jede Parabel (C) schneidend auf beiden Seiten eines Astes ins Unend- 


liche verliuft. Eine Parabel von héherem als 7-punktigem Contacte 
giebt es somit nicht, wie denn auch durch keine Transformation 


, , ‘las 
c=i-+ey+o, y=y— > oa 

das Glied mit y' aus 8) weggeschafft werden kann. Dagegen lassen 

sich @ und 6 so bestimmen, dass die Gleichung 8) die Form annimmt 


(y?+az)? + by =0. 
c) k=3. Man findet 
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Ueber Asymptoten. 


Wie, y)=y' + ax, (20) 
und als allgemeine Gleichung der Curven dieser Gruppe 




































(6) 9) (yt+ax) + ay? + by +e=0. (420). 
Unter den zweifach unendlich vielen Asymptoten 
(D) yt + a(z+ey+s) = 0, 
ad welche 14-punktig osculiren, zeichnet sich keine durch hédheren Con- 
tact aus (Pliicker’s 152. Art). 
Man kénnte @, 6 so bestimmen, dass aus Gleichung 9) das Glied 
mit y und die Constante entfallen, so dass die Form 
(yt+ex) + ay =0 
" erscheint, ; 
* Fiir a0 steigt der Contact aller Asymptoten (D) auf 15 Punkte 
i (vgl. A). Die Curve selbst geht in eine Parabel 4. Ordnung 
an [5] 10) yttar=—0 
t- iiber, welche als selbstindige Art der Curven 4. Ordnung anzusehen ist. 
23. Curven 5. Ordnung mit Asymptoten 5. Ordnung. 
Man hat zuerst die Glieder der Functionen W,(x, y) aufzustellen, 
was nach den in Nr. 3. gegebenen Vorschriften geschieht. Das weitere 
at ergiebt sich aus den Formeln (A) unter Beriicksichtigung von Nr. 17. 
on und 18. 
a) kK=1. Es existirt eine 11-punktig osculirende Asymptote, 
welche in der Gleichung der Curve , 
[16] 1) (yaya + py?a?+ 62!) + ayy" (br +b’) +y(cv*+cx+c’) 
+d22+d“2+d"=0 
unmittelbar erscheint. 6 darf nicht Null sein. 
S- Diese ausgezeichnete Asymptote osculirt nach (28) 
[15] 2) 12-punktig, wenn c = 0; 
[14] 3) 13-punktig, wenn noch b = 0; 
Is [13] 4) 15-punktig , wenn noch a= 0; 
ie [12] 5) 16-punktig, wenn noch d= 0; 
al [11] 6) 17-punktig, wenn noch c= 0; 
d- [10] 7) 20-punktig, wenn noch b’= 0; 
te [9] 8) 21-punktig, wenn noch d’= 0; 
[8] 9) 25-punktig , wenn noch c’=0. ; 
Damit sind wir zur Gleichung gelangt 
(8) (ypayix-+pytst da!) + d"—=0, 
+ welche die Asymptote selbst umfasst. 
b) k=2. Hs existiren einfach unendlich viele Asymptoten von 
14-punktigem Contacte, aber keine von héherem. Eine derselben er- 
scheint in der folgenden Gleichung der allgemeinen Curve dieser Gruppe: 
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[13] 10) (y+ aye yas) + ay? + y°(ba+b) + y(cxtc) + det 
+d2+d=0. 
Dabei ist y 20. — Durch die Substitution « = 2’ + 6 kénnte man 
das Glied mit z* wegschaffen. 
Die Osculation aller Asymptoten wird 15-punktig, wenn b = 0. 
Aber nach Nr. 18. befindet sich nun darunter eine ausgezeichnete von 


16-punktigem Contacte. Bringen wir.dieselbe in der Curvengleichung. 


zur Ansicht, so muss diese lauten: 


[12] 11) Y+ay'e+ya5)+ ay +Uyr+y(cate)+de+d=0, 
Der Contact der ausgezeichneten Asymptote wird erhéht 

[ll] 12) auf 17 Punkte, wenn a = 0; 

[10] 13) auf 19 Punkte, wenn noch c = 0; 

[9] 14) auf 20 Punkte, wenn noch b'= 0; 

[8] . 15) auf 22 Punkte, wenn noch d= 0; 

[7] 16) auf 25 Punkte, wenn noch c= 0. 
c) k=3. Wir haben zweifach unendlich viele Asymptoten 


W\(x+ey+e, y) =0, 
W, (2, y) =y +ayx+ pur =0, (B20) 


ist. Unter diesen 18-punktig osculirenden Curven befinden sich nach 
Nr. 17. einfach unendlich viele von 19-punktigem Contacte, jedoch 
im Allgemeinen keine von héherem. Unter Benutzung einer Asymptoth 
von dieser besonderen Beschaffenheit kiénnen wir die allgemeine Glei- 
chung der Curven dieser Gruppe so schreiben: 
[10] 17) (y’+ey’2+ 62?) + ay +by+cy+dre+d=—0. 
Die noch willkiirliche Constante 6 mag so bestimmt werden, dass aus 
dieser Gleichung das Glied mit x entfillt. 

Durch die Annahme a0 werden alle in 17) vorkommenden 
Asymptoten 20-punktig osculirend. Und man weiss aus Nr. 17. 3), 
dass sich darunter eine ausgezeichnete von 21-punktigem Contacte 


befindet. Liasst man dieselbe in der Curvengleichung hervortreten, so 
erhalt man dafiir: 


[9] 18) (y+ ay’x+ Bx") -+ by? + cy+d=—0. 

Der Contact der ausgezeichneten Asymptote wird erhéht 
[8] 19) auf 23 Punkte, wenn b = 0;° 
[7] 20) auf 25 Punkte, wenn noch c = 0. 

d) k=4,. Im Allgemeinen giebt es zweifach unendlich viele 
Asymptoten — Parabeln 5. Ordnung — von 22-punktigem Contacte, 
keine von héherem. Die Gleichung dieser Art von Curven lautet: 


[7]. 21) (y*ax) + ay? + by? + cy+d—0. 


wo. 








Dabei 
kénne 
bekon 


I 


ohne 


wiirde 
(6) 


wenn 


Durel 
[5] 


fiber, 
oscul 


Curv 
Gleic 
den 

wir 

unse 
ins | 
char 


tote! 
lang 


Wir 
die 
(a) 
eine 
(b) 
zuli 
dad: 
(c) 
Wii 
not! 
leic 

































Ueber Asymptoten. 17 


2 
ae Dabei muss a 2 0 sein. — Setzt man hier anstatt ¢ «+ ey+6, so 


kénnen 9g, 6 so angenommen werden dass die Gleichung die Form 


nan bekommt ’ 

(y+ ax) + ay® + by =0. 
= 0. Fiir a = 0 steigt der Contact aller Asymptoten auf 23 Punkte, 
von ohne dass jedoch eine darunter durch hdéheren Contact hervortreten 
ing. wiirde. Dieses fiihrt zur Art 


[6] 22) (yitax)+by?=0, 


‘% wenn iiber die willkiirliche Constante o wie oben verfiigt wird. — 
Durch die Annahme } =0 geht die Curve in die Parabel 5. Ordnung 
[5] 23) ySar—0 : 
iiber, welche von- allen Parabeln y® + a (a+ oy+6) = 0 24-punktig 
oseulirt wird. 
§ 5. 
Curven 6. Ordnung mit Asymptoten von deérselben Ordnung (m—6). 
24. Es wiirde natiirlich gar keiner Schwierigkeit begegnen, die 
Gleichungen derjenigen Curven 6. Ordnung anzuschreiben, welche 
ach den in Nr. 15. angefiihrten Normalfillen entsprechen. Damit wollen 
och wir uns also nicht aufhalten. Dagegen scheint es zum Abschlusse 
oth unserer Untersuchungen wiinschenswerth, diejenigen Curven 6. Ordnung 
lei- ins Auge zu fassen, deren Asymptoten nicht den erwihnten Normal- 
charakter besitzen. 
Ia) k=2. a,=—0. Da 2k < m, so sind die typischen Asymp- 
toten von der Form % =O, d. i. es fehlt darin das Glied yz*. So 
aus lange a, nicht verschwindet, hitte man 
i Uo (w, y) = (y—aa*)? + Byte + yya? (@20). 
3), Wir werden daher zu untersuchen haben, unter welchen Bedingungen 
cte die Gleichung 


0 F(a) %tay!ty (beth) +y%(cat+e)+y da?+--)+eat+---—=0 
eine Entwickelung von der Form 

(b) y= a,at +. a,xt + a, x8 + ax +-:-:- 

zulisst. Setzen wir diese Reihe in (a) ein, so folgt ausser a,> = @ 
dadurch, dass die Coefficienten von xt x x’ yerschwinden miissen, 
ele (c) B=0, Yaa, +y=—0, aa, =. 


Wird nun angenommen, dass a, nicht verschwinde, so ergiebt sich also 
nothwendig 6B = 0, y = 0, a, = 0. (Die letzte Gleichung erklirt sich 
leicht aus (26**) und (26***), indem hier zufdllig ¢ =0.) Fiihrt man 
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zunichst aus dem Coefficienten von x? 
(a) Data; + bat +ce=0. 


Es soll aber a, eine gegebene Grosse sein, denn wir wollen alle Curven 


mit einer bestimmten Asymptote; wir setzen daher den aus dieser Glei- 


chung folgenden Werth von e in (a) ein. Dadurch gelangen wir zu 
folgender Gleichung — es ist P= y*® — ax*? — 


[16] 1) {P°+Ba%}+ bPx+ ay! y+y(eate)+y(dar+--) 
+éxr+t---=0. 

Hier wurde statt — 9ata; B geschrieben, welche Zahl jeden von Null 

verschiedenen reellen Werth annehmen kann. (Bei positiven 6 braucht 

man nur z mit — zu vertauschen, um fiir a, einen reellen Werth 

zu ‘erhalten.) Diese Curve hat einfach unendlich viele Asymptoten 


A (a—o, y)=0 
U(x, y) = P? + 62’, 

die simmtlich nach Formel (27) 20-punktig osculiren. Es ist hier 
@, = 1, daher die Formel (27*) eintritt, welche 19 — k, als Punkt- 
werth des Contactes liefert. Nach Nr. 14. befindet sich darunter keine 
von héherem Contacte. — Die noch unbestimmte Constante 6 kann so 
gewihlt werden, dass aus 1) das Glied Px entfiallt. 

Um aus der Form 1) die weiteren Arten dieser Gruppe zu ent- 


wickeln, bemerke man, dass a_, aus dem Coefficienten von x zur Po- 
tenz = eindeutig bestimmt werde. Sucht man, die Glieder vom 


Grade * in x, so findet man, dass a_, in den Entwickelungen von y 


aus 1) und A(z, y) =O iibereinstimmt, wenn aa + d=O ist. Dann 
steigt der Contact aller Asymptoten um einen Punkt. Aber aus (24) 
wird man schliessen, dass unter denselben jetzt eine 22-punktig oscu- 


lirt. a_, wird aus dem Coefficienten von «® bestimmt, so dass die 
22-punktige Osculation zwischen den in Rede stehenden Curven die 
Bedingung b = 0 verlangt, welche, wie bereits bemerkt, in der That 
durch eine Transformation z= «’ + 6 erfiillt werden kann. — Als 
zweite Art der Gruppe folgt mithin 


[15] 2) {P+ 60%} 4+ aPy+ Uy + y(ex+c) + y@2+a’) 
: +eéesert.---=0. 

Nun giebt es noch 8 Arten in dieser Gruppe, bis endlich der Con- 
tact zwischen Curve und Asymptote den Werth von 36 Punkten er- 
reicht. Man findet dieselben leicht nach Nr. 15., indem man nur den 
Grad in x der Glieder von 2) notirt. — Die Asymptote osculirt 


diese Resultate in (a) und (b) ein und entwickelt weiter, so findet man 


















Ueber Asymptoten. 









[14] 3) 23-punktig, wenn c= 0; 
[13] 4) 24-punktig, wenn noch a = 0; 

5) 26-punktig, Wenn noch b’a-+e =O, so dass man die Glei- 
chung erhialt , 


rven F [12] (PP ha) +0 P+ cy +y@e+d) + ee + c=; 


































~_ [11] 6) 27-punktig, wenn hier b’ = 0; 
| [10] 7) 28-punktig, wenn noch d= 0; 
[9] 8) 30-punktig, wenn noch ¢ = 0; 
~ +++) [8] 9) 32-punktig, wenn noch e’= 0; 
[7] 10) 36-punktig, wenn noch d’= 0. : 
Null 25. Ib. k= 2. a; = a,=0. Wir kénnen offenbar hinzufiigen 
a, =, wenn wir die Coordinaten so transfyrmiren, dass die Gleichung 
ucht der Asymptote die Form %—0O annimmt. Uebrigens lehren dieses 
erth auch die Gleichungen (c). Die mittlere derselben zeigt, dass, solange 
oten y 2.0, a, fiir jeden Werth von a, zweiwerthig ist, was nur méglich 
wire, wenn zwei Gruppen von Asymptoten 3. Ordnung existirten. Da | 
dieser Fall hier nicht in Betracht gezogen wird, so muss demnach - 
hier y= 0 und also auch a, 0 genommen werden. Die Gleichung (d) 
eo liefert ferner ba +e=—0. Damit a® in der Entwickelung von (a) 
a verschwinde, folgt noch ae +d=—0. 
Die allgemeinste Gleichung dieser Gruppe ist demnach 
“i [14] 11) P?+ (b2t+ay)P+ vy + ¥ (cote) + y(@e4+@) 
Po- +ée2+er+e"=0. 
om Die semicubischen Parabeln y? — a(x-+6)* =O osculiren simmtlich 
1t-punktig, wie man auch an den Gleichungen der Curven leicht nach- 
ny weist. Eine Asymptote von hdherem Contacte kann es nach Nr, 14. 
nn darunter nicht geben. (Durch die Transformation 2 = 2’ + 6 kénnte 
24) man wie oben das Glied x P’ entfernen.) 
cu- Fiir a_, muss sich jetzt eine quadratische Gleichung ergeben; in 
die der That liefert 2? dafiir 
die 9a", +ce=0. 
hat Wenn c = 0 ist, so steigt der Contact aller semicubiparabolischer 
a Asymptoten um je cinen Punkt. (Die allgemeine Formel dafiir ist niimlich 
nach (27) 10—k,.) Die Coefficienten von 2’, at , ae, wenn in 11) 
y= a,n8 +a ex +::° 
- eingefiihrt wird, geben die Gleichungen 
er- (3a; a_,tibf+vape= Ze, 
en 2 1 
@_,(3a,a_,+ 56) =9, 
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1 
9aa’ + 6a_,a, (3a; a_,+ 35) + 3aa; a,td=0. 
Die erste zeigt, dass, wenn eine Doppelasymptote 6. Ordnung vorhanden 
sein soll, noch b’a + é = b* sein miisse, damit a, und a_¢ gleich- 
werthig seien. Dann erhalten wir aus der dritten in der That zwei 
Werthe von a_3, so lange 2d —ab nicht verschwindet. — Bemerken 


wir noch nach (24), dass sich jetzt unter den 12-punktig osculirenden 
Asymptoten eine befinden muss, deren Contact um einen Punkt hoher 
ist {in der That um a_;—0 zu machen, braucht man nur b = 0, 
was sich, wie schon oben bemerkt, durch eine Transformation z=2'+-6 


erreichen lisst} , so kénnen wir als zweite Curven-Art dieser Gruppe 
ansetzen : 


[12] 12) P?+ (ay+b)P+cy+y(de+d"’)+e’«x+e"=0. 
Dabei darf jedoch d’ nicht verschwinden. 


In derselben Art fortschreitend, gelangen wir noch zu folgenden 
- gwei Arten: 


[10] 13) {P+ lay}? +UP+d'y+e'r+e"=0, 
[9} 14) P+UP4+@y4+e'ce4+ e"=0. 
Es muss aber e” 2.0 sein. Im ersten Falle, wo a_, nicht verschwindet, 
osculirt die ausgezeichnete Asymptote P—0O 14-; im zweiten, wo 
erst a_s einen von Null verschiedenen Werth besitzt, 15-punktig. 

26. Il. a) k=3, a, =0,a,20. 2k—=m. So lange a, nicht 
verschwindet, hat man nach Gleichung (12) 

Wy (#, y) = (y’— ax) + By>x + yys’, 


und fiir die Curven mit einer solchen Asymptote die allgemeine Glei- 
chung 


(d*) Wy+ay'+by*+y*(cx+e) + y(de+d’) + ex? + x +e’=0. 
Setzt man hier 


(e) y=a,ct 4+ aat+aj,2t4+..., 

so folgt durch Annullirung der Coefficienten von “e , ae , x 
asa, Basty=0, a,(3pa,+y)—0, 

d. i. 6—0, y =0 und 


3 


8a, a, + aa, +ca,te=O0. 
Demnach lautet, wenn statt — 8a; a 6, statt aa+ca’, statt y— ax 
@ geschrieben wird, die Gleichung der allgémeinen Curve dieser 
Gruppe: (0 20) 


[12] 15) {+82} + Qlay*+ a’x)+by+cy?+ yldx+d)+ex+e'—0. 
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Ueber Asymptoten. 


Die zweifach unendlich vielen Asymptoten 
W (@—ey—6,y—5 ea) =0, (W=Q+62") 


— vergl. Nr. 11. — osculiren simmtlich 26-punktig (allgemein nach (27) 
(25-+-k,)-punktig); keine derselben in mehr Punkten (Nr. 14.). 
ih 

a_, wird bestimmt aus dem Coefficienten von 2 ® in 15) nach 
vollzogener Substitution (e). Soll nun a_; in den Entwickelungen von 
y aus den Gleichungen der Curve und ihrer Asymptote stimmen, so 
muss ae + a’=0 sein. Versucht man an 15) die Transformation 

, 1 , 

(f) Z—oyY—G=2, y—Zoe=—y, 
so bleibt der Ausdruck awa’, wie es sein muss, ungeiindert. (Wollte 
man aus der Gleichung 15) die iiberschiissigen Constanten @, 6 weg- 
schaffen, so kénnte dieses durch der Entfernung Glieder Qy? und y° ge- 
schehen.) — Ist aber aa+a’=0, so steigt der Contact aller Asymp- 
toten um je eimen Punkt. Und es befindet sich darunter eine ausge- 
zeichnete Asymptote von 29-punktigem Contacte. Es braucht nur 
gezeigt zu werden, dass die Werthe von a_: zur Uebereinstimmung 
gebracht werden kénnen, denn dass dieses durch geeignete Annahme 
von 6 beziiglich a_s médglich sei, weiss man chnehin aus (24). Es 


wird aber a_2 aus dem Coefficienten von at bestimmt, so dass die 
genannte Forderung durch die Bedingung be + d =O erfiillt wird. 
Durch die Transformation (f) geht diese Gleichung tiber in 
ba+d-+2d09=—0, 

welche also zur Bestimmung von g stets geeignet ist. — Endlich be- 
merke man, dass die Uebereinstimmung der Werthe von a_; die Relation 
a=0Q nach sich ziehe. Demnach erhalten wir fiir die neue Art die 
allgemeine Gleichung: 
[11] 16) (Q°4+6a%) + byQ+cy+dytert+e’=0. 

Dazu fiigen wir noch vier Arten: 
[10] 17) b=0. Contact der Asymptote 30- punktig; 
[9] 18) nnd ausserdem ac’+ e==0; Contact der Asymptote 32-punktig; 
{8}. 19) und weiter c = 0; Contact der Asymptote 33-punktig; 
[7] 20) und endlich @’ —0, 36-punktiger Contact. 

27. Il. b. k=3, a,—=a,—0. Aus den am Eingange der vorigen 
Nr. erwahnten Gleichungen folgt jetzt nur Ba+y=—0 und e=—aa’. 
Fiihren wir dieses in (d*) ein und setzen daselbst 


y=azt+aie t+... 
so ergiebt sich sofort als nothwendige Bedingung: 
B=0, bea+d=0, aa+a=0, 
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ferner zur Bestimmung von a_; die Gleichung: 
3 ’ ’ 
8a, 7; + ca +e == (0), 
Durch die Transformation (f) kann nach Nr. 14. a_, im Allgemeinen 
nicht zum Verschwinden gebracht werden, sodass wir unter den 10- 
punktig osculirenden parabolischen Asymptoten Q + 0=0 keine durch 


héheren Contact ausgezeichnete bezeichnen kénnen. Die Gleichung 
dieser Curvenart, im Allgemeinen von der Form 


[9] 21) @+aQ’+ byQ+cy¥+dy+er+e'=—0, 

kann durch die eben erwihnte Transformation noch so vereinfacht 
werden, dass a = 0 und d' =O werden. Dabei ist vorausgesetzt, dass 
ca+eé nicht verschwindet. 

Wenn aber e’ —=— ca, so wird a_;=0. Damit die dreifache Parabel 
Q@=0 Asymptote von der 6. Ordnung bleibe, muss, wie aus weiterer 
Entwickelung der linken Seite von 21) leicht folgt, auch b =O sein. 
Dann erhilt, so lange d' nicht Null ist, a_, einen von Null verschiedenen 
Werth. Die Curven, deren allgemeine Gleichung 


[7] 22) @+a@?+¢Q+dy+e=—0, 

haben die (dreifachen) Parabeln.Q-+d—0, jede 11-punktig osculirend, 
zu Asymptoten. Es befindet sich jedoch darunter keine von héherem 
Contacte. Durch Anwendung der Transformation (f) kann man aus 
dieser Gleichung noch die Glieder Q* und e” entfernen. 

28. Ill. k=4, a, =0, 2k >m. Nach Nr. 1. und 3. miissen 
die Gleichungen der hierhergehérigen Curven jedenfalls von der Form sein 
(ye+azx) + ay* + by + cy + y(dz+d)+exr+e=0, 
worin die mit den Coefficienten a, b--- versehenen Glieder y*—"2* durch 
die Bedingung gefunden wurden s < r — g,_,; —2. Setzt man dann 

versuchsweise 

y=aatpaiet+..., 
so erhilt man die Bedingung aa -+d—O und ferner fiir a_, die 
quadratische Gleichung 

Qala’, +bate=0. 

Somit gelangt man zur Curve (wenn anstatt y> — ax R geschrieben wird) 
[9] 23) R?+ayR+ by +cy?+dy+tex+e=—0. 
Die Asymptoten sind zweifache cubische Parabeln, deren jede, einfach 


gerechnet, nach (27) in 15 Punkten osculirt. Nach Nr. 14. hat keine 
Curve dieser zweifach unendlichen Schaar 


y® — a(x—ogy—o) =0 
eine hdhere als die genannte Beriihrung. — Durch Anwendung der 
Transformation 
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Ueber Asymptoten. 




























(g) c=—a +oy+o 
kénnte man aus 23) noch die Glieder yR und y' (oder 2’) entfernen. 

Fir ba +e=—0 wiirde a_,; 0; die Existenz einer Asymptote 
6, Ordnung fordert aber noch weiter a2=4c. Dann folgt 6a,a_2+-a=0, 
so dass mit a=0O auch a_»=—Q. Dieses lisst sich aber an der 
Curvengleichung durch die Transformation (g) erreichen. Demnach 
finden wir die Art 


[7] 4) R+bR+d'y+¢=0, 
aus welcher Gleichung man durch geeignete Annahme von 6 noch das 
Glied mit R wegschaffen kann. Die Curve hat einfach unendlich viele 
cubiparabolische Asymptoten R + d= 0 von 17-punktigem -Contacte 
{die Formel (27) giebt jetzt 2(14-+-k,)}, aber keine von héherem. 
Die Existenz einer solchen wiirde die Bedingung a_;=0, d. i. d’=0 
nach sich ziehen, womit 25) reducibel wiirde. 

29. Schlussbemerkung iiber dié hier behandelten Curves 6. Ordnung. 
In den Fallen I. a) und II. a) ist die Wahl der typischen Asymptoten 
nicht vollig frei von Willkiirlichkeit. Betrachten wir z. B. die Curven 
der erstgenannten Gruppe (Nr. 24.). Wir entnahmen aus der noth- 
wendigen Bedingungsgleichung (d) den Werth von e und fiihrten den- 


selben in die linke Seite von (a) ein. Lésen wir jedoch dieselbe nach 

5 b auf, so erhalten wir eine Gleichung, welche sich von 1) dadurch 
unterscheidet, dass am Anfange steht 

‘ pr + $ yz = %, (a, 9). 

1 


Als typische Asymptoten erscheinen somit nun die Curven A, («—o, y)=0, 
welche von den a. a. O. gebrauchten %(*#—o, y) = 0 wesentlich ver- 


1 schieden sind. Alles iibrige bleibt offenbar ganz gleich. Die Form 
W (aw, y) = P? + Bat 

hat nur den Vorzug einer gewissen algebraischen Kinfachheit. — Genau 

das Nimliche gilt auch im Falle IJ. a), wo an Stelle der in Nr. 26. 
. gebrauchten typischen Asymptoten auch die aus den Gleichungen 

x @ +2 yx=0 oder Q? + 5 yt —0 


abgeleiteten Curven treten kénnen, 





Das Imaginiire in der Geometrie und das Rechnen mit Wirfen. 
(Zweite Abhandlung.) 


Von J. Liirorn in Karlsruhe. 


In einer ersten Abhandlung obigen Titels, welche im 8. Bande 
dieser Annalen Seite 145 erschienen ist, gab ich eine Darstellung der 
von v. Staudt vorgeschlagenen Reprisentation des Imaginiren in der 
Geometrie und eine Erweiterung der von demselben Geometer erfun- 
denen Rechnung mit Wiirfen. Die vorliegende Arbeit behandelt die- 
jenige Darstellung des Imaginiiren in der Geometrie, welche Herr 
Klein in den Giéttinger Nachrichten 1872 Seite 373 gegeben hat, 
und die: bis jetzt, soviel mir bekannt, noch nicht in rein geometrischer 
Weise durchgefihrt ist. Sie beruht avf einer Verallgemeinerung der 
Involution, die verschieden ist von derjenigen, welche Jonquiéres*) 
-angegeben hat. Um den passenden Namen Jnvolution nicht entbehren 
zu miissen, bezeichne ich die in vorliegender Arbeit benutzte Verall- 
gemeinerung als cyclische Involution, weil die darin auftretenden Punkt- 
gruppen solche sind, die Clebsch (Borchardt’s Journal Bd. 68, 8. 167) 
ceyclisch-projectivisch genannt hat. Die Theorie dieser Punktgruppen 
bildet den ersten Theil des Folgenden, wihrend dann der zweite die 
Anwendung auf die Darstellung des Imaginiiren in der Geometrie lie- 
fert. In vielen Beziehungen konnte ich mich dabei auf meine friihere 
Arbeit berufen. Nur in einem Punkte war eine wesentliche Abweichung 
néothig. Bei dem Beweise des Satzes nimlich, dass zwei Punktepaare 
durch ein Paar reeller oder imaginaérer Punkte harmonisch getrennt 
werden (Mathem. Annalen Bd. VIII, S. 175, Nr. 39.) fehlt der Satz, 
dass nur ein solches Punktepaar existirt, oder ein anderer, der ihn 
im Zusammenhange mit den iibrigen vertreten kénnte. Um diese 
Liicke zu umgehen, ist hier ein anderer Weg eingeschlagen worden, 
der zugleich andeuten soll, wie man den Fehler in der ersten Arbeit 
verbessern kann. 


§ 1. 
Cyclische Involutionen. 


1. Wenn zwei aufeinander projectivisch bezogene Punktreihen in 
dieselbe Gerade fallen, so kénnen sie noch verschiedene Lagen gegen 


*) Annali di matematica. Tom. 2. 1859. 
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einander haben. Von diesen ist eine, die involutorische, bisher beson- 
ders betrachtet, bei welcher zwei Punkte in beiden Reihen sich abwech- 
selnd entsprechen, so dass dem Punkte a, der ersten der Punkt a, der 
zweiten und dem a, jener der a, dieser zugeordnet ist. Méglicherweise 
kénnen aber die Punktreihen auch so liegen, dass dem Punkte a, der 
ersten der Punkt a, der zweiten, dem a, der ersten der a, der zweiten, 
und dem a, der ersten schliesslich wieder der a, der zweiten Reihe 
entspricht. Oder verallgemeinert: die beiden Reihen kénnen so liegen, 
dass dem Punkte a, der ersten Reihe der a, der zweiten, dem a, der 
ersten der a, der zweiten u. s. w. entspricht, bis endlich einem Punkte 
a, der ersten Reihe wieder der a, der zweiten entspricht. Ist dies der 
Fall, und es soll bald bewiesen werden, dass es mdglich ist, so hat 
man eine Gruppe von » Punkten a,a,--~- a, derart, dass 


Ay MyM3 > ++ An K\ A, 030, +++ Ay3 
und dann wollen wir sagen: Dic Punkte a,a, - ++ @, bilden eine cyclisch- 
projectivische Gruppe (abgekiirat: cycl.-proj. Gruppe), indem wir durch 
die Reihenfolge der Punkte in der Gruppe a, a, - - - d zugleich andeu- 


‘ten, dass man zwei in der Geraden vereinigt liegende Punktreihen so 


projectivisch beziehen kann, dass jedem Punkte der Gruppe der ihm 
folgende und dem letzten der erste entspricht; so dass die Aussage: 
die Punkte a,a,---a, bilden eine cycl.-proj. Gruppe, identisch ist 
mit der, dass: 

Gy A+++ On (\ AgMg +++ Ay 
ist*). 

2. Wir wollen nun in einigen speciellen Fallen zeigen, wie man 
solche cycl.-proj. Gruppen finden kann. 

Soll die Gruppe aus nur zwei Punkten bestehen, so kann man 
noch einem dieser Punkte einen beliebigen zuordnen, weil die projectivi- 
sche Beziehung erst dadurch bestimmt ist, dass zu 3 Punkten die ent- 
sprechenden gegeben sind. 

Aus demselben Grunde bilden drei Punkte stets eine cycl.-proj. 
Gruppe. 

Soll aber die Gruppe vier oder mehr Punkte enthalten, so kénnen 
diese nicht mehr willkiihrlich gewahlt werden. 

Bei vier Punkten muss sein 


Ay Ay Ag A, /\ AgMg A, Ay, 
da dies aber auch 7\ a,@,a,a,, so ist a,a, harmonisch getrennt durch 


.  *) Nach einer miindlichen Mittheilung von Herrn Prof. Schréter in Breslau 
hat Steiner dariiber schon Untersuchungen angestellt. Vergl. Tageblatt der 
Dresdener Naturforschervers. Math.-Astr. Section, Sitzung vom 21. Sept.; und 
Steiner’s Vorlesungen II. Theil, Seite 81, Nr. 12. 


‘J. Lirorn. 


deutig bestimmt und weil die vier Punkte a,a,a,a, dann einen harmo- 
nischen Wurf bilden, liegen sie in dieser Reihenfolge auf der Geraden. 
Die Bedingung, die bei fiinf Punkten erfiillt sein muss, 
A Az M304; /\ Az A; A, AsAy, 
zerfallt in die beiden 


Gy Ay G,A, J\ AgAg444, /\ As A, M3 A 
A, Ay A3Us, [\ Ay 43,4, 7\ Ay A, A, Ay, 

von welchen die erste zeigt, dass a,a, und a,a, Paare eimer Involution 
sind, von welcher a, ein Ordnungselement ist, wihrend die zweite 
zeigt, dass a,a, und a,a, Paare einer Involution sind mit dem Ord- 
nungselement a,. Die Construction von a,a, aus a,a,a, wird am ein- 
fachsten gefunden, wenn man das Rechnen mit Wiirfen anwendet. 

Laisst man nimlich a,a,a, resp. die Wiirfe 0, 1, oo darstellen 
und setzt die beiden a, a,a,a, = 2% und a,a,a,a, = y, so ergeben die 
von v. Staudt aufgestellten Rechnungsregeln (siehe Mathem. Annalen 


Bd. VIII, S. 188 ff.), dass vermége der obigen Involutionen die Glei- 
chungen bestehen miissen 


sy=1, l+rz—y. 

Setzt man — z= 2 = a,a,a,b,, so muss sein 

e+y=1, vwy=——l. 

Um hiernach zu construiren, nimmt man am besten an, die Punkte 
seien durch Projection von der Geraden anf einen Kegelschnitt iiber- 
tragen. Sei a, der Punkt, in welchem der Kegelschnitt getroffen wird 
von der Linie, die a, verbindet mit dem Schnittpunkte c der Tangen- 
ten in a, und a;. Die zweite Gleichung verlangt dann, dass die Linie 
b,a, durch den Punkt d geht, in dem a,a, und a,a,' sich schneiden. 
Nach der’ ersten muss aber dieselbe Linie durch den Schnittpunkt e¢ 
der Linie a,a, mit der Tangente in a, gehen. Folglich liefert die Linie 
de in ihren Schnittpunkten mit dem Kegelschnitte die beiden Punkte 
b, und a,. Man kann nach Belieben den einen fiir a, und-den andern fiir 
b, nehmen. Aus 6, findet man a, dadurch, da8s man den Punkt ¢ mit 
b, verbindet und mit der Verbindungslinie den Kegelschnitt schneidet. 
Weil zy = 1 sein soll, miissen die beiden Wiirfe x und y entweder 
positiv oder negativ sein; im ersten Falle folgt aus 1 + 2 = y, dass 
y > 1, im zweiten, dass es > ist. Daher ist die Reihenfolge der Punkte 
auf dem Kegelschnitte, oder der Geraden entweder die: a,a,a,a, a, oder 
die a,4,4,4,a4,. Und dies zeigt, dass bei einer cycl.-proj. Gruppe die 
Reihenfolge, in welcher die Punkte auf der Geraden liegen, nicht tiber- 
einzustimmen braucht mit der Reihenfolge, in welcher sie in der 
Gruppenbezeichuung stehen; denn in obigem Beispiel war die Gruppe 


a,a,. Sind also drei Punkte a,a,a, gegeben, so ist der vierte ein- 
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die a,a,a,4,a, und nur im zweifen Falle war dies auch die Reihee- 
folge der Punkte auf der Geraden. 


3. .Fiir das Folgende ist der Satz wichtig, dass eine cyclisch-pro- 
jectivische Gruppe von n.Punkten a,d,a,---Gn, wenn drei Punkte 
a, 4,4, gegeben sind, vollstindig und eindeutig bestimmt ist durch die bei- 
den Bedingungen 1) dass a,a,4,+++ Gn JK ,4,4,--- a, und 2) dass 
die Punkte a,a,+++Gn, i dieser Reihenfolge auf a, folgend, in dem 
Stiicke a,a, der Geraden liegen sollen. Hier, wie im Folgenden stets, 
ist unter dem Geradenstiick ab dasjenige, von dex beiden Punkten ab 
begrenzte, Stiick verstanden, welches der. Punkt a, nicht enthalt. Als 
Vorbereitung zum Beweise des vorstehenden Satzes leiten wir zuerst 
‘ einen anderen ab. 

» Ausgehend von den Punkten a,a,a, und einem vierten 2,, con- 
struiren wir andere Punkte x,7,---, so dass 


= 


Ay Ayhy LyX, Ly, ++ + [\ Ay Gg @yX, XX, +> 
Bewegt sich dann x,, so bewegen sich %,x,x%,--++ in derselben Richtung 
wie x,, solange alle diese Punkte im Stiicke a,a, gelegen sind. Fiir 
welche Lagen von, 2, dies stattfindet, wird bald untersucht werden 
(Nr. 4.). 
Sei nun, um dies zu beweisen, 2, eine zweite Lage des Punktes 
x, und 2,'7, --- bestimmt aus der Beziehung 
Ay My Ay Hy UL +++ TK yA @y Hy Ue +++, 

» und dabei x, so gewihlt, dass auch die Punkte 2,'2,’x,--- alle dem 
- Stiicke a,a, angehéren. Bestimmt man nun &, so dass a,a,a,2, 7\ 
l i, A,0,§, SO ist A, A,X 4X, 7\ a,0,%,%,8,. Ist x, so gegen a, ver- 
- schoben, dass die Punkte auf der linken Seite der letzten Beziehung 
2 eine Folge bilden, d. h. ist 2,’ gegen 2, im Sinne von a, nach a, ver- 

schoben, so bilden auch die Punkte rechts eine Folge, so dass &, gegen 

x, im Sinne von a,a,%,, also auch im Sinne von a, gegen a,, d. h. 

in demselben Sinne verschoben ist, wie x, gegen x,. Aus den Bezie- 

hungen 

Oy AyHyE5 \ Ay AyMy%y T\ Oy Mg%y Xs TK Agi, Xl; x, 
folgt aber, dass a, a, - 2,2, - §,2,° eine Involution bilden und also 
Ay A3X,Xj T. AzM,X; 8, \ 4,438; 25" 

ist. Weil links eine Folge steht, steht auch rechts eine, folglich ist 

a; gegen & in demselben Sinne verschoben wie 2, gegen 2,. §&, ist 
» aber gegen x,, wie oben bewiesen, ebenso verschoben, daher ist auch 

“, gegen x, in demselben Sinne verschoben wie 2, gegen 2,. 
. Nachdem dies bewiesen ist, bestimme man &, aus der Beziehung 
, A; My Ag%, 7\ M,43,%,§. Dann iat 


Gy Uy Gz X55 J\, Ay Ag Xy yb. 


— Se Oe oe 
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Beiderseits stehen nach dem zbletzt Bewiesenen wieder Folgen; 
daher sind die beiden Richtungen x,2z,) und 2x, dieselben. Es ist aber 
; Gy hy Ly Eq Z\ A, AyG3%5 Z\ Ay Gy Ly Xy 
Daraus folgt ahnlich wie vorhin 
Oy As, 2, TK Oy Mz b5X¢ , 
so dass auch x,’ gegen & in demselben Sinne verschoben ist, wie x,’ 
gegen z, Weil aber die beiden Richtungen 2,& und &,2, mit 2,2, 
iibereinstimmen, gilt dies auch von der 2,2, . 


Dass man auf diese Art weitergehend den oben angefiihrten all- 
gemeinen Satz beweisen kann, ist klar. 


4. Indem wir wieder x, in dem Stiicke a,a, annehmen, bestim- 
men wir x, durch 
; Ay Ay Ag XH, [\ Ay Ay LyX; . 
Wir wissen dann, dass 2, und 2, sich in derselben Richtung auf a,a, 
bewegen und wollen jetzt beweisen, dass x, auf jeden Punkt.a von_ 
a,a, fallen kann. Ks sei ein Hiilfspunkt y bestimmt durch 

hy Ay A3Y J\ Ag AgXy a J\ Agd,AX,. 
Bewegt sich dann 2, durch das Stiick a,a in der Richtung von a, nach 
a, so bewegt sich y durch das entsprechende Stiick a,a, in der Rich- 
tung von a, nach a,, also in umgekehrter Richtung wie 2,. Soll nun 
az, nach a fallen, so muss 4,4, 43%, 7\ d.@32,4 7\ @,@,a,y sein, also 
der Punkt y mit x, zusammenfallen. Da die beiden Punkte auf der 
Strecke a,a;, der eine von a, nach a,, der andere in entgegengesetz- 
ter Richtung von a, nach a liuft, so fallen beide einmal, aber auch 
nur einmal, zusammen in einen Punkt a, fiir den a,a,a,0 7 a,a,aa 
ist. Folglich kann in der That x, auf jeden Punkt des Stiickes a, a, 
fallen. @ und a@ bewegen sich in gleicher Richtung, fiallt a nach a,, 
so falle @ nach a,’. Dann ist 
A; Uy Ay Oy 7\, Ay My, ay 

und es folgt, dass, wenn x, die Strecke a,a,’ durchliuft, x, die ganze 


Strecke a,a, durchlaufen muss und dabei jeden Punkt nur einmal trifft. 
Nun setze man 


A, My Az %yX5 /\ Ay My LyX, Xe 
und lasse z, sich zwischen a, und a, bewegen. Dann soll bewiesen 
werden, dass 2, auf jeden Punkt von a,a, fallen kann. Soll es mit 
einem Punkte a dieser Strecke zusammenfallen, so muss sein 


Gy Uy AgX, /\ Ay A, X,A. 
Bestimmt man also wie vorhin den Punkt y zu x, durch a,a,7,a 7 
@,4,4,y, so miissen y und 2, identisch sein. Liisst man jetzt w, sich 
von a, nach a,’ bewegen, so geht x, von a, nach a, und y von a 
aus in der Richtung gegen a,. Da x, dabei jeden Punkt der Strecke 
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einmal und nur einmal beriihrt, so miissen die beiden Punkte 2, und 
y einmal zusammenfallen, aber werden auch nur einmal zusammen- 
fallen. Tritt dies im Punkte e@ ein und ist B die zugehdrige Lage 
von 2%, so ist 
a, A, a, Ba’ 7K a,a,Bpa'a. 

Folglich kann 2, auf jeden Punkt der Strecke a,a;, also auch auf den 
a, fallen. Dies mége eintreten fiir die Lage b, von x, und db; von z,, 
so ist 

A, a, 036,b; 7 a,a3b,b; a, 
und aus dem in der vor. Nummer bewiesenen Satze folgt, dass 2, 
nur zwischen a, und 0, sich zu bewegen braucht, damit 2, zu jedem 
Punkte von a,a, kommen kann. 

Ist dies hewiesen, so kann man das Entsprechende beweisen fiir 

den Punkt z,, der aus der Bedingung 

Ay Ay Ay Hy X,H_ /\ Ay AgXyX, XX, 
bestimmt ist. Soll er auf einen Punkt a fallen, so muss 

Ay A AX, [\ Ay Ag %yQ 

sein. Setzt man also a,a,7,a 7\ @,4,4,y, SO muss Y mit x, coinci- 
diren. Bewegt sich x, zwischen a, und b,, so durchliuft nach dem 
schon Bewiesenen 2, die Strecke a,a@, einmal, wahrend y von a, aus 
gegen a, geht. Folglich miissen sich beide Punkte einmal begegnen. 
Geschieht dies im Punkte «” und entspricht diesem die Lage y von 2, 
und fp von x, 80 ist 

Ay Aa, Ba” TK a,a,yB oa. 
Liegt a in a,, so moge y nach ¢c,, Pp nach ¢,, «” nach c¢, fallen; 
dann ist > 

Ay Ay Az C46, C, \ Azz Cy, Cg My, 
und wenn 2, zwischen a, und ¢, liegt, durchliuft x, die ganze Strecke 
a,a, einmal. 

Indem man so weiter geht, kann man den Satz beweisen: Wenn 
man zu einem Punkt x, die Punkte x,2,+ ++ %n41 80 bestimmt, dass 
die Beziehung 

A; Ay Ag pL, ° ++ Ln KX Aghg¥yX,* ++ Ln41 
- besteht, so giebt es eine Strecke a,a, derart, dass, wenn x, diese Strecke 
durchliiuft, %»+41 die ganze Strecke a,a, einmal und ohne Unterbrechung 
durchliiuft und dass fiir den Punkt a, selbst und die aus thm fiir x, %,-- - 
folgenden a,a,--+@, die Beziehung stattfindet 
Ay Mig Az Qy*** An (\ AzA3M +++ Ay, 
wobei noch die stimmtlichen Punkte a,a,++- ana, in dieser Reihenfolge 
im der Strecke a,a, legen. 
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Hiermit ist aber der oben im Beginn von Nr. 3. angekiindigte Satz 
_ bewiesen. 

Kine Gruppe von der angenommenen Beschaffenheit, dass ihre 
Punkte eine Folge auf der Geraden bilden, wenn man sie nach der 
Anordnung beriihrt, die sie in der Bezeichnung der Gruppe haben, 
wollen wir eine ordentliche Gruppe nennen. Man kann den eben be- 
wiesenen Satz dann so aussprechen: Wenn drei Punkte gegeben sind, 
die in einer ordentlichen cycl.-proj. Gruppe von n Punkten aufeinander 
folgen sollen, so ist die Gruppe vollstiindig und eindeutig bestimmt. Und 
daraus folgt: wenn zwei ordentliche Gruppen von je n Punkten drei 
aufeinander folgende Punkte gemein haben, so stimmen sie in allen 
Punkten tiberein. 

Die gefundenen Resultate iibertragen sich natiirlich durch Pro- 
jection auf Ebenenbiischel und Strahlenbiischel, sowie auf cycl.-proj. 
Gruppen auf einem Kegelschnitt, indem ja durch Projection einer cyel.- 
proj. Gruppe offenbar wieder eine solche entsteht. Insbesondere gilt 
der Satz: 

Wenn drei aufeinander folgewde Ebenen (Strahlen) einer ordent- 
lichen cycl.-proj. Gruppe von n Ebenen (Strahlen) durch drei aufeinander 
folgende Punkte einer ordentlichen cycl.-proj. Gruppe von n Punkten 
gehen, so liegen auch die iibrigen Punkte der letzteu Gruppe je auf einer 
Ebene (einem Strahle) der ersten. 


5. Wenn ein Punkt die eine von zwei vereinigt gelegenen projec- 
tivisch bezogenen Punktreihen durchliuft, so bewegt sich der entspre- 
chende Punkt entweder in demselben oder in entgegengesetztem Sinne, 
und beide Reihen haben 0, 1 oder 2 Punkte entsprechend gemein. 
Sind a,a,---a, Punkte einer cycl.-proj. Gruppe, so findet bei der 
projectivischen Beziehung, bei welcher 

A, Ay, -*+ An J\ ,A,0,-++ ay 
ist, der erste Fall statt. Gesetzt die beiden Punktreihen hitten den 
Pankt a entsprechend gemein und die beiden auf der Geraden ihm zu- 
nichst benachbarten Punkte der Gruppe seien a, und a,, so entspricht 
das Stiick a,aa, der einen Reihe dem a,,a@a,41 der zweiten, so dass 
beide einen Punkt @ und seine Umgebung gemein haben. Da einem 
Punkte der Gruppe wieder ein Punkt der Gruppe entspricht und im Innern 


des ersten Stiickes a, aa, keine solchen gelegen sind, so kann auch das 


zweite Stiick a,41@a@,41 in seinem Innern keine Punkte jener Gruppe 
enthalten; desshalb kénnen beide Stiicke nur dann theilweise sich 
decken, wenn die Grenzpunkte beider zusammenfallen. a, und ay+1 
sowie a, und a,4; kénnen nicht zusammenfallen, daher miissen a, mit 
@)+1 und a, mit a,4., zusammenfallen. Da hier die Zahlen > m durch 
ihre Reste zu ersetzen sind, so verlangt dies, dass 
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p+l=q+en, 
q + l= Pp + en, 
woraus (¢+-¢)n—2, Die mdglichen Lésungen sind 
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é, & =O oder 1, 


é=0, &=1 
—2 
é=l, ee - 


é=l, é=<=1, n=1. 


Die beiden ersten Fille liefern Gruppen von 2 Punkten, der dritte gar 
keine Gruppe; daher sind beide Annahmen ausgeschlossen und ein Punkt 
a kann nicht existiren. Also haben die beiden Reihen keinen Punkt entspre- 
chend gemein und folglich bewegen sich zwei Punkte, welche beide Reihen 
so durchlaufen, dass sie sich stets entsprechen, in derselben Richtung. 
6. Ist a,a,+-+ ad, eine cycl.-proj. Gruppe, so ist 

Gy MyM, ° ++ An /\ AyAgMy ++ + Ay3 
Die Reihe rechter Hand ist aber wieder 7\ a,a,---a, und folglich 
auch . 

Ay yg ++ An /\ AgAyAs +++ Ay. 
Die erste Beziehung lehrt ‘aber, dass a,a,a, +--+ dy 7\ G4; °° * G33 
daher ist ferner 

A, Ay Az +++ An (\- A, A, - + + Ay 
u. s. w., d. h. jede Reihe ist projectivisch zu jeder andern, welche ent- 
steht dadurch, dass man stéimmtliche Indices wm dieselbe Zahl erhoht 
(und fir n+ 1, n+ 2,--- resp. 1,2 --- setet). Wenn man nun 
unter 6, einen Punkt versteht, der der eben bentitzten Gruppe nicht 
angehdrt, so kann man aus ihm andere b,, b,, --- b, ableiten durch 
die Beziehung 

yy * + Andy by +++ bas A Andy ++ + Gb, +++ dn. 

Aus b, leite man dann ab b,4; durch 

yA, *** Andn Z\ Ags +++ A bn41, 
so ist b,41 mit b, identisch. Denn in Folge der angenommenen Bezie- 
hungen ist a,a,a,b, 7\ a,a,a,b,, dies selbst aber wieder 7\ a,a,a,b, --- 
u. s.w., bis endlich 7 a,4,a,b, und 7 @,4,4,b,4,, woraus b,41=), 


folgt. 
Diese Punkte b sind alle verschieden von den Punkten a der ur- 
' spriinglichen Gruppe. Denn wire z. B. b, =a,, so wiire nach der 
+ Definition der Punkte b 


Ay My ++ *Andy—1 \ Gg Gg > + + Ay Mg K\ AQ ** + AnQg—1, 
so dass bp_; und a,_, u.s. w. identisch sein und schliesslich bs =a, ~p+1 
sein miisste gegen unsere Annahme. 
Ferner sind die Punkte b alle von einander verschieden. Denn es 
sei bp = b,, g > p, 80 ist 
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yy ++ + Andy FX Ag+ ++ bp ZK aay +++ Gn dp—1, 


bp_1 also mit b,_, identisch u. s. w., schliesslich 6, identisch mit 
by—p41 = b41, also mit einem andern der Punkte b. Dann ist aber 
Gy y+ ++ Andy by +++ de ZK agdz +++ a, b,b, +--+ d,. 

Die rechte Seite ist aber wieder 7 a, a, - - - a,b,b,-+-b,, A aya, ++ 
a,b,b, --+ bs, u. s. w., schliesslich 7, ax41dn42-- + aeb,b,---d. Fir 
k>2 haben also die beiden projectivisch bezogenen Punktreihen 
G4, +++ Onb,b,--- be und agyrdeye +++ ayb,b, --- by die k Punkte 
- bb, --+ by entsprechend gemein und folglich muss sein a,4;—<a, u. s. w. 
gegen unsere Annahme, dass die urspriingliche Gruppe aus » Punkten 
bestehe. Ist aber k = 2, so ist a,a,--+ dnb, b, Z a,a,-++-a,b,b,, 
was nicht mdglich ist, weil, wenn die beiden Punkte b,b, sich ab- 
wechselnd entsprechen, auch die iibrigen sich abwechselnd entsprechen 
miissen, also dem a, nicht a, und dem a, der Punkt a, entsprechen 
kann; ausser wenn » = 2 ist, welchen Fall wir stets ausschliessen. 
Es bilden somit die Punkte b,b,---b, wieder eine eyclisch-projecti- 
vische Gruppe von » Punkten und diese ist durch die Gruppe a, a, -- + dp 
und den einen ihrer Punkte b, vollstiindig bestimmt. Da a,a, --- a,b,b, 
+++ Dy Z\ GgG3 +++ a,b,b,--+b, und diese letzte Reihe wieder 7 a,a, 
+++ d,b,b,---b, und ferner 7 a,a, «+ - a,b,b, -- +b, u. s. w., so ist 
. auch die erste Reihe projectivisch zu jeder andern, die aus ihr ent- 
steht, indem man alle Indices um dieselbe Zahl erhdht. 


7. Die Gruppe a,a, -+-a@,, von der wir hier ausgingen, kann man 
noch in anderer Art als cyclisch-projectivische Gruppe anordnen. Wenn 
man nimlich, unter p eine beliebige Zahl < » verstanden, die Zahlen 
pt+1, 2p+1, 3p+1,--- (w=1)p+1, resp. ihre Reste bei Di- 
vision durch », der Reihe nach mit a@ B y ---v bezeichnet, so ist die 
Reihe @,dedag --- dy projectivisch zu der Reihe, welche durch Erhéhung 
der Indices um p entsteht, also zu der Reihe a,aga,--+a,. Soll diese 
Gruppe wieder » Punkte enthalten, so miissen die Zahlen « By---v 
alle verschieden sein, und dazu ist nothwendig und hinreichend, dass 
p relative Primzahl zu n ist. Es wird nachher (Nr. 10.) bewiesen, 
dass dies die einzigen Anordnungen der » Punkte sind, in welchen sie 
cycl.-proj. Gruppen bilden. Nun werde die Gruppe 6,b,' --- 6,’ be- 
stimmt, welche sich zu 6, aus der Beziehung 


, , , , 
@, aig + > > dyb, by +++ bn XK dadg--+ a,b, b+ ++ db, 


ergiebt. Indem man aber in der Reihe a,a, - - - dnd, b,--+b, die In- 
dices um p erhdht, folgt 


Gy, +++ Anb,b, +++ dn K Mitpdatp +++ Upditpbeyy +++ by, 
oder, indem man sie beiderseits passend umstellt, 
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Matty ++ + Ayby babs ++ +b, K Gatydy +++ A bi4pbatp +++ bray 

’ VV Gatigdy +++ dy babgh, - ++ by. 

Daher ist b,’ = ba, b,;’ = bz, --+ b,’ =b,, so dass man dieselben Punkte 
wiederfindet, die bei der ersten Anordnung schon gefunden waren. Es 
sind also die Punkte b,b,--+b,, abgesehen von ihrer Anordnung, be- 
stimmt durch den Punkt b, und die Punkte a,a,---d, der gegebenen 
Gruppe, unabhiingig davon, wie diese leteteren in cyclisch-projectivische 
Gruppen zusammengefasst werden. 

Ein weiterer Punkt ¢, der keiner der beiden Gruppen angehGrt, 
bestimmt wieder eine cycl.-proj. Gruppe, die von den friiheren ver- 
schieden ist. Es zerfillt so die Gerade, als Punktreihe betrachtet, in 
eine unendliche Zahl von cycl.-proj. Gruppen, deren Gesammtheit wir 
als cyclische Involution bezeichnen. 

Das Kennzeichen, dass zwei cycl.-proj. Gruppen von je » Punkten 
iQ, +++ Gy, b,b,++-+b, derselben cyclischen Involution angehoren , ist 
somit dies: dass sie eine Beziehung wie die 

_ A, Ay +++ And by +++ On ZK d,0, +++ a,b,b,-- +d, 
hefriedigen. 

Die Gruppe 0, b, --- b,, welche, wie eben angegeben, vom Punkte 
b, aus construirt ist, soll bezeichnet werden als diejenige Gruppe der 
cyclischen Involution, welche vom Punkte b, ausgeht. Man sieht, dass 
diejenigen Gruppen, welche von den Punkten b,), ---b, der ersten 
Gruppe ausgehen, sich von dieser nur durch die Anordnung der Punkte 
in der Gruppe unterscheiden. 


8. Wenn a,a,-+++ a, eine eyel.-proj. Gruppe ist, so kann man 
nach Nr. 6. zwei in der Geraden vereinigt gelegene Punktreihen auch 
so projectivisch auf einander beziehen, dass 

A, A, +++ On JK Medea s+ + M1. 
Auch dann haben die beiden Reihen keinen Punkt entsprechend gemein. 
Gesetzt sie hiitten einen Punkt a gemein, so wiire 
P Aydyg s+ + Gad (\ Ader? ++ Ap—id. 

In der durch die Gruppe @,@,-- +a, bestimmten cyclischen Invo- 

lution sei nun die von a ausgehende Gruppe aa’a”---, so dass 
, ’ ” 
yg + + * On AW +++ ZK Agdy+ ++ G0 a+ ss. 

Dann ist a,@.--+Gn,@ 7\ d,4,++-a,@ und dies wieder 7\ aga, 
+++a,a" u.s.w., endlich auch 7 aay41° + > a—14%-". Daher wire 
auch 

Opdp4i*** Op—1 A Apaps1** “a —1a*-), 
oder a = a*-, d.h. die von a ausgehende Gruppe bestiinde nur aus 
k — 1 Punkten, also, da & nicht > m ist, aus weniger als » Punkten, 
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wihrend in der vorigen Nummer bewiesen wurde, dass sie aus » Punk- 
ten bestehen muss. 

Wenn also zwei Punkte sich so bewegen, dass sie in den eu Anfang 
der Nummer charakterisirten Punistreihen sich stets entsprechen, so miissen 
sie sich in derselben Richtung bewegen. 

9. Wir haben schon friiher (Nr. 2. Ende) darauf hingewiesen, dass 
die Punkte einer cycl.-proj. Gruppe a,a,---a, nicht in dieser Reihen- 
folge auf der Geraden zu liegen brauchen. Nehmen wir an, sie ligen 
in der Reihe a,a,a,a,+--, wo lqrs--- eine Permutation von 123--- 
ist. Nun ist nach Nr. 6. die Reihe projectivisch zu der, welche aus 
ihr durch Erhdhung aller Indices um gq — 1 éntsteht, also zu der 


UqA2q—14r4+gq—1° 
Da zwei Punkte, welche die beiden Reihen so durchlaufen, dass sie 
sich stets entsprechend bleiben, sich ia gleicher Richtung bewegen 
miissen, wie eben gezeigt wurde, und weil einem Punkt der Gruppe 
wieder ein Punkt der Gruppe entspricht, so muss, wenn der eine Punkt 


von a, ausgehend nach a,a,a,--- gekommen ist, der entsprechende 
vou @, aus wandernd nach resp. d@2,-14,;4,—1°-- gekommen sein, und 
diese Punkte miissen nothwendig mit a,a,--- identisch sein, so dass 


zwischen den Indices die Gleichungen bestehen 
2q—l=—r, r+q—l1l=s-:-,, 
welche aussagen, dass die Indices 1 grs--- eine arithmetische Reihe 
bilden. Andererseits folgt dann, dass 
Gy Ug GypAs+ ++ Z\ AgArAs +++, 

und dies zeigt, dass man zwei in der Geraden vereinigt liegende Punkt- 
reihen so projectivisch beziehen kann, dass jedem Punkte der Gruppe, 
als einem Punkte der ersten Reihe, der in der Geraden auf ihn folgende 
Punkt als Punkt der zweiten Reihe entspricht, oder dass jede cyclisch- 
projectivische Gruppe bei anderer Anordnung der Punkte eine ordentliche 
Gruppe ist. 

In dem einen Falle einer Gruppe von fiinf Punkten (Nr. 2.) ist 
die Gruppe a,a,a,a,a,, im andern die a,a,a,a,a, eine ordentliche. 

Wenn nun auf einer Geraden zwei Gruppen von je » Punkten 
liegen, a@,a,---d, und b,b,-+-b,, und zwar in den Reihenfolgen 
@,@,a,--+- und b,b,b,--+, und wenn die Punkte a, und b,, a, und 
bn, 4, und b, identisch sind, so haben die beiden ordentlichen Grup- 
pen @,4,4,---, b:b,b, --- 3 aufeinander folgende Punkte gemein, 
fallen also in allen ihren Punkten zusammen, d. h. wenn zwei cyclisch- 
projectivische Gruppen von je n Punkten drei auf einander folgende 
Punkte gemein haben, so stimmen sie in allen Punkten iiberein. 

Wenn man die vorstehenden Sitze auf andere Elemente als Punkte 
einer Geraden iibertriigt, so kann man sagen: liegen von zwei cyclisch- 
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projectivischen Gruppen von gleich viel Elementen drei aufeinander fol- 
gende. Elemente der einen in drei aufeinander folgenden Elementen der 
sweiten, so liegt jedes Element der ersten in einem Element der zweiten. 

Hiermit ergiebt sich nun eine einfache Construction von cycl.-proj. 
Gruppen, wenn man die Theilung des Kreises als vollzogen annimmt*). 
Legt man nimlich » Strahlen durch einen Punkt so, dass sie die Ebene 
in gleiche Winkel theilen, so bilden.sie eine cycl.-proj. Strahlengruppe. 
Denn heissen sie @,a@,---a,, so ist der Biischel a,a,---@,0, dem 
ersten sogar congrtent, folglich auch projectivisch. Gehen drei auf- 
einander folgende Strahlen eines solchen Biischels durch drei aufeinan- 
der folgende Punkte einer cycl.-proj. Punktgruppe, so gehen die iibrigen 
Strahlen durch die andern Punkte; so dass man mit einem solchen 
Biischel jede cycl.-proj. Gruppe von » Punkten auf einer Geraden aus- 
schneiden kann. 


10. Mit Hiilfe des am Anfang der Nummer 9. bewiesenen Satzes 
kann man nun auch die Frage erledigen, ob und wie man aus » Punk- 
ten einer cycl.-proj. Gruppe noch andere solehe Gruppen bilden kann. 
Bezeichnen wir die Punkte der Gruppe in der Reihenfolge, wie sie auf 


der Geraden liegen, von a, ausgehend mit b,b,b,---b,, so stehen. 


diese Zeichen mit den oben (Nr. 9.) beniitzten in dem Zusammenhang, 
dass 
b= a, b= a, b,=a,, by =a,---. 

Da nun die Gruppe war a,a,a,---@,, so zeigt die Zahl q an, an 
welcher Stelle dieser Gruppe der Punkt b, steht, r bedeutet dasselbe 
fiir b, u. s. w. Nennen wir diese Zahlen lqrs--- die Stellenzahlen 
der Punkte b,b5b,--- in der Gruppe a,a,--+a,, so kénnen wir den 
oben bewiesenen Satz so aussprechen: Wenn die Punkte b,b,b, - ++ On 
in irgend einer Anordnung eine cyclisch-projectivische Gruppe bilden, so 
bilden ihre Stellenzahlen eine arithmetische Reihe. 

Bezeichnen wir die constante Differenz der Glieder dieser Reihe 
mit 0, so ist die Reihe der Stellenzahlen 


1, 1+¢6, 1420, 14+30..-.. 
Damit diese von einander verschiedene Reste nach n lassen, muss 0 
zu » relativ prim sein. Zwei Punkte, b, und b,, stehen dann in der 
Gruppe neben einander, wenn ihre Stellenzahlen sich um 1 unter- 
scheiden, also 


1+ (k—1)8 +1=1-+4 (l—1)6 (mod n) 
(l—k)d =1 (mod n) . 
ist. Ist 1 > k, so ist 1—k > O aber <n; ist aber 1 <k, so denke 


*) Kiein a,o, a O. 
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man sich / + n fiir 7 gesetzt, d. h. den Pankt b, auch bezeichnet mit 
bi4n, 80 ist 1-4+n—k wieder >0 und <n. Nach dieser Festsetzung 
ist 1 — k stets > 0, aber <m, und daher kann es nur gleich sein 
der einzigen zwischen. denselben Grenzen gelegenen Wurzel « der 
Congruenz 
a ed = 1 (mod x). 
Diese Congruenz hat nur eine Wurzel in jenen Grenzen, weil 0 zu n 
relativ prim ist. Folglich bilden die Indices der } in der Bezeichnung 
der Gruppe eine arithmetische Reihe. Weil aber, “wenn man 
q—l=—=r—q=s—r=::- 

mit d bezeichnet, 

by = 4,, b,—=daz1, 3 = A2a41, by = Gsagi --- 
ist, so bilden auch die Indices der a eine arithmetische Reihe, wenn 
die der b eine solche bilden, d. h. also: bilden die Punkte a,a,az +++ dn 
eine cyclisch-projectivische Gruppe, so sind alle tibrigen Anordnungen, 
in welchen sie eine solche Gruppe bilden, diejenigen, in welchen die In- 
dices der Punkte eine arithmetische Reihe bilden. 

So z. B. hat man bei 5 Punkten a,a,a,a,a, die Anordaungen 
Gy MyM, Ay My, A,4,4,4, 43, 4,a,4,a,a,, in welchen die Punkte cyclisch- 
projectivische Gruppen bilden. 

11. Auch die Sitze der letzten Nummern iibertragen sich natiirlich 
auf Ebenen- und Strahlbiischel und insbesondere vom letzteren auch 
auf einen Kegelschnitt, der durch das Centrum des Biischels geht. 
Wir wenden uns nun zur Betrachtung von cycl.-proj. Punktgruppen, 
die auf einem Kegelschnitt gelegen sind. 

Besteht die Gruppe aus drei Punkten a,a,a,, so schneiden, wie 
bekannt, die Tangenten in den drei Punkten a,a,a, die gegentiber- 
liegenden Linien a,a,, @,4,, 4,4, in Punkten einer Geraden. Diese 
Gerade wollen wir als die zu der Gruppe gehérige bezeichnen. Auch 
zu einer Gruppe von mehr als drei Punkten gehért eine Gerade. Um 
dies zu beweisen, bemerken wir, dass nach dem in Nr. 6. gegebenen 
Satze 

Ay On M4 pAp Z\ An—p+14n—pQ; An 
A An, An —pOn—p+1 
ist, weil die Indices rechts in der ersten Beziehung sich von denen 
links um »—vp unterscheiden und a4, —4,, den—p = Gn—» ist. 
Folglich sind @,4,, @p@n—p41, %414%,—py Paare einer Involution. 
Fiir p= 2 zeigt sich, dass a@,@,, @)@,—1, 3 4,—2 einer Involution 
angehéren; p= 3 lehrt, dass auch a,a,—; ein Paar derselben Invo- 
lution ist u. s. w. Daher gehen die Verbindungslinien der Punkte a, 
und @,, @ und d,-1, ad, und d,—2 u. s. w. alle durch einen Punkt 
p,, und weiter ist 








(ly 
de 
si 


fo 
sil 
ul 
cle 



















Das Imaginiire in der Geometrie und das Rechnen mit Wiirfen. 97 


,A,A, +++ An Z\ Andn—1An—2 +++ ye 
































Weil aber a,a, a, -- +d, 7\ d,4,4,++-4,, 80 ist auch 
yA, +++ Andy (\ AnGn—1An—2** * Ay Ay. 


Weil hier a, und a, sich abwechselnd entsprechen, sind a,a,, @;4,—1, 
@,@,—2, ++ Punktepaare einer Involution und die Verbindungslinien 
der Punkte dieser Paare schneiden sich in einem Punkte p,. Ebenso 
sieht man, dass auch 


(gy > + + UnGy A, 7\ AnGn—1°+* + AgMy,, 


folglich @3@n, @,@,—1, @@,—2, +++ ebenfalls Paare einer Involution 
sind, deren Centrum ein Punkt p, ist. So kaun man weiter schliessen 
und findet: alle Sehnen zwischen Punkten einer Gruppe gehen durch 
denselben Punkt, fiir welche die Summe der Indices der Punkte die- 
selbe ist. Den Pankt bezeichnen wir mit p,, wenn s die Summe der 
Indices ist. 

Nun sind die beiden Biischel a,(a,a, +++ @,) und a, (aja, - + - a) 
projectivisch und perspectivisch gelegen, also liegen nach der eben ein- 
gefiihrten Bezeichnung die Punkte p,p, --- p,»p,p. auf einer Geraden. 
Weil andererseits die Biischel a, (a@,a, +--+ a@,) und a,(a,a, +--+ a,) pro- | 
jectivisch und perspectivisch gelegen sind, so liegen auch die Punkte 
PyPo*** PnP; Pop, auf einer Geraden, so dass demnach alle » Punkte 
p auf derselben geraden Linie gelegen sind. Indem man andere und | 
andere Punkte der Gruppe zu Centren der projicirenden Strahlbiischel : 
nimmt, findet man, dass zu jeder Gruppe eine Linie gehirt, auf welcher 
die Projection der Gruppe von jedem ihrer Punkte aus dieselbe cyclisch- | 
projectivische Gruppe liefert. 

Ist p eine beliebige zu m relative Primzahl < » und bezeichnet 
man wie oben (Nr. 7.) die Reste der Zahlen 


1, p+1, 2p+1, 3p+1,--- | 
der Reihe nach mit la By---, so ist @,dedgdy--++ dy, eine Gruppe, 
die von der a,@,+-++a@, nur der Ordnung der Punkte nach verschie- 
den ist. Nennen wir die Punkte a,a,'a, +++ a,’ und suchen die zu ihr 
gehérige Linie. Ein Punkt dieser Linie ist nach dem eben Bewiesenen 
der Schnittpunkt der Linien 


, , , . , , 
M441, G20;, asa, u. 8. w. allgemein aj41.a;-241, 


der Punkt a, ist aber mit dem ag@—1)p41 identisch, daher sind die ge- 
nannten Linien die Verbindungslinien der Punkte 

Gy Aiptiy Ap+i%i—yp4+i1, Gap+i%u—ap+i1, *** Ukp4+14G—Hpti *** 

Die Summe der Indices ist hier = Ip + 2, folglich gehen die Linien 
alle durch den Punkt p,, wenn s =lp-+ 2 (mod) ist. Die Centren 
aller Involutionen, welche zu der neuen Gruppe gehéren, sind mit 
7 
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Centren von Involutionen der alten Gruppe identisch und folglich ge- 
hért zu beiden Gruppen dieselbe Linie, oder diese ist nur von den 
Punkten selbst, nicht aber von ihrer Anordnung in der Gruppe abhiingig. 


12. Es sei b, ein Punkt des Kegelschnitts, der nicht der Gruppe 
a,4,-+-++d, angehort, und b,b, ---b, diejenige Gruppe, welche von b, 
ausgeht und mit der ersten zu derselben cyclischen Involution gehdrt. 
Dann sind die » Biischel 


(in (@, +--+ Gnd, +++ dn), 
@n—1 (dg +": + @, b+ ++ dy), 


(ty (An—1 = Gn—2bn—1 ste ba—2), 
hy (Qn + + * On—1 On + + + Dy—1) 


jedes zu jedem andern projectivisch und perspectivisch gelegen. Folg- 
lich liegen die Schnittpunkte entsprechender Strahlen je zweier dieser 
Biischel in einer Geraden; diese ist aber die zur Gruppe a, 4a, -- + dy 
gehirige, auf welcher die Punkte p,p,---p, gelegen sind. Somit 
gehen entsprechende Strahlen aller dieser Biischel durch denselben 
Punkt jener Geraden, z. B. die Strahlen 


Ginb;, G@n—1b,, Gn—2b3, +++ Ggbn-1, Gdn; 


und so kann man sagen: von welchem Punkte der ersten Gruppe aus 
man auch die zweite auf die erwihnte Gerade projiciren mag, stets 
entsteht dort (von der Ordnung abgesehen) dieselbe Gruppe von 
Punkten. Da diese Gruppe in symmetrischer Weise von den beiden 
ersten abhingt, so folgt also noch, dass zu beiden Gruppen dieselbe 
Linie gehért, oder allgemeiner, dass zu allen Gruppen derselben cycli- 
schen Involution auf dem Kegelschnitt Mieselbe Gerade gehirt, von der 
man also auch sagen kann, sie gehdre zu der cyclischen Involution. 
Projicirt man die Gruppe a,qa,-- +a, von einem beliebigen Punkte 
b des Kegelschnitts aus auf die zugehérige Gerade g, so erhilt man 
eine Punktgruppe, die mit der Gruppe p,p,---p, zu derselben cycli- 
schen Involution gehért. Sind niimlich qg,q,---@, die Schnittpunkte 


von g mit den Strahlen ba,ba, ---ba,, so folgt, indem man die unter 
sich projectivischen Biischel . 


Gy (Gy Qy+++ nb), Gy (A,4,+ ++ And), +++ An(Qy ay +++ And) 


durch g schneidet, 


P2Ps°** 1 ZK PsPy* + * Pode A+++ KK PyPos + * PnQn; 


oder anders geordnet, indem man je zwei aufeinander folgende ver- 
gleicht, 

















/ 


Das Imaginiire in der Geometric und das Rechnen mit Wiirfen. 


P\Po+ ++ Pad, 7K PoP3 ++ * PyQ» 
PuPs - % A PaPs Sy 





P\P2*** Pan A PoP3*** Pad» 


so dass in der That 


PiPo* + * PnW 42° °° In TK Pos ++ * Py 929° ° * Nh 


ist; eine Beziehung, die nach Nr. 6. beweist, dass beide Gruppen der- 
selben cyclischen Involution angehéren. olglich gehdren alle Gruppen, 
die man erhiilt, durch Projection der Gruppe a,a,-++@, auf die zuge- 
hirige Gerade, von verschiedenen Punkten des Kegelschnitts aus, zu der- 
selben cyclischen Involution. Die Linie, welche zu einer cyclischen In- 
volution gehért, kann den Kegelschnitt nicht schneiden. Wire nim- 
lich a ein Schnittpunkt, so wiirde durch Projection der Punktreihe 
P\Po +++ Paw von den beiden Punkten a, und a,—; aus folgen 


Gy > ++ Und J\ Andg+++A,a,, 


so dass a ein den beiden Punktreihen entsprechend gemeinsames Ele- 
ment wiire gegen Nr. 5. 


13. Weun der Kegelschnitt und eine ihn nicht schneidende Ge- 
rade gegeben ist, so ist dadurch eine cyclische Involution auf dem 
Kegelschnitt, zu der die Linie gehért, vollstiindig und eindeutig be- 
stimmt. Um dies zu zeigen, sei zuerst angenommen, dass auf dem 
Kegelschnitt zwei cycl.-proj. Gruppen von je » Punkten vorhanden sind, 
die aber nicht derselben cyclischen Involution anzugehéren brauchen; 
die eine A sei a,d, ++: @,, die andere B 6b,b,---b,. Bezieht man nun 
zwei auf dem Kegelschnitt gelegene Punktreihen projectivisch so aufein- 
ander, dass drei aufeinander folgenden Punkten der B drei ebensolche 
Punkte der A entsprechen, so entspricht der zweiten cycl.-proj. Gruppe 
eine andere, die mit der ersten drei aufeinander folgende Punkte gemein 
hat, also nach Nr. 9. ganz mit ihr tibereinstimmt. Eine projectivische 
Beziehung zwischen zwei auf einem Kegelschnitt gelegenen Punkt- 
reihen bestimmt aber auch eine solche Beziehung zwischen zwei die 
Ebene des Kegelschnitts bedeckenden Punktfeldern, bei der der Kegel- 
schnitt unveriindert bleibt, und diese fiihrt, weil sie die Gruppe B in 
die A iiberfiihrt, die zu B gehérige Linie h in die zu A gehirige g 
tiber. 


Wenn somit zwei Gruppen A und B von gleich viel Punkten auf 
einem Kegelschnitt gegeben sind, so giebt es immer eine projectivische 
Umformung der Ebene des Kegelschnitts in sich selbst, welche B in A 
und die zu B gehirige Linie in die zu A gehorige iiberfiihrt, wihrend 
der Kegelschnitt in sich tibergeht. 


beg 
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Sei jetzt gegeben B, seine zugehérige Linie h, ferner eine den 
Kegelschnitt nicht schneidende Gerade g und ein Punkt a, des Kegel- 
schnitts. Ist A eine Gruppe, welche a, enthiilt und g zur zugehdérigen 
Linie hat, so muss es mdglich sein, die Ebene des Kegelschnitts so in 
sich projectivisch zu transformiren, dass h in g, der Kegelschnitt in 
sich selbst und b, in a, iibergeht. Es seien G und H die Pole von 
g und h, also Punkte im Innern des Kegelschnittes, weil g und h die- 
sen nicht schneiden. Man lege nun durch H und 0, eine Gerade, 
welche den Kegelschnitt in b’ zum zweitenmal treffen mige, ziehe in 
b, und b’ die Tangenten und bezeichne mit ¢ deren Schnittpunkt und 
mit d den einen der beiden Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der 
Linie He. Die durch Construction mit G und a, erhaltenen Punkte 
seien entsprechend a,a'cd’. Man lasse dann die vier Punkte a, a'c'd’ 
den b,b'cd entsprechen, womit das Gewiinschte erreicht ist. Die hier 
verlangte Beziehung kann aber in mehr als einer Art hergestellt wer- 
den. Sind niimlich die beiden Schnittpunkte des Kegelschnitts mit He 
d, und d, und die mit Ge d,’ d,', so kann man fiir d nehmen d, oder 
d, und fiir d’ entweder d,’ oder d,'. Die beiden Annahmen d = d,, 
d’=d, und d=d,, d’=d, liefern dasselbe. Denn in Folge der 
ersten entspricht dem, von d, verschiedenen, Schnittpunkte d, der 
Linie He mit dem Kegelschnitt der, von d,’ verschiedene, von Gc’ 
also d,’. Aus dem gleichen Grunde liefern die beiden Annahmen 
d=d,, d’=d, und d=d,, d’ =d,' dieselbe Beziehung. Es bleiben 
also noch zu vergleichen die beiden Festsetzungen d= d,, d'=d,’ 
und d=d,, d’=d,. Sei e-ein beliebiger Punkt des Kegelschnitts 
und e, und e, die ihm in beiden Hypothesen entsprechenden. Die 
Linie ce,’ bestimmt sich daraus, dass ¢ (a,a'd,'e,') 7 ¢(b,b'd,e) und 
die Linie c’e,’ aus der Bedingung ¢ (a,a'd,'e,') Z\ ¢(b,b'd,e). Da die 
beiden Linien cd, und cd, zusammenfallen, so miissen auch, weil 
é(a,a'd,'e,) ZK e(a,a'd,'e,'), die beiden ce,’ und ¢’e,’ identisch sein. 
Entspricht also bei der ersten Art der Beziehung dem Punkt e der 
Punkt e,', so entspricht ihm nach der zweiten Art der e,’, welcher mit 
ihm und ¢ auf derselben Geraden liegt. 

Nun entsprechen den Punkten b,b,---b, der Gruppe B bei der 
ersten Art der Beziehung der Reihe nach die Punkte der Gruppe 
@,d,--+*@,- Da die Puakte b,b, - b,b, - b,b,-1--- Punktepaare einer 
Involution sind mit dem Centrum ¢ (siehe Nr. 11.), so sind auch 
G4, + Gy 4y* G34,-1 +++ Punktepaare einer Involution mit dem Cen- 
trum c’. Daher werden bei der zweiten Art, die Beziehung festzusetzen, 
nach der obigen Bemerkung den Punkten 0,b, --- 6b, die Punkte 
@,4_n4,—1-*+@, entsprechen, d. h. man erhilt bei der zweiten Be- 
ziehung dieselbe Punktgruppe nur in anderer Anordnung ihrer Punkte. 

Durch eine den Kegelschnitt nicht schneidende Gerade und einen 
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Punkt a, der Curve ist also eine cycl.-proj. Gruppe bestimmt, zw welcher 
die Gerade gehirt, und folglich ist durch die Gerade allein die ganze 
cyclische Involution eindeutig bestimmt, zu welcher die Gerade gehirt. 

Wenn also zu zwei Gruppen dieselbe Gerade gehdrt, so sind beide 
Gruppen in derselben cyclischen Involution enthalten. 


14. Weil die Punktepaare aa, -a,a@,—,+-- einer Involution an- 
gehéren, von welcher a, ein Ordnungselement ist, so hat sie noch ein 
zweites b,, welches von a, harmonisch getrennt ist durch die Punkten- 
paare @,4,, @34,—1;, +++ und daher zu a, in der Gruppe harmonisch 
zugeordnet heissen soll. Zu a, gehtet ebenso ein Punkt b,, welcher 
von jenem durch a, a3, @,@,, +--+ harmonisch getrennt ist, allgemein 
zu a, ein Punkt ‘, der ihm in der Gruppe harmonisch zugeordnet 
heissen soll, weil er von ihm durch alle Punktenpaare a2,_; 4), 
@zk—2@, +++ harmonisch getrennt ist. Der Punkt & ist ein Punkt 
der Gruppe, nimlich a; azy? Wenn n gerade ist, dagegen gehort er bei 

2 


ungeradem » nicht der Gruppe an. 

Ist die cycl.-proj. Gruppe a,a@,--- a, auf einem Kegelschnitt ge- 
legen, so ist das Centrum der Involution, deren Paare sind a,a,, 
@34n—1, ***, der Punkt p, der zur Gruppe gehdérigen Linie. a, ist der 
Beriihrungspunkt der einen von p, an den Kegelschnitt gezogenen 
Tangente, folglich der der andern b,, und die Linie a,b, geht durch 
den Pol der zur Gruppe gehérigen Geraden. So geht jede Verbindungst 
linie eines Punktes der Gruppe mit dem ihm in der Gruppe harmonisch 
zugeordneten durch den Pol der Linie, welche zu der Gruppe gehért. 
Daraus folgt, dass eine gegebene Linie zu einer gegebenen Gruppe 
gehért, wenn der Pol der Linie das Centrum der Involution ist, welche 
von den Paaren gebildet wird, die aus den Punkten der Gruppe und 
ihren harmonisch in der Gruppe zugeordneten bestehen. Dazu ist 
nothwendig und hinreichend, dass zwei Verbindungslinien etwa a,b, , a,b, 
sich in dem Pole schneiden. 

Durch drei Punkte a,a,b, ist ee und nur eine ordentliche cyel.- 
proj. Gruppe a,@,a,---a, bestimmt, in der a, und a, zwei benach- 
barte Punkte und b, der zu a, harmonisch zugeordnete sein sollen. 
Da nimlich a,a, harmonisch getrennt ist durch a,b,, so bestimmen 
die gegebenen Punkte noch a, und die drei Punkte a,a,a, eine ein- 
zige ordentliche Gruppe, in der sie aufeinander folgende Punkte sind. 

Derselbe Satz gilt natiirlich auch fiir Gruppen im Strahl- und 
Ebenenbiischel. Gehen nun zwei benachbarte Strahlen «, «, einer ordent- 
lichen Gruppe @, «,---@, in einem Strahlbiischel durch die beiden Punkte 
a,a, der Punktgruppe und der dem Strahl @, zugeordnete Strahl 6, 
durch den Punkt b,, so schneidet die Gruppe im Strahlbiischel die 
Gerade in einer ordentlichen Gruppe, welche mit der Gruppe a; @,-- - Gn 
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die beiden benachbarten Punkte a,a, und den a, harmonisch zuge- 
ordneten b, gemein hat, folglich nach dem oben Bewiesenen mit jener 
zusammenfallt. Somit liegt in jedem Strahl der Strahlengruppe a, «,-+- a, 
ein Punkt der Punktgruppe a,a,--- an. 

15. Projicirt man die Punkte a,a,---a, und die zugeordneten 
b,b, +--+ b, von einem Punkte des Kegelschnitts aus auf die zur Gruppe 
a,@, +++ a, gehorige Linie g, so entstehen dort zwei Gruppen ¢,c, - - + ¢, 
resp. d,d,---d,.- Weil a,a,, d34,—1 +++ harmonisch getrennt sind 
durch a,b,, so sind auch ¢,¢,, ¢;¢,—1 --+ harmonisch getrennt durch 
¢,d,, d. h. d, ist der Punkt, welcher in der Gruppe ¢,¢,---c¢, dem 
¢c, harmonisch zugeordnet ist. Nun geht aber a,b, durch den Pol der 
Linie g, folglich sind nach einem Math. Annalen Bd. VIII, 8. 156 
bewiesenen Satze c,d, conjugirt in Bezug auf den Kegelschnitt. Ebenso 
sind natiirlich ¢,d,, c,d,;-++¢,d, conjugirt in Bezug auf den Kegel- 
schnitt. 

Wie in Nr. 13. bewiesen wurde, bestimmt eine den Kegelschnitt 
nicht schneidende Gerade auf der Curve eine cyclische Involution, zu 
deren Gruppen allen die Gerade gehért. Projicirt man diese cyclische 
Involution von einem Punkte des Kegelschnitts aus auf die Gerade, so 
entsteht dort natiirlich wieder eine solche Involution; dieselbe ist aber 
vom Projectionscentrum unabhingig und also nur durch den Kegel- 
schnitt und die Gerade bestimmt. Sei nimlich die Gruppe a, a, -- + a» 
ymit A bezeichnet, C eine andere cycl.-proj. Gruppe des Kegelschnittes, 
die mit A zu derselben cyclischen Involution gehért, r und s zwei 
Punkte der Curve und A,A,C,C, die 4 Gruppen, welche durch Pro- 
jection der Gruppen A und C von den Punkten r und s auf die Ge- 
rade entstehen. Ferner sei P die Gruppe der oben Nr. 12. mit p, p,*-- pn 
bezeichneten Punkte. Dann gehéren nach dem, was Ende von Nr, 12. 
bewiesen wurde, die Gruppen P, A,, A, derselben cyclischen Invo- 
lution an. Weil andererseits A und C derselben cyclischen Involution 
zugehéren, so folgt durch Projection, dass einerseits A,C,, anderer- 
seits A,C, je derselben cyclischen Involution angehéren. In Verbin- 
dung mit dem Vorigen folgt also, dass die 4 Gruppen auf g A,A,C,C, 
derselben Involution angehéren, von der auch P eine Gruppe ist. So- 
mit kann man sagen: wenn die Gruppe ¢,¢,-+++¢, der durch die Ge- 
rade g bestimmten Involution angehirt, so ist jeder ihrer Punkte conju- 
girt in Bezug auf den Kegelschnitt zu dem ihm in der Gruppe harmo- 
nisch zugeordneten. Wenn umgekehrt die Gruppe ¢,¢,- ++ €n diese 
Eigenschaft hat, so gehort sie der durch g bestimmten cyclischen Invo- 
lution an. Denn bezeichnen wir wie oben mit d, - --d, die den Punk- 
ten ¢,--+¢, harmonisch zugeordneten, so ergiebt sich durch Projection 

von einem Punkte r des Kegelschnitts aus auf diesen eine Gruppe 
4%, +++ a, und eine zweite b,b, ---b,, deren Punkte die den Punkten 
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der ersten harmonisch zugeordneten sind. An der vorhin citirten Stelle 
wurde nun ein Satz bewiesen, dem zufolge, weil c, und d,, c, und d, --- 
conjugirt sind, die Verbindungslinien a, b, , gb, -++ sich im Pole der 
Linie g vehialibiin. 

Weil nun a,a,--+-+a, eine cycl.-proj. Gruppe, schneiden sich die 
Linien a,@,, @;@,—1 +++ alle mit den Tangenten in a, und 6b, in einem 
Punkte p,, der auf g liegt, weil a,b, durch den Pol von g geht. Ebenso 
wie p, liegt auch das Centrum p, der bei der Gruppe auftretenden In- 
volution @, 43, @)@) +++ auf g, so dass g die zur Gruppe a,a,--- a, ge- 
hérige Linie ist, folglich die Gruppe c¢,c, -+ +c, eine durch die Gerade 
g bestimmte Gruppe. 

Nach dem zuerst Bewiesenen gehen alle Linien a,b,, a,b, - - - durch 
den Pol von g, wenn dies bei zweien der Fall ist, und dies wieder tritt 
ein, wenn zwei Punkte der Gruppe ¢,c,---¢, conjugirt sind zu den 
ihnen harmonisch zugeordneten. Also hat man den Satz: Wenn auf 
einer Geraden eine cyclisch-projectivische Gruppe liegt, von welcher zwei 
Punkte conjugirt sind zu ihren harmonisch zugeordneten, so gehort die 
Gruppe der cyclischen Involution an, welche durch die Gerade be- 
stimmt ist. 

Endlich werden wir im Folgenden noch den Satz brauchen, dass 
man in einer cyclischen Involution stets eine Gruppe finden kann, in 
welcher ein Punkt und sein harmonisch zugeordneter ein ‘Paar einer 
gegebenen Involution bilden. 

Nehmen wir, um den Satz zu beweisen, an, die Gruppe liege auf 
einem Kegelschnitte. Dann gehen die Verbinduugslinien eines Punktes 
mit seinem harmonisch zugeordneten fiir alle Gruppen der cyclischen 
Involution durch einen festen Punkt im Innern des Kegelschnitts. 
Sollen zwei solche Punkte ein Paar einer anderen Involution bilden, 
‘so muss ihre Verbindungslinie noch durch das Centrum dieser Invobation 
gehen. Die beiden Punkte sind also gegeben als Schnittpunkte des 
Kegelschnittes mit einer Geraden und diese sind vorhanden, weil die 
Gerade durch einen im Innern des Kegelschnitts gelegenen Punkt geht. 
Kine Gruppe, welche der gegebenen cyclischen Involution angehért und 
von einem der beiden Punkte ausgeht, hat die gewiinschte Eigenschaft. 


§ 2. 
Die Darstellung des Imaginéren in der Geometrie mit Hilfe cyclisch- 
projectivischer Gruppen. 


16. Wir nennen eine ordentliche ‘cyclisch-projectivische Gruppe 
i, %_Q, +++ Gd, einen imaginiren Punkt, Ebene oder Gerade erster Art, 
je nachdem ihre Elemente a,a,---a, Punkte einer Geraden, Ebenen 
eines. Ebenenbiischels oder Strahlen eines Strahlenbiischel sind. Dabei 
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soll der cyclisch - projectivischen Gruppe ein bestimmter Sinn ‘beigelegt 
werden, in welchem man sie von einem Elemente durchlaufen an- 
nehmen kann; diesen Sinn kann man in der Bezeichnung der Gruppe 
ausdriicken, so dass z. B. die beiden Gruppen a, a,-++ a, und @, Gn Gp—1++* Gy 
entgegengesetzen Sinn haben. 


Ist b,b,---b, eine zweite ordentliche Gruppe, welche mit a, a,---a, 
zu derselben cyclischen Involution gehért, so soll sie dasselbe Element 
darstellen wie die letztere Gruppe, wenn der Sinn 0,b,---b, mit dem 
Sinne a,a,---a, tibereinstimmt. Nach Nr. 6. giebt es immer eine 
solche Gruppe, welche von einem gegebenen Punkt ausgeht. 

Zwei imaginiire Elemente, deren Darstellungen sich nur durch den 
Sinn von einander unterscheiden, sollen conjungirt heissen. So stellen 
die beiden Gruppen von a,a@,--+a@, und a@,a, +--+ a, zwei conjungirte 
Elemente vor. 

Die Definition, die oben gegeben ist, zeigt, dass jeder imaginiire 
Punkt eine reelle Gerade zum Triger hat, jede imaginiire Ebene eine 
reelle Axe besitzt und jede Gerade erster Art in einer reellen Ebene 
liegt und durch einen reellen Punkt geht. 

Wir sagen nun zwei cyclische Involutionen verschiedener” Art 
z. B. auf einer Geraden und in einem Ebenenbiischel seien perspectivisch 
nach der Lage, wenn jede Punktgruppe der einen Involution in einer 
Ebenengruppe der andern liegt. Nach dem in § 1. Bewiesenen findet 
dies offenbar statt, wenn alle Ebenen einer Gruppe im Ebenenbiischel 
durch die Punkte einer Gruppe auf der Geraden gehen, und dies wieder 
verlangt nach Nr. 4. nur, dass drei aufeinander folgende Punkte der 
Punktgruppe in drei aufeinander folgenden Ebenen der Ebenengruppe 
liegen. 

Aehnliches gilt fiir Punktreihe und Strahlbiischel sowie fiir Ebenen- 
biischel und Strahlbiischel. Zwei solche cyclische Involutionen sollen 
nach Lage wnd Sinn perspectivisch heissen, wenn der Sinn, in dem die 
eine Gruppe beschrieben ist, dem Sinne entspricht, der der zweiten bei- 
gelegt wurde. 

Hiemit kann man die Definitionen wéortlich beibehalten, welche 
in der ersten Abhandlung Bd. 8, 8. 152, § 3. gegeben sind, nur ist fiir 
TInvolution zu setzen: cyclische Involution. 


17. Nun ist zu zeigen, dass zwei imaginire Punkte, deren reelle 
Trager nicht zusammenfallen, aber doch sich schneiden, stets eine ima- 
ginire Gerade erster Art bestimmen. Wenn es iiberhaupt eine solche 
Gerade giebt, so miissen die beiden Punkte in einer reellen Ebene 
liegen, also ihre Trager sich schneiden, und auf beiden Triigern miissen 
eyclische Involutionen liegen, die perspectivisch sind. Es geht vom 
Schnittpunkt a, der beiden Triiger auf der ersten Geraden die ordent- 
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liche Gruppe a,a,---a, aus, auf der zweiten die ordentliche Gruppe 
a,b,--+b,, welche den cyclischen Involutionen angehéren, die auf . 
jenen Geraden liegen und also die beiden imaginaren Punkte darstellen. - 
Die Linien a,b,, a,b, mégen sich im Punkte M schneiden. Zieht man 
von M aus die Strahlen Ma,, Ma, ---Ma,, so gehen von ihnen, die 
eine ordentliche cycl.- proj. Gruppe M (a,a,---a,) bilden, die drei auf- 
einander folgenden Ma,, Ma,, Ma, durch die drei Punkte a,b,b, der 
Gruppe auf der zweiten Geraden und folglich gehen auch die iibrigen 
Strahlen durch die iibrigen Punkte und beide Involutionen sind per- 
spectivisch. Daher stellt die Gruppe M (a,a,---a,) im Strahlenbiische] 
die imaginiire Gerade dar, welche durch die beiden imaginiiren Punkte 
geht. ‘ 

Ersetzt man den zweiten Punkt durch seinen conjungirten, so ist 
dieser durch a,b, b,-1--+b, dargestellt und man hat nun als Linie, 
welche beide enthilt, die imaginiire, deren reeller Punkt: N auf den 
beiden Linien a,b, und a,b,1 gelegen ist und die durch die Gruppe 
N (a, a,:++@,) dargestellt wird. Die Linie Na, dieser Gruppe geht folg- 
lich durch b,. Weil sich in M die Linien a,b,, a,b, und in N die 
a,b, und a,b, schneiden, so werden M und N durch die beiden reellen 
Traiger der beiden Punkte harmonisch getrennt und die Linie MN 
selbst schneidet die beiden Triiger in den beiden Punkten, welche zu 
a, in beiden Gruppen harmonisch zugeordnet sind. 

Spricht man den dualistisch entsprechenden Satz ohne die Worte 
imaginiirer Punkt oder Linie aus, so lautet er: es giebt nur eine Linie, 
welche von 2, mit bestimmten Sinnen begabten cycl.-proj. Gruppen 
zweier Strahlbiischel derselben Ebene, in zwei in demselben Sinne 
beschriebenen Gruppen derselben cyclischen Involution geschnitten wird. 
Daraus folgt nun: wenn man eine cycl.-proj. Gruppe mit einem Sinn, 
auf einem Kegelschnitt, von zwei verschiedenen Punkten der Curve 
aus auf eine Gerade projicirt und beidemal in demselben Sinne be- 
schriebene Gruppen einer Involution erhiilt, so gehért die Gerade zur 
Gruppe auf dem Kegelschnitt. Denn aus dem Friiheren folgt, dass die 
zur Gruppe gehdrige Linie diese Eigenschaft hat, und das Obige zeigt, 
dass nur eine solche Linie existirt, also muss es die fragliche sein. 

Durch einfache Projection kann man jetzt die in den Nummern 13. 
und 14. § 3. der ersten Arbeit enthaltenen Siitze beweisen. 

18. Wir betrachten nun zwei imaginiire Punkte A, B deren reelle 
Trager p,q sich nicht schneiden. Durch einen reellen Punkt A geht 
dann eine reelle Axe einer imaginiren Ebene, welche gleichzeitig die 
beiden Punkte AB enthilt. Denn die beiden imaginiiren Geraden erster 
Art AA und AB haben einen reellen Punkt A gemein und liegen 
folglich in einer imaginiiren Ebene, deren reelle Axe y durch den 

Punkt A geht. Diese Linie r ist die Axe eines Ebenenbiischels, in 
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dem eine cyclische Involution vorhanden ist, nach Sinn und Lage per- 
spectivisch zu denjenigen, welche die Punkte A und B darstellen. In 
jeder Ebene dieses Biischels liegt eine Gerade, welche die drei pgr 
schneidet und alle diese bilden die Geraden einer Regelschaar, von der 
pqr Leitstrahlen sind. Diese Geraden sind zu dem Ebenenbiischel 
perspectivisch, also sind auch sie in cycl.-proj. Gruppen geordnet und 
da jede Gruppe des-Ebenenbiischels durch eine Gruppe auf jeder der 
beiden Linien p, g geht, so geht auch eine Gruppe von Strahlen der 
Regelschaar durch je eine der A und B darstellenden Gruppen auf p 
und q und schneidet r wieder in einer solchen Gruppe. 

Folglich bestimmen zwei imaginire Punkte A, B, deren Triiger sich 
nicht schneiden, mit einem reellen Punkte A eine Regelschaar, deren 
Gerade in cycl.-proj. Gruppen einer cyclischen Involution geordnet sind. 
Schneidet man die Regelschaar durch eine reelle Ebene B, welche keine 
Gerade enthilt, so enthilt sie einen Kegelschnitt, der eine cyclische 
Involution trigt, zu der eine Gerade s gehért. Nun sei a,a,43--- dy 
eine der, aus den Geraden der Regelschaar gebildeten, cycl.- proj. Grup- 
pen, die beiden Strahlbiischel, in welchen B von den Ebenenbiischeln 
p (a, a,+*-a,) und q(a,a,---a,) getroffen wird, schneiden dann s, weil 
es unserer Annahme nach zu der Involution auf dem Kegelschnitte 
gehért, in 2 Gruppen gleichen Sinnes derselben cycl. Involution. Folglich 
thun dies auch die beiden Ebenenbiischel p (a,a,---a,) und q (a, a,-++ a), 
deren Schnitte mit B eben jene Strahlbiischel sind, und weiter auch 
ihre Schnitte mit jeder andern durch s gehenden Ebene C. Diese 
Ebene C tritft die Regelschaar in einem Kegelschnitt, der eine cyclische 
Involution triigt, welche zu denen in beiden letztgenannten Strahl- 
biischeln perspectivisch ist. Man hat also einen Kegelschnitt, auf dem 
eine cycl.-proj. Gruppe, gebildet durch die Schnitte von C mit den 
Linien a,a,---a,, gelegen ist, welche, von den beiden Schnittpunkten 
von p und gq mit C aus, auf eine Gerade s projicirt, zwei Gruppen 
gleichen Sinnes einer cyclischen Involution liefert. Daher muss, wie 
oben bewiesen, s die zur Gruppe auf dem Kegelschnitt gehérige Linie 
sein, Weil somit s fiir jede durch die Linie gehende Ebene diese Kigen- 
schaft besitzt, wenn es fiir eine der Fall ist, so kann man sagen: s ist 
die zur Liniengruppe a,a,--+a, gehdrige Linie. Solcher Linien giebt 
es unzahlig viele. Durch jeden Punkt geht eine, und wie man unschwer 
findet, m jeder Ebene liegt eine. 

Die vorliegenden Siatze erlauben nun leicht anzugeben, was man 
im § 5. der ersten Abhandlung abiindern muss, damit sie auch jetzt 
noch gelten. Und dann ergiebt sich, dass die dort in den Nr. 22—37. 
incl, enthaltenen Betrachtungen hier genau ebenso anzustellen sind. 

19. Es soll nun der Punkt gesucht werden, welcher durch zwei 
reelle Punkte P, Q von einem imaginiren, mit P und @Q auf derselben 








stel 
Lin 


hat 
ree 


gin 
fiir 
fiih 
das 
mit 












Das Imaginire in der Geometrie und das Rechnen mit Wiirfen. 


107 





Geraden liegenden Punkte A harmonisch getrennt ist. A sei darge- 
stellt durch die Gruppe a,a,---a@,. Man lege durch P zwei reelle 
Linien und nehme auf einer derselben den Punkt R an. Die Linie 
RA treffe dann die andere Linie in dem imaginiren Punkte [. Dann 
hat man zu ziehen RQ und Q, mit der ersten Linie zu schneiden die 
reelle Linie Pf, mit der zweiten die Linie PR im Punkte S und im ima- 
giniren Punkte A. Endlich hat man zu ziehen SA. Disse Linie trifft 
PQ im gesuchten vierten harmonischen B und zwar findet man sofort 
fiir B eine Darstellung durch eine Punktgruppe b,b,---b,. Die Aus- 
fiihrung der Construction, die gar keine Schwierigkeiten bietet, zeigt, 
dass die Punktepaare a,b,, a,b., ab, +++ a,b, Paare einer Involution 
mit den Ordnungselementen P, @ sind. r 

Der Punkt A hat eine von P ausgehende Darstellung, die P P,--- P, 
sein moége; ist dann PP,'--- P,’ die von P ausgehende Darstellung 
von B, so sind P,P,, P,P, +--+ P,P,’ harmonisch getrennt durch 
P und Q. Soll B zu A coujungirt sein, so ist die von P ausgehende 
Darstellung PP, P,1--+ P,, daher miissen P,P,, P; Pr -++ dureh 
P und Q harmonisch getrennt sein, d. h. Q ist zu P harmonisch zu- 
geordnet in der A darstellenden Gruppe. Folglich werden je zwei in 
einer Gruppe harmonisch zugeordnete Punkte harmonisch getrennt 
durch die beiden conjungirten Punkte, welche durch die Gruppe dar- 
gestellt werden, wenn man thr die beiden méglichen Sinne beilegt. 

20. Wenn zwei Strahlbiischel reell projectivisch sind, so entspricht 
jedem imaginiren Strahle A des einen, ein imaginiirer Strahl B des andern. 
Ist nimlich a,a,--- a, eine Strahlengruppe, welche den Strahl A dar- 
stellt und entsprechen den reellen Strahlen a,a,+---a, im zweiten 
Biischel die Strahlen b, b,---b,, so stellt die Gruppe b,b,---b, den 
A entsprechenden Strahl B dar. 

Zwei reell projectivische Biischel sind entweder perspectivisch ge- 
legen, oder man kann ein anderes Biischel dazwischen setzen, welches 
zu beiden perspectivisch ist. Da nun durch Projection von vier harmoni- 
schen Punkten oder Strahlen wieder ein harmonischer Wurf entsteht, 
so folgt, dass, wenn zwei Biischel reell projectivisch sind, je vier har- 
monischen, reellen oder imaginiiren, Strahlen des ersten vier harmonische 
Strahlen des zweiten entsprechen. 

Sind die beiden Strahlbiischel nicht perspectivisch, so erzeugen 
die Schnitte entsprechender reeller Strahlen einen Kegelschnitt. Zwei 
entsprechende imaginire Strahlen a und # haben einen imaginiren 
Punkt [ gemein, von dem gesagt werden soll, er liege auf dem Kegel- 
schnitt. Es sei p der reelle Triiger von [, die Gruppe a, a, --- @ eine 
Darstellung des Strahles « wud die Gruppe b, }, - - - b, die entsprechende 
Darstellung von B, so dass a, und b,, a, und by, +++ dy und by ent- 
sprechende reelle Strahlen der beiden Biischel sind und sich also in 
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Punkten ¢,c,---c, des Kegelschnittes treffen. Andererseits schneiden 
sie den reellen Traiger p von [ in zwei cycl.-proj. Gruppen gleichen 
Sinnes, die derselben cyclischen Involution angehéren. Folglich ist 
nach dem Ende von Nr. 17. angefiihrten Satze p die Gerade, welche 
za der Gruppe ¢,¢,-+--¢, und der durch sie bestimmten cyclischen In- 
volution gehért. Daher kann auch die Gruppe c¢,c, --- ¢, zur Darstellung 
des Punktes [ dienen. Will man von einem Punkt p des Kegelschnittes 
eine Linie durch den Punkt [ legen, so braucht man nach dem Satze 
in Nr. 12. nur von P aus das Biischel P(c,c,---c,) zu legen, denn 
dieses schneidet p nach dem citirten Satze in einer Gruppe, welche der 
dort liegenden Involution angehort. 

Legt man durch einen anderen reellen Punkt Q des Kegelschnittes 

ein Strahlenbiischel, so sind dessen reelle Strahlen auf die des Biischels 
P durch die Punkte des Kegelschnittes reell projectivisch bezogen. 
Der Strahlengruppe P(c, c,---c,) entspricht dabei die Gruppe Q(c, ¢,-++¢n) 
d. h. dem imaginiiren Strahle Pf der QI oder die beiden Biischel sind 
reell projectivisch und zwar entsprechen sich 2 (reelle oder imaginiire) 
Strahlen, wenn sie durch denselben Punkt des Kegelschnittes gehen. 

Sind nun abed vier harmonische Strahlen vo P, die den Kegel- 
schnitt in vier Punkten ABCD schneiden, so sind wegen der reell 
projectivischen Beziehung die 4 Strahlen Q@ (ABCD) harmonisch, und 
weil diese Eigenschaft also nicht vom Centrum des Biischels, sondern 
nur von der Lage der vier Punkte auf dem Kegelschnitt abhingt, so 
nennen wir dann die vier Punkte ABCD harmonische Punkte. 

21. Auf dem Kegelschnitt betrachten wir jetzt vier Punkte: zwei 
reelle AB und zwei imaginire AB und nehmen an AB seien durch 
AB harmonisch getrennt. Ist M ein weiterer reeller Punkt der Curve, 
so ist dann M(AABB) ein harmonischer Wurf. Wenn nun die Strahlen 
MA und MB der Kegelschnitt in den Punktgruppen a, a, --- a, resp. 
b,b, +--+ b, schneiden, so werden nach dem in Nr. 19. bewiesenen Satze 
die Strahlen Ma, und Mb,, Ma, und Mb,--- harmonisch getrennt 
durch MA und MB oder die Punktepaare a,b,, a,b, - ++ ad.b, gehéren 
einer Involution an, mit den Ordnungselementen A und B, so dass 
die Linien a,b,, a,b,-++ a,b, alle durch den Schnittpunkt R der Tan- 
genten in A und B gehen. 

Bezieht man jetzt zwei in der Ebene: vereinigt gelegene Punkt- 
felder projectivisch so aufeinander, dass den Punkten AB Ra, des 
einen die Punkte ABRb, des andern entsprechen, so sind sie. invo- 
lutorisch so bezogen, dass R das Involutionscentrum und AB die In- 
volutionsaxe ist. Desshalb entspricht der Puuktgruppe a,a,---a, de 

. Gruppe b,b, ---b,, der zur ersten gehérigen Linie g, die zur zweiten 
gehérige h, die sich also auf AB im Punkte t schneiden. g ist Trager 
von A, welches durch eine Gruppe a,'a,'-- +a,’ dargestellt werde, die 
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durch Schnitt von g mit dem Biischel B(a,a,---a,) entstanden sein 
moége. Der Punkt B kann dargestellt werden durch eine auf h gelegene 
Gruppe b,’b,'+--b,’, entstanden durch Projection der Gruppe b,b,---b, 
von B aus. Die beiden Biischel, welche von B aus die Gruppen 
@,@,+*+ a, und b,b,---b, projiciren, entsprechen sich dann, und weil 
g und h sich entsprechen, sind auch die Punkte a,’a,'--+a,' den 
b,'b,'- -+ b,’ azugeordnet, so dass die Linien a,'b,’, as'b,+-+an'b,’ durch 
das Involutionscentrum R gehen. Folglich geht die Linie AB durch R. 

Sind die beiden Punkte A und B conjungirt, so fallen die Linien 
g und hk zusammen, bilden also eine in der oben hergestellten Beziehung 
sich selbst entsprechende Linie, die, weil sie nicht Involutionsaxe ist, 
durch R gehen muss. Somit ist bewiesen: wenn zwei reelle Punkte 
eines Kegelschnities durch zwei andere harmonisch getrennt werden, so 
geht die Verbindungslinie der leteteren durch den Pol der Verbingungs- 
linie der reellen Punkte. 

Sind auf dem Kegelschnitt zwei reelle Punktepaare gegeben, AB 
und CD, so geht die Verbindungslinie der Punkte eines Paares, welches 
AB und CD gleichzeitig harmonisch trennt, durch den Pol von AB 
und den von CD, ist also eine reelle Gerade, und die Punkte des ge- 
suchten Paares, als die Schnittpunkte des Kegelschnittes mit der reellen 
Geraden, sind entweder zwei reelle oder zwei conjungirt imaginire 
Punkte. 

Durch Projection iibertriigt sich diese Eigenschaft auf Punktepaare 
einer Geraden wu. 8. w. 

Nun kann man die Nr. 40.—44. der ersten Arbeit absolviren. Auch 
der erste Absatz der Nr. 45. gilt wértlich wie dort, Was den zweiten be- 
trifft, so sei A ein imaginiirer Punkt und B sein conjungirter. Die Gruppe 
@,a,~* *@, sei eine Darstellung von A. Sind die in dieser Gruppe 
den a, und a, harmonisch zugeordneten Punkte 6, und 6,, so sind 
nach der Nr.~19. die beiden Wiirfe a,Ab,B, a,Ab,B harmonisch. Es 
mégen den Punkten a,b,a,b,a, +++ a, die Punkte a,’b,' a,b, a,’ +++ an” 
und den imaginiiren Punkten A und B die A’ und B’ entsprechen. Weil 
harmonische Wiirfe wieder ebensolchen entsprechen, so miissen A’ und 
B’ die beiden Paare a,'b,’ und a,’b,’ harmonisch trennen. Da nun die 
Gruppe a,'a,'---a, eine cycl.-proj. ist und ferner nach der Bedeutung 
der b, der 0b,’ und b,’ den a, und a,’ harmonisch zugeordnet sind, so 
stellt die Gruppe a,'a./--+-+- a, einen der beiden Punkte A’-B’ vor, 
weil aber zwei entsprechende Wiirfe gleicher Art sein sollen, so muss 
A’ durch a,'a,'---a, dargestellt werden, wenn A durch a,a@,--+ dy 
dargestellt wird. Hiemit ist der Schlusssatz von Nr. 45. bewiesen. 


22. Es bleibt nur noch iibrig die Schnittpunkte eines reellen 
Kegelschnittes mit einer imaginiren Geraden zu untersuchen, Diese 
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Aufgabe kann man auf die im ersten Aufsatze in Nr. 49. und 50. be- 
handelten, wie folgt, reduciren. 

Nach dem Satze, der in Nr. 15. bewiesen wurde, kann man annehmen, 
die imaginire Gerade sei gegeben durch eine in einem Strahlbiischel 
mit dem Centrum M gelegene Gruppe a,a,---a,, die so beschaffen 
ist, dass a, und der in der Gruppe harmonisch zugeordnete Strahl }, 
zugleich in Bezug auf den Kegelschnitt conjungirt sind. Es kommt nun 
darauf an eine Gerade p zu finden, welche von der Strahlengruppe 
@,@,-+~++a@, in einer Punktgruppe ¢c,c,---c¢, geschnitten wird, die zu 
der cyclischen Involution gehért, die p mit dem Kegelschnitt bestimmt. 
Sind d,d, die zu c,¢, in der Gruppe harmonisch zugeordneten Punkte, 
so findet dies nach Nr. 15. statt, wenn c, und d,, c, und d, conjungirt 
sind. Nun ist aber d, der Schnitt von p mit dem Strahle b,, welcher 
a, in der Gruppe a,a,--- a, zugeordnet ist. Folglich ist p so zu be- 
stimmen, dass die Schnittpunkte mit a, und b, und gleichzeitig mit 
a, und b, conjungirt sind, wiihrend a, und b, selbst conjungirte Strahlen 
sind. Dies ist aber gerade die a. a. O. gelésste Aufgabe, deren Lésung 
zeigt, dass die gerade Linie mit dem Kegelschnitt einen oder zwei 
Punkte gemein hat. 

Alles Uebrige kann nun genau und wortlich so wie in der ofter 
genannten Arbeit im 8. Bd. absolvirt werden. 


Carlsruhe, im Juni 1876. 
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Extrait d'une lettre de M. F. Brioschi & M. F. Klein®*). 


1, Les formes binaires /(§,, §) du troisitme ordre et d’ordre n 
pair, pour lesquelles on a 4 (f,f)4==0 identiquement, sont de deux 
catégories. Pour la premiere en posant: 


. 4G =h, 2(f,h) =0 
on a la rélation: 


(1) af* + 413 + 6? —0, 
a étant un invariant de f, et x un nombre entier. Hvidemment les 
ordres de h, O étant 2(n—2), 3(n—2) on doit avoir: 
nx = 6(n—2), 

par conséquent 

x=—=2, 3, 4,5 . 
pour 

n= 3, 4, 6, 12. 

Pour les formes de la seconde catégorie correspondantes aux autres 

valeurs de ” on a: 


(2) 4h’ + 0? = 0. 
Soient pour n=3; 0 le discriminant de la forme cubique; pour n—4, 
g, Yinvariant cubique de la forme biquadratique, pour n = 6, 12, A 
invariant quadratique: la rélation (1) devient dans ces cas: 
df? +4h4+0?=0, gf? + 45+ 0 =—0, 
HAP +4 4+ O20, ZAP = 3!. 4? .52(4H9+ 0%), 
et pour les cas de la seconde catégorie on a J’invariant quadratique 


A=4(f, fy" =0*). 





2. Supposons dans la rélation (1) z= a, en posant: 
2 
4h’ 
(3) Sm 
on aura: 


*) Vergl. eine Arbeit von Hrn. Brioschi, die demniichst in den Annali di 
Matematica erscheint. F, K. 

**) J'ai obtenu ces résultats par la théorie des formes associées, mais on peut 
aussi les déduire des formules données par M. Wedekind dans ses ,,Studien im 
biniren Werthgebiete — Carlsruhe — 1876.“ 
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e2 ; 
(4) ea, 


Or Véquation (3) nous donne: 


h2 
a =4- pee (xhf’ —3fh’), 


étant 2 = , f= of -++3.0u en considérant qu’on a pour 0: 
@ = 2(fh) = 3H (2@—- 2)hf’ — nfh'\ 
on aura pour la valeur supérienne de x: 
a = 12(n—2). ¥8, 


ou & cause des rélations (3) (4): 
, . 2\t Va—a 
a’ = 6(n—2). (~)*. "FE". 
| fg 
On a donc pour les formes de la premiére catégorie qu’é la rélation 
rationelle 


af* + 4h? = 0 


corresponde I’équation différentielle: 


. 2 
(5) $. =C. 7 f*  étant C= +=—-— 
« Ve—« 2-3(n- 2) 


et l'on a pour les intégrales de la forme: 


dz 
i a 


la propriété indiquée par M. Schwarz. 
Or en posant avec vous: 





o 42 Ge, dy 

“ da da ~*~ \dz? 

ig i (any - = [Zz]. 
dx. 


on déduit de la supérieure (5): 


(ee pe Ga) If — 1014 sie tage tinecs 
mais on a: 


=1 1 =aqcp loft’ —@—)r') 
et 


A as ee eee 1 
f? \dz/ ~~ 36(m— 2)? * z(a—a)? 


par conséquent: 











x) 








Sur quelques formes binaires. 








ee A 6im—2%@+m—1 1 
[le= 9x? a 8(a — x)? + 18(n—2)? ax (a— 2) 

ou 

_ 1-2? 1—v? 2— p?+r?—1 
is q [4]e= eat + 2(a—a2j® Ye (a—z) 
étant : 

hee ay * meV 
es FSS: eS 


Soit z fonction d’une autre wanes y, on a la formule de transfor- 
mation : 


(1) ely = [ely + (ele FE 
en conséquence si « = ay on déduira de la (6) l’équation différentielle : 


tw 1— Bo — gf + of — 2 
(8) [ely = 2y? + 2a-yF 2y(l—y) 


dont léquation intégrale sera: 


ayf* + 4h? = 0, 








étant 
n—2 1 1 1 
eee Sy he or POR eee 


et n= 3, 4, 6, 12. Crest notre résultat sauf le cas n = 3. 
Pour les autres valeurs de n étant a0 on déduit de léquation (6): 
[ez] a ne— 1 ° a ® 
” 2x? Py 
équation différentielle dont l’intégrale: 
af* + 413 = 


est irrationnelle. Mais si l'on suppose mx nombre entier, et l’on fait 
1 


x=y™on aura pour la formule de transformation (7) léquation 
différentielle : 
mxt—1 1 
(el, = “Om? x2 x2 y? 
ou l’équation (8) dans laquelle: 
1 
s4=u= a 1, 
et |’équation intégrale deviendra: 
yf™* — (—1)" ; 4m . 43m 
expression rationnelle, si 3m nombre entier. 
3. Soit f(&,, &) une forme biquadratique quelconque, et g, son 
invariant quadratique, on a, comme il est connu: 


O + 4h — gsfth + gf? = 0. 
En posant 


et z= gs on obtient: 
& 


Mathematische Annalen. XI. 
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d 1 Vi (2) 
BAH, ihm se— nen 


En opérant comme ci-dessus on arrive & |’équation différentielle : 


1 d 
[2]e = 2q— —? -* 3. 


étant 
meee” oun. 8 ES. 
P= ge)’ 7 32 g(a) 
et Yéquation intégrale sera: 
sfth=0. 
Or si g, = 0 en posant: 
42 
cee 3 
3 


a 
33 


et si 


on retombe sur |’équation (7) dans laquelle 4 = » = - f= 


93 = 9 on obtient: 
[z]e = 3 BU2aE Tm) | 
: = & a*(4a* — gy)? 
De cette équation en posant: 





a 


on arrive aprés quelques réductions a |’équation différentielle (7) dans 


laquelle : 
1 1 
ee re se, 


et dont l’équation intégrale sera 

9of?-y— 4h? =0. 
En général pour les formes d’ordre pair pour lesquelles (fh)! = 0 on 
a la rélation: 


i= 


af*h* = 4h® + 6? 
2 
étant x= 2°, eta== A™—?. Pour n=6, 8--- ona: 
Apia 4h +02, Ab peht— 4h3 4+ 62. 

Cela posé on démontre facilement que l’équation algébrique irrationelle 
(sauf pour » = 4): 

af?y —4he-? — 0 
est l'intégrale de |’équation différentielle (8) od 

1 
7 jRaeecam: y 

Je pourrais ajouter d’autres exemples mais la méthode est assez éclaircie 
par les cas supérieurs. 


Milan, 6 Aout 1876. 




















Ueber lineare Differentialgleichungen*). 


Von Fexirx Kiem in Miinchen. 


Der Societit erlaube ich mir im Folgenden .eine Methode vorzu- 
legen, die zu entscheiden gestattet, ob eine gegebene lineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit. rationalen Coéfficienten durchaus alge- 
braische Integrale besitzt. Meine Methode geht darauf aus, alle derartigen 
Differentialgleichungen wirklich aufzustellen, und man hat daher, wenn 
es sich um die Untersuchung einer gegebenen Differentialgleichung 
handelt, nur eine Coéfficientenvergleichung zu veranstalten, deren Aus- 
fiihrung freilich Gegenstand einer besonderen algebraischen Untersuchung 
sein muss, die ich noch nicht beendet habe. 

Sei : 

Tete tm y=0 
eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. So geniigt bekannt- 
lich **) der Quotient zweier unabhingiger Particularlésungen y,, y,: 


an 2. 
4 Ye 
der folgenden Differentialgleichung dritter Ordnung: 


wll, 2. 3 OF as a. 
os a ‘,) = 22 — >? — Gs = P. 


Diese Differentialgleichung hat die Kigenschaft, dass ihr allgemeines 
Integral eine gebrochene lineare Function eines beliebigen Particular- 
integrals ist: 


nell &No+ B, 


~ ¥Mo+ oe? 
sie wird ferner (selbstverstindlicherweise) durchaus algebraische Integrale 
besitzen, wenn die Differentialgleichung zweiter Ordnung diese Eigen- 
schaft hatte, und auch den umgekehrten Schluss kann man machen, sofern 





*) Abgedruckt aus den Sitzungsberichten der physikalisch - medicinischen 
Societiit zu Erlangen. Sitzung vom 26, Juni 1876. 

**) Vergl. die auch weiterhin benutzte Arbeit von Schwarz: Ueber diejenigen 
Fille, in welchen die Gauss’sche hypergeometrische Reihe eine algebraische Func- 
tion ihres vierten Elementes ist. Borchardt’s Journ, Bd. 75. p. 292—335. 


8* 
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ow 


eine algebraische Function ist. Dementsprechend soll weiterhin nur 
von dieser Differentialgleichung dritter Ordnung 


[n]J=—P 
die Rede sein, wo P, entsprechend der gleichen Voraussetzung, die wir 
schon in der Einleitung hinsichtlich p, und p, machten, eine rationale 
Function von x bezeichnet. 

Es sei my ein particuliires Integral dieser Gleichung. Liisst man 
dann # von einem beliebigen Werthe beginnend einen geschlossenen 
Weg beschreiben, so wird 9, entweder unveriindert wieder erscheinen 
oder in eine lineare Function 

@ an SESE 
ynNo+ 4 
verwandelt sein, wo die Verhiltnisse a, 8, y, 0 nur durch den Weg, 
nicht durch den Anfangswerth von x oder durch y, bedingt sind. Zu- 
gleich muss, wenn 9, Zweig einer algebraischen Function war, , ein 
Zweig derselben algebraischen Function sein, da , in 9, continuirlich 
iibergegangen ist. Ich will nun mit 


Nor Mi» M2 *** Nn 
die Gesammtheit der Werthe bezeichnen, die auf diese Weise aus , 
entstehen. So bilde man die algebraische Gleichung: 


0 = (n— 1%) (n—m) - * (9—%)- 

Sie besitzt zwei wesentliche Eigenschaften, die sogleich gestatten werden, 
alle derartige Gleichungen der Art nach anzuschreiben. Erstens sind 
ihre Coéfficienten, als symmetrische Functionen aller Werthe, die », 
. annehmen kann, wenn sich x in der complexen Ebene bewegt, rationale 
Functionen von x. Zweitens hat die Gleichung die Eigenschaft, durch 
gewisse lineare Transformation von 4 ungeiindert zu bleiben, und zwar 
sind diese Transformationen in einer solchen Zahl vorhanden, dass 
durch sie jede Wurzel 7; in jede andere x, verwandelt werden kann. 

Nun aber habe ich mich friiher, wie ich der Societit bei ver- 
schiedenen Gelegenheiten mittheilte (Juli, December 1874, Juli 1875) 
und ich im vorigen Jahre in einer grésseren Abhandlung (Mathema- 
tische Annalen IX, p. 183—208) ausfiihrte, mit der Bestimmung aller 
Gleichungen beschiiftigt, welche die letztangefiihrte Kigenschaft besitzen. 
Sie sind, von linearen Transformationen abgesehen, denen man das 
Argument 4 unterwerfen mag, alle in der folgenden Tabelle zusammen- 
gestellt. Der Buchstabe “R bedeutet einen willkiirlichen Parameter; 
ausserdem sind die zugesetzten Zahlencoéfficienten so gewihlt, dass bei 


dem spiiter anzugebenden Schlussresultate miglichst einfache Glieder 
entstehen: 











ir 


_ 


~~ 
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(1) ny" = Rk, 
(2) yn" + 4°" =4K — 2, (n eine beliebige ganze Zahl) 
3) Rift+3H=0, 


f eine &quianharmonische biquadratische Form, H die zugehérige Hesse’- 
sche, j die Invariaute dritten Grades; 

(4) RAfi+18H%= 0, 

f die linke Seite einer Oktaedergleichung, A die Invariante zweiten 
Grades (vergl. meine Annalenarbeit oder au€h Clebsch, Biniaire Formen 
p. 447 ff.) ; 

(5) TRBf'+720H% = 0; 

f die linke Seite einer Ikosaedergleichung, B die Invariante ersten 
Grades. 

Die Integrale unserer Differentialgleichung miissen daher, unter R 
eine geeignete rationale Function von x verstanden, durch eine der Gleich- 
ungen (1) —(5) dargestellt sein. 

Ich behaupte aber ferner, dass fiir R jede rationale Function von 
x eingesetzt werden darf; die sofort mitzutheilende Aufstellung der zu- 
gehérigen Differentialgleichung zeigt es. 

Fiir (1) niimlich berechnet man ohne Weiteres die Differential- 
gleichung: . Bi 
(1) [n] =(R) + “5! GY. 

Andererseits kénute man auch (was ich wirklich ausfiihrte) fiir (2)—(5) 
die zugehérigen Differentialgleichungen berechnen; es sind dazu nur 
einige wenige Satze iiber das Formensystem der bez. Grundformen f 
erforderlich. Aber man kann diese Rechnung sparen, wenn man die 
Resultate verwerthet, die Schwarz in der bereits citirten Abhandlung 
gewonnen hat. Sch warz betrachtet insonderheit die Differentialgleichung 
1—2? 1—v? 2 — 2+ 2?—1 
(ie tap ea 
und sucht diejenigen Fille, in denen sie algebraische Integrale besitzt. 
Dies findet vor Allem dann statt, wenn 4, uw, v beziiglich gleich 
genommen werden: 


1 1 1 
rh -Se*s 
1 1 1 
a Lae 
1 1 1 
3s? 4a? @ 
1 1 1 
3? 6? 2 


und zwar sind die dann auftretenden Integralgleichungen geradezu durch 
unsere Gleichungen (2)—(5) gegeben, sofern man in ihnen R=z setzt. 
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Feurx Krein. 





Daher findet man umgekehrt die von uns geforderten Differentialgleich- 
ungen, wenn man in die bei Schwarz betrachtete Differentialgleich- 
ung R(x) statt x einfiihrt. Sie geht dadurch iiber in: 
ro fi—a 1—»? 42 — pw? +7? —1 
(9) = (Rk) + Rk? {Se + sa— RF $3 hi a | ‘ 

Schreibt man hier fiir 4, uw, v bez. die angegebenen Werthe, so hat 
man die Differentialgleichungen (I1)—(V), welche zu den Integralgleich- 
ungen (2)—(5) gehiren. 

Hiermit ist das Ziel erreicht, welches wir zu Eingang der Arbeit 
bezeichneten; es bleibt nur das ebenfalls schon beriihrte Transformations- 
problem: Wann kann eine rationale Function R(x) umgesetzt werden 
in eins der bei den Gleichungen (I)—(V) auf der rechten Seite auf- 
tretenden Aggregate, in denen FR eine rationale Function von 2 be- 
deutet? Und wenn das der Fall ist, wie bestimmt man R? 

Ich muss zum Schluss dieser Mittheilung noch einige Bemerkungen 
zufiigen iiber eine Arbeit von Fuchs*), die den hier vorliegenden 
Gegenstand ebenfalls behandelt, und deren Studium, zu dem: ich neuer- 
dings veranlasst- wurde, mich eben zu der einfachen Methode hinleitete, 
welche ich auseinandersetzte. Fuchs giebt eine allgemeine, aber, wie 
mir scheint, viel weitliufigere Liésung. Ohne auf dieselbe hier niiher 
eingehen zu wollen, bemerke ich nur, dass die von ihm sogenannten 
Primformen identisch sind mit denjenigen biniren Formen, welche 
lineare Transformationen in sich besitzen, und dass daher die Liste der 
Primformen niedersten Grades, welches er 1. c. p. 126 aufstellt, noch 
iiberfliissige Formen enthilt. Sie sollte nur umfassen: 

die allgemeine biquadratische Form, 

die aiquianharmonische biquadratische Form, 

die linke Seite der Oktaedergleichung (n—6), 

die linke Seite der Ikosaedergleichung (n=—12); 
die erste der beiden aufgefiihrten Formen sechsten Grades, sowie die 
Form achten und die Form zehnten Grades existiren nicht**). 


Miinchen, Juni 1876. 


*) Ueber diejenigen Differentialgleichuugen 2. Ordn., welche algebraische 
Integrale besitzen, und eine neue Anwendung der Invariantentheorie. Borchardt’s 
Journ. Bd. .81. p. 97 —142; vergl. Gétt. Nachrichten 1875, p. 568—581, p. 612 —613. 

**) Auch ist es 1. c. iiberfliissig, die allgemeine biquadratische Form mit auf- 
zuzihlen, da sie (irrationale) quadratische Covarianten hat, welche durch die 
nimlichen linearen Transformationen in sich iibergehen, wie die Grundform, 
Dagegen ist die Reduction der Primformenzahl, wie sie Hr. C. Jordan (Comptes 
Rendus, 13, Miirz 1876) und Hr. Pepin angeben (ebenda 5. Juni), nicht statthaft, 
was hinsichtlich der Behauptungen von Pepin bereits Hr. Fuchs gezeigt hat 
(ebenda 26. Juni, 3. Juli). Nach C. Jordan wiirde der Fall n=12 nicht existiren. 
[Nov. 1876.] 











Ueber die Reduction hyperelliptischer Integrale auf algebraisch- 
logarithmische Functionen. 


Von L. K6niG@sserGer in Dresden. 


Herr Tchebichef hat sich im 18'" Bande des Liouville’schen 
Journals mit den auf algebraisch-logarithmische Functionen reducir- 
baren Integralen von der Form 


Fy(x) s2). ee 
fo(@) V/0(a) (@) 


beschiftigt und gezeigt, wie der algebraische Theil dieses Integrales 
zu bestimmen, die Anzahl der einzelnen logarithmischen Ausdriicke zu 
ermitteln und wie die analytischen Bedingungen zu finden sind, welche 
jeden Ausdruck gesondert bestimmen, oder anders ausgedriickt, wie die 
Form dieser logarithmischen Ausdriicke festgestellt werden kann. Im 
zweiten Bande der zweiten Serie dieses Journals stellt sich derselbe 
die Aufgabe, zu zeigen, wie man, wenn diese Bedingungen erfiillt 
sind, die logarithmischen Ausdriicke in dem einfachsten Falle, in 
welchem das Differential eine Quadratwurzel aus einem Polynom dritten 
oder vierten Grades enthilt, auch wirklich finden kann. Herr Weier- 
strass bemerkt (s. die Monatsberichte der Berliner Akademie aus dem 
Jahre 1857), ,dass bei der angegebenen Beschrinkung dieser Aufgabe 
,dieselbe eigentlich schon vollstindig erledigt ist durch die von Abel 
yin seiner letzten leider unvollendet gebliebenen Arbeit in Betreff der 
yallgemeinsten unter elliptischen, logarithmischen und algebraischen 
»Functionen moglichen Relationen entwickelten Principien und dass 
sich fiir elliptische Integrale die ganze Untersuchung am einfachsten 
yund iibersichtlichsten gestaltet, wenn man, nachdem das vorgelegte 
»lntegral durch eine cinfacke Substitution ant die Form 


Fada 

‘Va(i—a) i—kz) 
»gebracht worden, wo J'(x) eine beliebige ae Function von x 
»bedeuten soll, 





2 = sin? am u 
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L. Kéyicssercer. 


»setzt und nun dasselbe als Function von w betrachtet.“ Auf ahnlichem 
Wege lisst sich, wie Herr Weierstrass ausspricht, die analoge Un- 
' tersuchung fiir Integrale der Form 


[P, VR@) ae 
ausfiihren. 


Ich will im Folgenden die Aufgabe zu lésen suchen, die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir aufzustellen, dass hyper- 
elliptische Integrale auf algebraisch-logarithmische Iunctionen reducir- 
bar sind, ohne die Umkehrungsfunctionen der hyperelliptischen Inte- 
grale zu benutzen, sondern mich nur auf die Beziehungen stiitzen, 
welche ich in meinen letzten Arbeiten iiber die hyperelliptischen Inte- 
grale aufgestellt habe und welche allein geniigen werden, das ausge- 
sprochene Problem vollstindig zu erledigen und zugleich die Ueber- 
zeugung zu verschaffen, dass genau auf diesem Wege auch fiir die 
allgemeinen Abel’schen Integrale die Frage behandelt werden kann. 

Sei 
(1) R(e) = A(e—a,) (e— ay) «+ « (¢— crap 41) 
und 


(a) J[f@VR@)az, 


worin / eine rationale Function von ¢ und / Et(z) bedeutet, in Betreff 
der Moéglichkeit der Reduction auf algebraisch-logarithmische Functio- 
nen zu untersuchen (der tnpaare Grad des Polynoms R(z) giebt be- 
kanntlich keine Beschrinkung der Allgemeinheit des gestellten Pro- 
blems), so ist ersichtlich, dass man sich nur mit einem Integrale von 
der Form 


F(z)dz 

(b) VRe ”’ 
worin F(z) eine rationale Function von z bedeutet, wird zu beschiif- 
tigen haben, da sich das vorgelegte stets auf ein solches und ein Inte- 
gral einer rationalen Function von 2 zuriickfiihren lisst, welches letztere 
durch eine algebraisch-logarithmische Function dargestellt werden kann. 

Fragen wir zuerst nach den nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen dafiir, dass ein Integral von der Form (b) auf eine alge- 
braische Function von z oder mit Beriicksichtigung des bekannten 
Abel’schen Satzes auf eine rationale Function von ¢ und YR(z) redu- 
cirbar ist, so wird, wenn 


By, Bg, °° Bn 
die Werthe von z bedeuten, fiir welche F'(2) unendlich wird, mit Hiilfe 
der in meiner Arbeit: ,,iiber die Entwicklung der hyperelliptischen Inte- 
grale erster und zweiter Gattung in Reihen“ (Mathematische Annalen 
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Band IX, Heft 4) fiir die Zerlegung eines hyperelliptischen Integrales 
eingefthrten Bezeichnungen die Gleichung statthaben miissen: 





VR(e,) dz — VR) dz res. * VRE,) de 
(e—2,)VR@) 2) (e—%) VR) J (e—#,) VR) 
2p—ldz 2P-2az 2? dz 
8 er 2 [ee ton [sae 
. : VR(e) * VRE) ee VR() 


ev 


+h fae Hote Tae Ne decid “fe - + f(2)V RE) 
=F V R(e) (4), 


worin die Gréssen 


C,; C., S 6% Cas U9, 1, Soe [ie—, KP), ket), eee ke@r—), f(2) 


die dort niiher angegebenen Werthe haben und q eine rationale Func- 
tion von z bedeutet. 


Da nun die Integrale dritter Gattung auf der linken Seite der 
Gleichung (2) in 2,, 2, - - + 2, logarithmisch unendlich werden und 
sonst logarithmische Unstetigkeiten in dieser Gleichung nicht vor- 
kommen , so miissen diese aus der in ¢ identischen Gleichung heraus- 
fallen, und es ergeben sich somit zuniichst als nothwendige Bedingungen 
fiir die Reduction des hyperelliptischen Integrales auf eine algebraische 
Function 


O, = Cyan .+ +s Cm @, 
da diese die Coefficienten der Unstetigkeitsfunctionen 
log (e—z,), log (¢—z,), «+++ log (e—z,) 


sind. 


Um weitere nothwendige Bedingungen zu finden, bemerke man, 
dass nunmehr nach der obigen Gleichung eine Summe von Integralen 
erster und zweiter Gattung (wobei wir als Integrale zweiter Gattung 
diejenigen der obigen Gleichung bezeichnen, welche im Verzweigungs- 
punkte z= oo algebraisch unendlich werden) einer algebraischen Func- 
tion oder vielmehr einer aus ¢ und / R(z) rational zusammengesetzten 
Function gleich sein soll, und dass somit die an den 2p Querschnitten 


Ay, Bo, *** Ap, by, bg, +++ Op 


(ich verweise auf meine im Crelle’schen Journal Bd. 81, Heft 3 ver- 
dffentlichte Arbeit iiber die allgemeinsten Beziehungen zwischen hyper- 
elliptischen Integralen) stattfindenden Stetigkeitsspriinge der linken 
Seite der obigen Gleichung, wenn man f(z) /R(2) mit g/R(s) ver- 
einigt denkt, verschwinden miissen. Bezeichnet man nun die Stetig- 
keitsspriinge des Integrales erster Gattung 
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Jy” Se 
meats VR(s) ’ 

worn g@=0, 1, 2,--- p—1 sein soll, an dem a,-'und &-Quer- 


schnitte mit 
= und Je ; 


die Stetigkeitsspriinge des Integrales zweiter Gattung 
BY (0) a f £4 
( ) - VR(2) ? 


worn 6=p, p+1,--- 2p—1 ist, an dem a- und by-Quer- 
schnitte mit 


E® und EE, 
*, o 


so folgen leicht mit Riicksicht auf die am angegebenen Orte ausgefiihrte 
Zerschneidung der zu YR(z) gehdrigen Riemann’schen Fliche die 
Beziehungen 


*2k41 2443 2p 41 


J@ = —2 2 (as?) —2 2 fas (2) — “ge he 2 fase (e (2) 
; 3% p42 @2» 
“2k 
J® = — 2 faJ™ (2) 
. osm 
“2k+1 2k+3 2 p41 
Eo. —2 2 dE (@) — 2 (aE ( — ne coal (aE (@) 
: @2h 242 @2p 
O2k 
Ey =—2 if dE” (2), 
@2k-1 


worin die in J@ und E® vorkommenden Grdssen 
k k 


dJ® (2) und dE (z) 
die im oberen Blatte genommenen Werthe, die in J{* und E™ vor- 
A 


kommenden die auf der oberen Seite des Verzweigungsschnittes in 
eben diesem Blatte genommenen Werthe eben dieser Functionen be- 
deuten. 


Da nun nach dem Obigen die Stetigkeitsspriinge der linken Seite 
der Gleichung an den a,- und };-Querschnitten verschwinden miissen, 





Re 


so 
ch 


(2p-1) 7( 
“a 


@p-1) 7¢ 
k J; 


(2p-1) 7¢ 
a) 
2p-1) 7! 
yee-) J 


ur 
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so werden mit Riicksicht auf die eingefiihrten Bezeichnungen die Glei- 
chungen bestehen miissen: 


per-) Jo ae j{2P-2) Jo +... 2?) ae a E®) re [P-2) EO 4 4 E“?-) 0, 
er) T+ Ker) 7 4 re RP TP 4 PY BP P-) Fet) +. EGP) — 0, 
pr J 4 er gg os ROTO EOL [2-2 Ep OBI?) 0, 
PO ROT EO TP ee Ne (BP + +I EYP a0, 
und es wird aus diesen folgen, dass 

Ker—) — Ker-2) —. = ki) == [e—-) — J~-)9 =... [JOO 


sein muss, wenn gezeigt werden kann, dass die aus den obigen Perio- 
dicitiitsmoduln bestehende Determinante nie verschwindet. 7 


Setzt man aber 


os % %9n+1 
a dz edz 2 dz 
Nat a VR(2) b] Hae = VRE) ? Na2p Pri VR) ? 
a, ag @2p 


wobei die Integration wieder wie oben fiir 
Ya2> Yas, **°* Na2p 
im oberen Blatte, fiir 
Naty» Yas, *** Yarp—i 


auf der oberen Seite der Verzweigungsschnitte in eben diesem Blatte 





; genommen werden sollen, so ergeben sich unmittelbar die Beziehungen 
= 1 2 Ne 2k — 2M sr42 —* °° — 2Noey> 
T= -- 2, sk 
Ep = — 2%e21 — 2Morngs — °° — 25 25> : 
= — 25 94-1" 


Setzt man nun 
| No. No2 °° * Yoep 
(3) se al N11 Hi2 °° * Mep 
Y2p—11 Y2p—12 * * * Yep—12p 


so folgt aus den eben aufgestellten Beziehungen auch 
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| ge 5 1) jn ge 
it gy ap 
(1) (1) (t) 
J), J pe * 
| 1) ‘ 1) i 
| J? ae Se ee ye-4 
; 1 a a 4p 
(4) =.) ne 1(p) »(p) >(p) 
: E\ E oh 
1 a ap 
_ Evert ie We Bet 
: _ “p 
—" E@e-» loa Eer—» 
1 a ay 





und es wird daher die Determinante des obigen in den Perioden linea- 
ren Gleichungssystems den Werth . 


(—1)?2°°. H 


annehmen. Nun hat aber Herr Fuchs in seiner Arbeit: ,iiber eine 
rationale Verbindung der Periodicitiitsmoduln der hyperelliptischen In- 
tegrale“ (Crelle’s Journal Bd. 71, Heft 2) den schon friiher von den 
Herren Catalan und Enneper fiir reelle Lésungen des Polynoms 
R(z) nach dem Vorgange von Haedenkamp entwickelten Werth der 
Determinante H fiir beliebige complexe Lisungen des Polynoms in der 


Form gefunden: 
P 


_ ____—(—1)* (22” 
ae 7% 3---(2p—3) (2p—1) ’ 


und es wird somit die Determinante des oben aufgestellten Gleichungs- 
systems den stets von Null verschiedenen numerischen Werth 


“lL 


wen go? a? 
‘1: - (2p—3) (2p—1) 


annehmen. Es folgt daraus, dass in der obigen reducirten Gleichung 
simmtliche Coefficienten der Integrale erster und zweiter Gattung ver- 
schwinden miissen. 


Dass aber auch das Verschwinden simmtlicher k, 1, C oder der 
Integrale erster, zweiter und dritter Gattung fiir die Reduction eines 
hyperelliptischen Integrales auf eine algebraische Function hinreichend 
ist, geht unmittelbar aus der Gleichung (2) hervor, und wenn wir 
somit die in meiner oben citirten Arbeit hergeleiteten Werthe der 
k, 1, C benutzen, so ergeben sich als nothwendige und hinreichende 
Bedingungen dafiir, dass das Integral 
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F(2)dz 
VR(e) 

auf algebraische Functionen reducirbar ist, die folgenden: 


F(t) Ft) F(t) 
Sl | ae, | oe fae, --- | | ee 
| ya | Lymn |=, Lew] 


? =— ’ 
(¢—2)71 (¢—2,)7} 


S, [Fo (Feo 
>" [yaw rE | 


a 





VR). VRO 





, °F (t)dt 
xs [ F(t) r(t) |-9 
(t-2,)-1 ci 


wenn 


R(e) = Asset! + Byer + BeP-! +--+ + Boyp_i2 + Bay, 





F(t)? —9"—! Ay *P—" By pnt EEE Bes 4. eat 


ion + 2ST? B, t+ = at + PR 
und 
r=0,1,2,---p—1,p,---2p—l1 
gesetzt wird. 
Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist auch der algebraische 


Werth des vorgelegten hyperelliptischen Integrales gefunden, indem 
derselbe, wie aus der Gleichung (2) zu ersehen, 





‘ f(2)VR), 
oder 
SFO fa} _ pro a V 
| P2 @ LTE, (t —2) VR > [ VRit) or VRit) LL} R(z) 
ist. 


Wir werfen weiter die Frage nach den nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafiir auf, dass ein hyperelliptisches Integral 


*F(2)dz 
VR(e) 
auf algebraische und logarithmische Functionen von z reducirbar ist 
oder wiederum nach jenem bekannten Abel’schen Satze auf rationale 
Functionen von z und /R(z) und auf Logarithmen eben solcher Func- 
tionen. 
Setzt man in der hypothetisch angenommenen Gleichung — / R(z) 


statt /R(z) und zieht die so erhaltene Gleichung von der ersteren 
ab, so ergiebt sich als zu befriedigende Gleichung die folgende: 
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VR) dz af; VR(aidz VRe,) )dz 
5) C eel a YS 
©) | Ss on —2)VE@ * + (e-2, )VR(e) 





o fee tae 1 wy f_ 2 wee pon f seas 
+? f VR@) = 2 Via + Woe VR 


4 Ko a + kle+ fi ; — - 4... + kere 5 
+ f(@) VRE) 





= A, log ( re % VR( Bi) +A, log ( P2—% PX) + phar’ + Y log (= Im a 


prtn VR( (2) Pot VR\z) Pat Un VR() 


+ 4VR(), 


Pr> Ui» Por Yr» *** Pmy Im, Y 
rationale Functionen von zg bedeuten. 
Vor Allem darf angenommen werden, dass zwischen den Gréssen 


A,, A, -+> An 
nicht eine ganzzahlige homogene lineare Gleichung 
TA, + 17, A, + +++ + tmAn = 9 
besteht, da man sonst 


in welcher 





a Tn—1 
A, = — at Ay — <lg iediah es Am-1 


m m 


setzen und die rechte Seite der Gleichung (5), wenn 


(p:— UV R(@))™ (Pa dnV R(e))" = P, — QV RE 


gesetzt wird, in die Form 


P,—Q, P,—Q, VR) Ay Py QV Riz) An 1 es Qn—1 VR) 
=e Garo ag (foot ies 8(; 








Pint @n—1 VR) 
+ aK (2) 
bringen kann, welche dann der weiteren Untersuchung zu Grunde zu 
legen wire. 
Es war schon hervorgehoben worden, dass die linke Seite der 
Gleichung (5) fiir die Werthe z,, 2,, --- 2, und nur fiir diese loga- 


rithmisch unendlich wird und zwar auf beiden Blittern mit den loga- 
rithmischen Gliedern 


+ C, log (e—z,), + C, log (2 —2,), --- + C, log (e—z,) 


und es wird somit auch die rechte Seite fiir diese Werthe logarithmisch 
unendlich sein miissen und nur fiir diese. Untersucht man nun einen 
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einzelnen der logarithmischen Posten auf der rechten Seite der Glei- 
chung (5) 


— q,VR@) 
. P+ VEG)? 


so wird das Argument desselben nur und immer Null oder unendlich, 
also der Logarithmus in allen Fiillen unendlich fiir Lésungen der 
Gleichung : 


(6) ps — He R(z) = 0, 


wenn diese nicht zu den Verzweigungswerthen @,, @,, +++ Gep41 ge- 
héren, oder wenn diese Gleichung nicht durch die den beiden Glei- 
chungen 


pPr=O und R(z) = 0 


gemeinsamen Lésungen befriedigt wird, indem wir die gemeinsamen 
Factoren von p, und q bereits aus dem Logarithmanden herausgeschafft 
denken, Alle iibrigen Lésungen der Gleichung (6) nun werden zu den 
oben angegebenen Werthen z,, 2,, --- 2, gehdren miissen; denn wenn 
diese Gleichung z. B. die Lésung 2 und zwar r,mal hat, so wird, 


(na—@VR@) (m+aV RO) = (e—2')* (2) 


sein, worin (2) fiir ¢ = endlich und von Null verschieden ist und 
daher 


log (px — QV R(2)) + log (px+ UV R(e)) = te log (2 — 2’) + log w(z); 


somit wird, je nachdem die Irrationalitét aus der einen oder andern 
Beziehung 
VR@) = 7 oder VRE) = — 
U %, 
bestimmt wird, das durch jenen logarithmischen Posten gelieferte loga- 
rithmische Unstetigkeitsglied 


T; Ax log" (e— 2’) oder — 1; A, log (2— 2’) 


sein; da aber die rechte Seite der Gleichung (5) nur fiir die Werthe 2,, 
g,, +++ logarithmisch unendlich werden darf, so miisste sich, wenn 
z nicht zu dieser Werthereihe gehdrte, das eben gefundene Unstetig- 
keitsglied gegen andere mit derselben Unstetigkeit fortheben und es 
miisste dann eine Gleichung von der Form bestehen 


+ 1, A; + A, ++ +++ trAn = 9, 


was oben ausdriicklich ausgeschlossen war; man wird somit 
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pe q°R(e) - M, (2— £1.) (e—£, J" PEt (e— é.,,)™ 
(7) p,* — 9° R(¢ siz M, i - 2 sth ah - — 


Pat — Ine R (.) — M,, ra a y mi ( 4 y a ie" = . yuim 


m 


setzen diirfen, worin alle ¢-Werthe, von den Verzweigungswerthen 
abgesehen, zu den Werthen z,, 2,, --- %, gehdren. 


Machen wir nun allgemein die Annahme, dass in der oben hypo- 
thetisch angesetzten Gleichung (5) zwischen den Grossen 


C,, Cy, +++ Cn 


eine Anzahl von linearen homogenen ganzzahligen Relationen bestehe 
von der Form 


eS ae eee a a Ro 
@) Oo +eu sa a =O, 
Tas kl C42. sat. of Fy .c.=0, 


die von einander unabhiingig sein sollen, so wird man » —k der 
Groéssen C, z. B. 


Cray C.42) ix C,,; 
durch 
(k) 0,, 0,,+-- O 


homogen, linear mit rationalen Coefficienten ausdriicken und anneh- 
men kénnen, dass zwischen den Gréssen der Reihe (k) nicht mehr 
eine lineare homogene ganzzahlige Relation stattfindet. 


Stellt man diese Relationen in der Form dar: 
D. Cra = An G, +4,.0 +:--+4,¢, 


(9) D- Cras =4,0, + be as. er tes 


D-C, =A, k1 O44, ee ans ue, 


worin die Gréssen D und 4 ganze Zahlen bedeuten, so geht die zu 
befriedigende Gleichung (5), aus deren Existenz wir nothwendige Be- 
dingungen herleiten wollen, in 








(10) 


SO —_— ~*~ A, 
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a {of VRQ as ae es " VRE 4042 v3 my pers 4. 
(s—z,) VR(z) (2— 8, 4.4) VR() (2—a 4 9) VR«(z) 

Ree f ae ae 

pA owe ee eo 


VRE,)dz 
oe dae SS 
wie f VR«2) 
of VRE)dz ffi VR, 49) dz 
ote ee AB lee +2) 45 
TD | eet * @—2,,)VRw sn (6— 4) — 
VRE,) | 
priate Sees 
ieee: SZ —4,) iG 
eP—ldz 2P—2dz s? de 
1 1) bn oe. LYle-D 
ki”) erat 1 pty ede per—v J _44_ 
“ I Va * Ti nt VR() 


— 4. VR @ VR) 
oe log (2 Qi VRiz) 1. sug (= qa VR\ ) —s > (*: —%n ) 
Ma+KH VRE 2) iil Pot % VR() + 7° " Pat dn VRE: 


+ aVRE) 














iiber. 


Bezeichnet man mit + die Zahl, welche angiebt, wie oft die r*° 
der Gleichungen (7) die Lésung ¢, enthiilt, so werden in Folge der 
Gleichheit der Coefficienten der logarithmischen Unstetigkeiten in den 
Punkten ¢,, 2, --- e auf beiden Seiten der Gleichung (10) die Be- 
ziehungen statthaben miissen : 


C= tA, + uA, fee et eA, 


(11) C, = WA, + A, +++ A, 


OA 4A, +. Ol, ; 


aus denen zuerst unmittelbar ersichtlich ist, dass m > sein muss, 
weil sonst eine homogene lineare ganzzahlige Relation zwischen den 
als von einander unabhiingig vorausgesetzten Gréssen C,, C,, --- C, 
sich ergeben wiirde. Ist aber m>k, so kénnen wir die Gréssen 


Mathematische Annalen. XI. 9 





C, 
* 
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, aes y Am—2+2; a Ay» 
homogen linear und rational durch die Gréssen 
C;, C2, nitty Ci, A,, A,, 7¥*s p er 


ausdriicken und die rechte Seite der Gleichung (10) wiirde sich in die 
Form bringen lassen 


log (2 @.P Be) + = log Ge rR) 2 | log ( ae) 


P.+Q,V R(e) PAQ.VR(z) P,+0,VR® 
4i_jog (Fett Sass va) +t ES VR) 
+ Mey 1 . Py 1 + Qr41 VR (2) + + "mn - P+ Qm VR (2) 


worin 

My, My, + * Mm 
ganze Zahlen bedeuten. Man sieht aber, dass sich hieraus wieder durch 
Gleichsetzen der Coefficienten der Unstetigkeitsfunctionen in den Punk- 
ten 2,, 2, --++ 2 auf beiden Seiten der jetzt auf der rechten Seite 
reducirten Gleichung (10) eine Reihe von hotnogenen, linearen ganz- 
zahligen Beziehungen von der Form 


- Uy C, = v,,A, -+ V1 Ay +: me + Vim—zAn—z; 
tO. ~_4 1 + YA ee °7 + Vom—t Am—z» 


ast tin we: 4 or *y + .- di + Vim—k Aas 


ergeben wird, welche wiederum eine Reihe der A durch die C und 
die iibrig bleibenden A auszudriicken erlaubt; fiihrt man so fort, so 
kann man in der hypothetisch angenommenen Gleichung allmihlig 
alle A fortschaffen und wird schliesslich nur als Coefficienten der loga- 
rithmischen Glieder der Gleichung (10) die Gréssen C,, C,, --- Ci, 
mit rationalen Coefficienten versehen, iibrig behalten, so dass wir — 
um die ganze Gleichung (10) nicht noch einmal hinzuschreiben —- uns 
die rechte Seite in die Form gesetzt denken kénien: 


Pp) Qs VR Eee) p®_ ee) 
(o)--- 0, C, boa (Fn one +0, log (Sas sae +::: 


P®—Q@VRi) 
; -> +o,.C, log (Fa aye ) + qV RS), 
worm 


Qir Oar °° * O 
rationale Zahlen bedeuten und die Gleichungen 
Por— Qe" R(2) = 0, PeY—~Q&R(e) = 0, -- - P&*— Qe R(2) = 0, 


von den Verzweigungswerthen abgesehen, nur die Werthe 2,, 2,, +++ 2a 
zu Lésungen haben, und zwar die Gleichung 


) 














\e 
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PY — QOH R(z) = 0 


nur die Lésungen 
Zi) Be+1y Ze42) 7st? 2ny 
und zwar Sard 
. ¥ Bes {° 
fach. 
Endlich ist aus der Gleichung (10) mit der rechten Seite (9) un- 
mittelbar zu sehen, dass 
1= af; l= 9,t’, ++ Leg, , 
¥ C+ “2 C+ +: a C,=0,t,'C, + 0,t'C, + haan o,f) C,, 


woraus folgt, weil eine lineare homogene rationale Beziehung zwischen 
den Gréssen C,, C,, --- C, nicht stattfinden darf, dass 


(1) (2) (k) 
Aor <n ' Ags ee, ty Iok a ty 
ee OR eee 
ty t ° t 


sein muss. 


Wir erhalten somit das folgende Resultat: wenn ein hyperellip- 
tisches Integral -auf algebraisch-logarithmische Functionen reducirbar 
sein soll, so muss nach Zerlegung desselben in die Integrale der drei 
Gattungen und den algebraischen Theil nach der oben angegebenen 
Methode und nach Reduction der Coefficienten der Hauptintegrale 
dritter Gattung auf die von einander unabhiangigen, die hypothetisch 
vorausgesetzte Gleichung in die Form gebracht werden kénnen: 


' VR(e, 4) d2 
12) a? {> . 4g {4 _VR@,) dz i k+l 
( ) nae " (e—2,) VR® (¢— 2,44) VET 
VRE, )dz 
+70 Biter : 
ef (¢—2,) ot 

() 4), 4) J 4 VR(e)dz ro) VEG) a2 | 

+ 6,0 @ ... 4 {é Seri = +4 fea 


4 VRE,) dz 
ta (s—2 (e—2,) VR(2) =| 
ao 


F VR(E,) dz VRE,.,)4a2 
(1) 42). gG-D) Qf FAY R?" Q) Pa hele 
F Cafe fo =f fc (2— 5) Ve)” ( . 








(e—%,, ) VB) 


VRG,) de } 
a) 
+e f7 —z,) VR@) 


9* 
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2P—1 dg 2P—dz edz 

£9 g ...4 1 z 1m SF 4. ges 2S. 
Thy fo of VR) iF VR 2) Te VR(2) 
lz 2dz dz 
ki) bat jelet+) os oe - K@r—) hi 
+ fee + if att I 


tO ... Fe) VR) 


7 oy oe PO gOVR(2) (3) 4@) Gat Q? VR(2) 
=C,4 & . AP bog (Sax rye + C,t, ty “+t, log p+ 92 VRi(e) (2) 


2) k—1) PY _ gQ™ VRiz) CD 42... {® gy/ 
+O, t)) tp? +t) log (2 TO" VRE) +t, ho :::t) aV Re), 











worin die Gleichung 


P'* — YY R(z) = 0, 
von den Verzweigungswerthen abgesehen, nur die Lésungen 


Zi, Ske+1) Ze+2) ons By 
und zwar 
@ (i) 
a a 
fach hat, oder worin, wie aus dem Abel’schen Theorem fiir hyper- 
elliptische Integrale bekannt ist, die Werthe 2;, 2:21, 42, +++ 2n 
der Gleichung geniigen 


if ae “t 
(13) fas (e) + wf dJ® (2) +--+ oa | dJ® (2) =0, 
— 41 _ 


oder 
i *e+1 


fase (2) +t? fase (2) +---+t, J dJ® (2) = L, 


a 


wenn J)(z) irgend ein Integral erster Gattung, L eine Summe von 
halben Periodicitiitsmoduln dieses Integrales und « einen Verzweigungs- 
werth bezeichnet. 


Greifen wir nunmehr eine der obigen Gleichungen 
P® — QW R(z) =0 


heraus, so findet nach der in meiner oben erwihnten Arbeit ent- 
wickelten Formel (23) die Beziehung statt: 


(14) ® faHe, ef, a) + dH (6, tha Sys) to +O, fale, 64) 


. pu Q® VRiz) (z) 
a ( poy oi VR @), 












(2) 


~ 
ws 


(2) 


Reduction hyperelliptischer Integrale auf algebr.-logarithmische Functionen. 133 


worin 


H(z, &*, 2 


rjo“r 


ein hyperelliptisches Hauptintegral dritter Gattung bedeutet, welches 
im Punkte z, auf beiden Blittern logarithmisch unendlich wird mit 
der positiven und negativen Einheit als Coefficienten der Unstetigkeits- 
function, und dessen simmtliche Periodicitiitsmoduln an den a- oder an 


den 6-Querschnitten — wir wihlen hier die letzteren — verschwinden. 
Nun ist aber auch, wie sofort zu sehen 
V R(ar) dz 





(2—sr) VR(e) 
ein Hauptintegral dritter Gattung, da es als Coefficienten der logarith- 
mischen Unstetigkeiten in ¢* und ¢- ebenfalls die positive und negative 
Einheit hat, und es wird somit nach bekannten Schliissen 


R(z,)d 
(15) f dH(z, 2, 2 )= B fn 
e e (#- ,) yk (2) 
sein, wenn U,, U),°+ + Up Integrale erster Gattung bedeuten, welche so 
beschaffen sind, dass «, an allen b-Querschnitten den Stetigkeitssprung 0, 
nur am 6,-Querschnitte den Sprung 1 hat, und 





+64 %,+6,.%4,+-->e, U4, 


Criy Cr2 y roe Crp 
so zu bestimmen sind, dass das Hauptintegral dritter Gattung auf der 
linken Seite der Gleichung (15) an allen b-Querschnitten verschwindende 
Stetigkeitsspriinge hat. Setzt man dann wie friiher © 
a j 
J@(z) = os f dJ™ (2) 
J VR)? : 
- “sat 
so wird «% durch die Gréssen J)(z) linear in der Form ausgedriickt sein 


(16) Un = Ayo TI (2) + dhid (ze) +-- + dep 1S? (2) 
und die d miissen den Gleichungen geniigen 


aI +4,JO +-+-+4,, 5" =0, 


kO” b& 


ddI? +4,50 +.---4+0 J? me, 


be-1 be—1 et S-2 
(0) @ + | Ge je 
(17) I, + d, J, So 2 dey Fy =—1, 
(0) (1) (p—1) __ 
do ee QI yt Se + on —_ 0, 





( (p—1) 
d, J, + a, Jy. ton dy Fy =0, 
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so dass sich allgemein: 


(0) (o—1) y+) (p—1) ©) 7) |. yle-) 
Ji, “heat J, a FG 


Opt a) Op—1 


(0) (6-1) 7io-+1) (ey) | 7 70... 7 
JO GO DGO 0g JO TO vd 
k bets ° rie) 

(18) dio test ( i 1) +o | (0) (o—1) Jory Je 1)|° . ° e | 

aired a oar ; 

bp ) es ee) | Set pe : 

. . = 














7 x i 


©) (e—-1) 7(o+1) (p—1) 
JO. .5. GPF <9 ca ae 


6 
ergiebt. m 


Nach Bestimmung der Gréssen dig also auch der % folgen fiir 
die ¢ die Gleichungen: 











VR (4,) a2 * YEG as i del 
SEs siesta (—2,) WR) sia eed 
2p 
VR (2,) dz 
| Y, @-2)y Re 
so dass sich allgemein — fer 
%26 
mre & 2 h.e 
(19) Cro = JS& VR) 
“20-1 


ergiebt. 
Mit Hiilfe der nunmehr bestimmten Werthe der Gréssen ¢,;, ¢-2, +++ rp 


geht die Gleichung (14), wenn die urspriinglichen Hauptintegrale wieder 
‘eingefiihrt werden, in die stig iiber: 


(20) ef. VR (@ de 440 “yk B (41) 4 ep 1 VRE) a2 
(2—2,) VR@ * (¢—2,) VB@) sEY (e—2,) f RO) 
HAP ete ute en + + Oye.) 4, 
H (et ete gets ts) +: 
se (tc Cott Cuipth Chrep T° a a aan Cy») u,) 


jas po Q® VRi (2) 
i (Za QOVR@) -); 


und es ergiebt sich somit aus (12), wenn in (20) der Reihe nach fiir’ 
i die Zahlen 


1,2, ---k 


gesetzt, die so entstehenden Gleichungen der Reihe nach mit 





@2) 

















r 

2) 
“- 
@ | 


p G3) 








(24) 
| 
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(2) 4(3) (k) 
C,t ty lie,“ 


multiplicirt und siimmtliche Gleichungen addirt werden, ausserdem 


Cc, : 
$ (é) (i) (i) (i) 
ro) (ie Cth Chri +# Creo ° + t k Cro) = Mig 
0 


te») 


(1) 4(3) | (1) 4(2) 
0,4 t OOH. € 


Pe io) 
2%0 “o tots 


gesetzt wird, die weiter zu erfiillende > laa 


_ ge ‘dz 


2] 1) 1 fo | 2242 
en) see + Te es Sts 


dz 
he) f ————  -L fet) erat .4. (2p—1) 
+ hn f 2a co = 


+ (Bly Mi, bob Me, ss ab oh nc - + Miz) Uy + 
+ (My p+ May +--+ Mp) + f(2)V RO] = qVREO). 


Benutzt man jetzt die oben aufgestellte Beziehung (16) zwischen 
vu, und den in der Reductionsformel des allgemeinen hyperelliptischen 
Integrales vorkommenden Integralen erster Gattung ; 


IO(2), TM), --- Jez), 


so wird durch Zusammenfassen der entsprechenden Integrale die Glei- 
chung (21) in 








(2) 


10 
ria (2) 


+ [her | “(Mat Mot Mir) dy (Myo + My, + +++ 4+ Ma) dag + -- 


(Mi p+ May +--+ Map) dpe] fri aa 


+ [ker 4 (My + My, ++ + Min) dyy + (Mp + Ma, +--+ Mis) dy + 


+ (Mip+ Mayt +++ +Mip) dps] foils 


+ ke) (MM, y+ My + Mar )diprt (Mj .+ Me .+::: +My) rae 


2?—'ds 
b be (Mie + Mort +++-+Mry) an VR (@) 
+ f@)VR@) = ¢V RE) 


iibergehen, und somit als nothwendige und hinreichende Bedingungen 
fiir das Bestehen derselben nach dem friiher ausgefiihrten die folgenden: 


liefern 
1 —= 1) ae... = Ir) = 0, 


(HPF Och My ob Ma ot Mick Maat ++ Man don = 0 


k{r) +-( M, +My + + Mu) sili + (Mig + May fp Migdpps—O, 
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wihrend der algebraische Werth g / R(2) des nach Absonderung der Loga- 
rithmen dann iibrig bleibenden Integrales durch die Gleichung 

(25) q=f() 

bestimmt ist. 

Es eriibrigt nur noch die Werthe der M oder wenigstens die in 
den Gleichungen (24) vorkommenden Verbindungen derselben mit den 
d-Gréssen zu ermitteln. 

Geht man wieder von der oben aufgestellten Gleichung (15) aus 


V Rlz,) dz 
fame, at, 8 j= iS Wo FOr yb Crate ++ Crp Up , 


worin die Gréssen c durch den Ausdruck (19) definirt sind, und differentiirt 
diese Gleichung, so erhiilt man 


dH (2,27, &) VRG,) ) d uy d Uy du, 
dz ~ (e—2,) VR) 2) > + ¢ Cri- dz + raze at t+ ong 4 


z 


(26) 





woraus sich wiederum, wenn 
r=i, k+1, k+2, 
gesetzt, die einzelnen Gleichungen resp. mit 


{@ 


(i) (i) 
—- i 2 


multiplicirt und siimmtlich addirt werden, nach Gleichung (14) die 
Beziehung ergiebt 


d PO_—QVR a VRE,) 42 P,_ du 
nh ae... 2 eM. 
(27) az oS PO +4 QOVR() “@ © _ sed (e—z,) VR@ + >} Mie dz? 

1 
wenn statt des Index i—k in a 0 gesetzt wird, oder mit Be- 
nutzung von (16), weun die rationale Function 
12) | go dP ao 0 pi Re) 
ore [@ ie? eFC 


7 HF = 94(8) 
PT GFR (z) Pi 





(28) 





gesetzt, und die Gleichung (27) mit der Irrationalitit 7 R(z) multiplicirt 
wird, 


‘ iaasl , 
(29) C,9,(2)=C, on tr = — “+h! > I, dy +t, Sh, let 


r=i, k+-1, .. 
pl 
ive Sa i 





Setzt man endlich hierin 


t=1,2,---k, 
und addirt die so entstehenden Gleichungen, so folgt 


(30) 








ein 
$01 
p- 
(2 


hi 
ha 
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a 2 ar [.o@-> an i 


r=i,k+1,. és 
+ (M%,,+H,,+4+:: + Mas)ag +s (Min + Mep++:--+ Mip) doo 
ui gsi ae wn +-: i egies cach **+ Mip)dpi)2 





+ ((M,,+M,,+-: +Mbhede + (Miy-+ May 1 Miz) pps Je 


’ Bemerkt man nun, dass auf der linken Seite der Gleichung (30) 
eine in allen endlichen Werthen von z endliche Function steht, die 
somit, da sie eine rationale ist, eine ganze und zwar héchstens vom 
p—1' Grade sein muss, so wird man durch Gleichsetzen der Coeffici- 
enten gleich hoher Potenzen von ¢ unmittelbar die in den Gleichungen 
(24) zu den Gréssen 

Ki2p—l) , K2p—2), .. Ke) 
hinzuaddirten Ausdriicke in den Constanten des Problems gegeben er- 
halten. 

Man sieht unmittelbar, dass diese Rechnung auf den von vornherein 
ersichtlichen Weg hinweist, die gefundenen logarithmischen Ausdriicke 
differentiirt mit der Function unter dem gegebenen Integrale zu ver- 
einigen und nun das neue Integral als ein auf algebraische Functionen 
reducirbares zu behandeln; wir haben diesen Weg hier eingeschlagen, 
um die Bedingungen der Reduction in den Gréssen M, also auch in 
den Gréssen c, d. h. nach (19) in den Stetigkeitsspriingen der Haupt® 
integrale dritter Gattung an den b-Querschnitten ausdriicken zu kénnen. 

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn man die Grodssen ¢ 
einzeln berechnen will, die folgende leicht zu entwickelnde Beziehung 
(vergl. Theorie der Ab el’schen Functionen von Clebsch und Gordan) 
das Mittel dazu liefert; setzen wir nimlich 


VR (€) dz = a 
LS Sat MOBO 
und den nach €~ genommenen Differentialquotienten dieses in ¢t und €— 
logarithmisch unendlich werdenden Hauptintegrales, welcher offenbar 
in denselben beiden Punkten von der ersten Ordnung algebraisch un- 
endlich wird, se 
ans. z ©) 2, tt ©), 


endlich 


= fang, =i EO), 


@%o-1 


worin 


Te", €) 
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den Stetigkeitssprung des TT-Integrales an dem Querschnitte bg be- 
zeichnet, so ergiebt sich mit Hiilfe der oben eingefiihrten Bezeichnungen 
unmittelbar aus dem Satze von der Vertauschung der Grenzen und 
Unstetigkeitspunkte die Gleichung 

a 


r 


J dZ(e,€',£) 


2. 


2 


Pa 


aT (2, AF +) du atl, (€*, ¢) 
ft Slot oGe) + EO fan) 
oder wenn die Stetigkeitsspriinge des Integrales zweiter Gattung Z an 
den 6-Querschnitten mit 


Zo(6", ©) 
bezeichnet werden , 
+ 
G1) J dZ@e, 0,6) 


t 


eee?) ED {re es 8) Cast) + et 7» fan 


a 
r 


setzt man hierin fiir € p verschiedene Werthe ein, so erhilt man die 
gesuchten Periodicititsmoduln des Integrales dritter Gattung durch In- 
tegrale zweiter Gattung, zwischen den Unstetigkeitspunkten jenes Haupt- 
integrales genommen, durch algebraische Functionen und Periodicitiits- 
moduln von Integralen zwei'.~ Gattung ausgedriickt, Relationen, welche 
jener bekannten Beziehun, .iir elliptische Integrale analog:sind. So 
wiirde man die oben eingefiihrten Gréssen ¢ direct berechnen kénnen. 
Von der Gleichung (31) kommt man auch direct zur Gleichung (27), 
wenn man r =i, k+1,k +2, --- m setzt, alle Gleichungen addirt 
und das Abel’sche Theorem fiir die hyperelliptischen Integrale erster 
und zweiter Gattung anwendet. 


Fassen wir nunmehr all’ die erhaltenen Resultate zusammen, so 
wird man zur Beantwortung der Frage, ob ein vorgelegtes hyperellip- 
tisches Integral von der Form 
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auf algebraisch-logarithmische Functionen reducirbar ist, folgender- 
massen zu verfahren haben: 
Man bilde die Gleichung 


OM Lyaay +” *. Tey ~ ‘ge: ‘Lr |nS. 


und suche dieselbe durch Systeme von ganzen Zahlen 7',, T,,--- T, 
zw befriedigen; mégen sich nur n —k solcher Systeme finden lassen 
Py Ty, ee Tin; 

Ty Typ +++ Tan, 


T—41 Toxo “23 \ Aa 


welche von einander unabhingig sind, und mdégen sich aus diesen 
n—k-Gleichungen (32) die Relationen ergeben 


Fit) | [ F(t) ] [5 F(t) | 

re Pe = eee coord] 

LE 1! LVRO = *LVRO ~ 
(t— 34.44) : t—2,) (¢ — 2y) 


D [as Fate tn [Bs] 


(¢— 24) —* 





so suche man den gréssten gemeinsamen Theiler zwischen den Zahlen 
D hii asies+ Annis 
worin 7 eine der Zahlen 1, 2, --- & bedeuten soll; sei derselbe 0;, und 
werde ; 
D_ qi as. dg; re An—ki (i) 
qe Bae, Bee Ha 


gesetzt, so ist unmittelbar zu sehen, dass 
D C+ Ob tM >? 
sein muss, wenn eine Gleichung von der Form 
PY — YY R(e) = 0, 
von Verzweigungspunkten abgesehen, nur die Lésungen 


%iy Seti, *** &n 
und zwar 
® 4 (i) 
5) Ge°"* 4 
fach haben soll; denn bezeichnet man die auf die Verzweigungspunkte 
beziiglichen s linearen Factoren durch N, so wird P® durch N theil- 
bar sein miissen, und es wiirde, wenn 


PO=N-po, R=N-R, Q=—qQ 
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gesetzt wird, 
AW AU) Au 
pO N — GR, = (@—4#)° (@— #41)! ++ + (@—%n)** 
zu erfiillen sein, woraus, da die linke Seite jedenfalls ein Polynom ist, 
dessen Grad die Zahl p tibersteigt, folgt, dass die Ungleichheit (u) 
befriedigt werden muss. 
Geschieht nun der obigen Ungleichheit Geniige, so unterwerfe man 
in einer ganzen Function vom 
PP +W ys 
A 
ten Grade p®, und in einer ganzen Function vom 
ty +t +---+t) +8 
2 pl 


ten Grade gq, worin sso gewihlt sein muss, dass diese Gradzahlen ganz 
und positiv sind (Null eingeschlossen), die simmtlichen darin enthaltenen 
Constanten, deren Zahl 


(i) () (i) 
OHO ---+ 2 —p+l 
ist, der Bedingung, dass die Function 
pa VN _— g® VR, 
fiir 2 = 2, selbst nebst ihren ¢’ —1 ersten Ableitungen, fiir z= 2, +1 
nebst ihren ¢“’ —1 ersten Ableitungen, u. s. w., endlich fiir e=z, nebst 
ihren eo. 1 ersten Ableitungen verschwindet, somit 


(?) (i) (4) 
P+ +--+, 


Bedingungen; erfiillen nun diese Constanten die ihre Anzahl iiber- 
steigenden Bedingungsgleichungen, so wird 


(pOYN —qVR;) (pOVN +q°V R,) =p N—gR, 
jedenfalls durch 
0 a KG) 
(@—4i)° (@—%41)* +++ (@—2n)"* 
theilbar sein und somit 


PO — Q RG), 
CHO+ +--+ O,+8 


ist, von den in N enthaltenen Verzweigungswerthen abgesehen, nur die 
bezeichneten Liésungen in der angegebenen Vielfachheit besitzen. 
Man kann noch in anderer Weise priifen, ob die Werthe 2;, 241, ++-2n 
die alleinigen Lésungen von der angegebenen Vielfachheit von einer 
Gleichung der aufgestellten ‘orm sein kénnen, wenn von Verzweigungs- 


weil es vom Grade 


. 








Re 


wel 
bec 
elli 


vol 


bil 


Dm 


-~_ 2 = — 














Reduction hyperelliptischer Integrale auf algebr.-logarithmische Functionen. 14] 


werthen abgesehen wird und zwar kann man sich eines Verfahrens 
bedienen, dessen Princip Herr Tchebichef bei der Reduction der 
elliptischen Integrale auseinandergesetzt hat. 

Ks soll zuerst gezeigt werden, dass man jedenfalls eine Gleichung 
von der Form 

p?N— q?R, =0 

bilden kann, welche durch 

OS AG) x) .) 

u == (2— 4)° (2—ee41)' ++ + (2—2n)"-* 


theilbar ist, und fiir welche der Grad des Quotienten < p ist. Bildet 
man niimlich eine ganze Function S des ( + 4 +... ¢0 — 1" Grades, 
welche die Bedingung erfiillt, dass 

SVN —VR, 

u ’ 

fiir jedes endliche z endlich ist, wozu offenbar die Zahl der Constanten 
hinreicht, so wird 

SN — R, 
durch « theilbar sein und ebenso wird, wenn 

d@=L, p=SL— Ku 
gesetzt wird, worin K und LZ noch niher bestimmt werden sollen, auch 
pVN —dV2&, also auch p'?N — ¢?R,, 

wie durch unmittelbare Ausrechnung ersichtlich ist, durch w theilbar 
sein. Werde nun zur niiheren Fixirung der Gréssen K und LZ der 


rationale iichte Bruch s in einen Kettenbruch verwandelt und in der 


Reihe der dem Grade nach steigenden Zihler und Nenner der Nihe- 
rungswerthe des Kettenbruches fiir Z der Nenner L, desjenigen Nihe- 
rungswerthes gewihlt, fiir welchen der Grad desselben kleiner ist als 
der Grad der Function 


ie 
Puy =, 

wihrend der Grad des Nenners des darauf folgenden Niherungswerthes 

schon grésser sein soll als eben diese Zahl, die der Annahme nach 


nicht ganz sein kann, und sei endlich K der Zibler K, eben dieses 
Niherungswerthes, so ist sofort zu sehen, dass der Grad der Function 


vp VN-d VR, _ 8 Pan Knw) VN — PaVR, 
Vu Vu 
/R, 


s—y ,— ae 
al YN x, ) N 
il u 1 vie’ LV w Vi 
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wenn unter dem Grade einer Function der Exponent der Anfangspotenz 
in der Entwicklung derselben nach fallenden Potenzen der Variabeln 
verstanden wird, kleiner als der Grad der Function j/R ist, da nach 
einem bekannten Satze 


a RO 3: 
uU L, Ly (Ly gat Ly ® 41) 
ist, worin 2,41 eine iicht gebrochene rationale Function bedeutet und 
der Grad vom 
V Ry 


Vr 1, V up i mls —- + 
y i 


jedenfalls negativ ist. Ferner folgt aber auch, dass der Grad der 
Function a 
pVN+aVR, 
Vu 
da er wegen des unpaaren Grades von R derselbe sein muss, ebenfalls 
kleiner als der von j/R ist, und es wird somit der Grad der rationalen 
Function 
p'*N—q*R, 
u ? 
welche eine ganze ist, kleiner als der Grad von / R also hichstens p 
sein. Es wird aber leicht eingesehen werden, dass dieser Grad Null 
sein muss, wenn vorausgesetzt wird, dass es eine Function von der 
Form giebt 
porn —_— q® R, , 
welche bis auf eine multiplicatorische Constante der Function w gleich 
ist. Denn da die Ausdriicke 


p ‘VN - q ‘VR, aed * p VN —q" VR 
yp VN+aVR, pOVN +q°VR, 
mit entsprechenden Zeichen der Irrationalitiiten genommen fiir alle 


Lésungen von « = 0 in derselben Weise Null und unendlich werden, 
so wird ihr Quotient 


pVN—gdVR,  pOVN+q°VR, _x+kVR 


pVN+qdVR, p°VN—G®VR, 2x—kVR 


nur noch fiir alle die Lésungen des Polynoms 
pt N—q?k, 
u 
Null und unendlich sein kénnen, und daher 
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von einem Grade sein miissen, der kleiner als p ist; wenn die Ver- 
zweigungspunkte abgesondert sind, was offenbar unmdglich ist. Es 
folgt daraus, dass das oben gefundene Polynom 


(«) p?N—q?R, 
von einer Constanten abgesehen mit « zusammenfallt, und dass man 
somit, wenn nach der oben angegebenen Methode die Gréssen p’ und q’ 
durch K, und L, ausgedriickt gebildet werden, das Polynom («) vom 
CEO tM, 

ten Grade sein muss, wenn der urspriinglich gestellten Bedingung iiber- 
haupt soll Geniige geleistet werden. 

Lassen sich nan fiir alle oben aufgestellten z-Verbindungen Glei- 
chungen von der Form 


Por— QerR(2) = 0, Pe—QYR(ey =O, --- PH’— Qe" Re) = 0 
finden, welche ausser den resp. Werthen 

2) Skt+1,°** 2ny 

&y Seti, *** Bn, 


ky Se41y *** Bn 
mit der entsprechenden Vielfachheit 


(1) (1) (1) 
fl 


0? n—k 
(2) (2) (2) 
ty ’ t, yes tk 
(k) (k) (k) 
ty 3 ts poe ta 


nur noch Verzweigungswerthe zu Lisungen haben, so bilde man die 
Summe 





0) _ Q() VRB ’ @_ g@ 
33) — Ea log ( »—@Q Tie) 1 Lime) log ae Q” VR«) 


AD POF QOVR@/ * WEE 


VRit) 


Pee aeeay eA me . oR 3) a 
ive + w lyr x a es QMVRe) L(2), 
aii 


dann wird L(z) das Aggregat der im reducirbaren hyperelliptischen 
Integrale vorkommenden logarithmischen Glieder darstellen. Setzt man 
sodann 


O ag? jae 
Sind [ee ap p® = _ p® ga = 


PH + Q® yen) 





oe (2) 
VR (2) (2)’ 


= (2) int an. 
P= > e vac | (7) FE QQ” R(z) VR} 
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so miissen fernér mit Zugrundelegung der am Anfange der Arbeit an- 
gefiihrten Bezeichnungen noch die Bedingungen befriedigt sein 


: it) F,@dt, Fit) ( Fat )_ 9 
a Ee VR t) i> _ [rae VR} ja 


le nan 


fiir die Werthe r —0, 1, 2,--- p—1, und 


[7952 p(t) Fe ee F@®—9(t) Fat re 
> VRit) J VR am VR) J VR} i 


t 
fiir die Werthe r—p, p+1,---2p—1; sind alle diese Bedingungen 
erfiillt, so ist der Werth des algebraischen Theiles jenes hyperelliptischen 
Integrales 


SI [ze [- dt L- ee. J a 
yas (t—2) VR® —1 VRit) J (t—2) VR) ja 


welcher mit L(z) vereinigt die algebraisch-logarithmische Darstellung 
des gegebenen Integrales liefert. 
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Zwei Sitze tiber Grenzwerthe von Functionen zweier 
Verinderlichen. 


Von Paut pu Bo1s-Reymonp in Tiibingen. 


In einer schon vor lingerer Zeit von mir verdéffentlichten Unter- 
suchung tiber Grenzwerthe von Functionen zweier Verinderlichen*) 
habe ich u. A. gewisse allgemeine Beziehungen zwischen gleichzeitigen 
und aufeinanderfolgenden Grenziibergiingen geometrisch zu entwickeln 
gesucht. Anschaulich macht eine derartige geometrische Betrachtung 
die Dinge, kann aber ihrer Natur nach nie so vollstindig und unbe- 
dingt befriedigen, wie rein in Zahlen gedachte Sitze und Beweise. 
Es lohnt der Miihe, die Beziehungen, welche ich meine, auf solche Art 
genau zu begriinden, weil sie eine hiufig anwendbare Schlussform dar- 
stellen. Und wenn man auch meistens es schliesslich umgehen kann, 
ausdriicklich sich auf sie zu berufen, so ist dies doch in der Regel 
miihsam, und namentlich ist, wenn jene Beziehungen einmal ausser 
Zweifel gesetzt sind, kein verniinftiger Grund mehr dafiir vorhanden, 
sich ihrer nicht zu bedienen. 


1. 
Begriffsfestsetzungen und Grundsatz. 


Wenn ein Gesetz vorliegt, auf Grund dessen nachweislich zu jedem 
Paar Zahlen x und y ein oder mehrere oder unzahlige oder zwischen 
durch das Gesetz gegebenen Grenzen unbestimmte Werthe von u ge- 
héren, so sei dies der Sinn des Ausdrucks: w ist eine Function von x 
und y, also u=/f(z, y). 

Der eiuzelne Functionalwerth fiir ein Zahlenpaar x, y umfasst 
alle Werthe, welche man erhilt, wenn man in f(x-++ ¢, y+ 4) die é 
und ¢, nach einander oder gemiiss einer beliebigen zwischen ihnen 
anzunehmenden Beziehung gleichzeitig Null werden lasst. 


*) Borch. Journ. Bd. 70: ,,Bemerkungen tiber die verschiedenen Werthe, 
welche eine Function zweier reellen Variabeln erhilt, wenn man diese Variabeln 
entweder nach einander oder gewissen Bedingungen gemiiss gleichzeitig ver- 
schwinden lisst. Die in diesem Aufsatz bewiesenen Siitze finden sich im § 8. der 
Abhandlung, theils implicite, theils ausdriicklich ausgesprochen. 


Mathematische Annalen. XI. " 10 
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Im Folgenden werden wir aber, -unseren Zwecken gemiiss, den 
einzelnen Functionalwerth so bestimmen, dass wir darunter den Werth 
verstehen mit dem numerisch gréssten Betrage, dessen f (x2-++-¢, y+ ¢,) 
fahig ist, und wenn dies zwei gleiche positive und negative Werthe 
sind, nach Belieben einen von ihnen. Die fiir die so eingeschrinkten 
Functionen giiltigen Sitze werden fiir die obigen uneingeschrankten 
a fortiori gelten. 

Weiter wird unter einer Function einer Verinderlichen, f(y), eine 
Function verstanden, die aus der Function zweier Verinderlichen durch 
Festlegung des Werthes von 2 entspringt. 

Wenn fiir einen hinreichend kleinen, von Null verschiedenen 
Werth von y die abhiangige Grésse f(y) kleiner als eine beliebig ge- 
gebene noch so kleine Grésse « wird, und bei weiterer Verkleinerung 
von y sich nachweislich nicht wieder iiber ¢ erhebt, so schreiben wir: 
limy—o f(y) = 0. 

Grundsatz. Wenn eine Function f(y) die Bedingung lim,— f(y) =90 
erfiillt, so giebt es stets einen Werth y,, der Folgendes leistet: 


1. O< y, < €, wo « eine beliebig kleine gegebene positive Grosse, 


2. [f(y,)]*? < &, wo & irgend eine gegebene positive Grosse, 
3. [fH S{fy)? im Intervall O<y <y,"*). 


2. 
I. Satz. 


Es erfiille f(x,y) als Function von y fiir jeden Werth von x 
(0<2<X) die Bedingung \im,—o f(x, y) = 0, so dass auch: 


limz—o [limy—o f(x, y)] = 0 


ist (eben weil die Klammer [ | Null ist), alsdann giebt es stets eine 
mit x ohne Maxima verschwindende Function y = p(x) der Art, dass 
1) f(@, p(a)) bei hinreichender Verkleinerung von x unter jede Grenze 
sinkt, und dgss 2) dasselbe von f(x, p,(x)) gilt, vorausgesetet, dass von 
irgend einem Werthe von x an o,(x) < (x) ist und bleibt. 

*) Die Relationen 0<y,<s, f(y,)*<é gehéren zur Definition von lim,—o f(y)=9. 
Zam Grundsatz des Textes tritt eben noch [f(y)]*<[f(y,)]? hinzu. Diese Re- 


lation setzt voraus, dass unter f(y,) der ganze Werthvorrath von f(y) fiir 


y =y;, verstanden wird, oder doch der kleinste und der grisste Werth dieses 
Werthvorraths, also jedenfalls alle Werthe, die man erhilt, wenn man f(y,) fiir 
einen numerischen Werth y, berechnet, oder wenn man lim,_f(y,-+s) bestimmt. 
Wiirde man unter f(y,) nur das Resultat der Berechnung von f(y,) fiir den 
numerischen Werth y, verstehen, so wiire der Grundsatz unter Umstinden nicht 
richtig, z. B. schon im Falle ganz einfacher fiir f(y) genommener Sinusreihen 
nicht. 
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Beweis. Wir bezeichnen mit y, = (x) eine im Intervall 0 << «+< X, 
wie folgt, zu beschreibende Function. Es sei 

1 O<y<2, 

2. [f(@, P<, 

3. [f(@, w]} S{f(@, y,)} im Intervall OS y<y,, 
welche Forderungen nach dem ,Grundsatz* des vorigen Artikels erfiill- 
bar sind, 

Diese Function y, von x bezeichnen wir also mit y(x). Alsdann 
ist x(x) fiir keinen Werth von x (O<2<X) Null, und nimmt mit 
x unter jede Grenze ab. Ausserdem ist stets f(7, y(x)) <2. 

Nun sei g(x) eine Function, die gleich y(x) ist tiberall, wo z(2) 
nicht grésser ist als fiir irgend einen naher an X gelegenen Werth 
von x, in den Strecken aber, in welchen diese Definition g(x) unbe- 
stimmt lisst, sei g(x) constant und gleich den diese Strecken begren- 
zenden Werthen von (2). 

Somit ist p(x) eine Function, wie sie im Satz als vorhanden be- 
hauptet wurde. Denn f(x, (x)) <2 nimmt mit x unter jede Grenze 
ab. Ist g,(%) von einem Werthe von x an < (x), so wird nach 
der Definition von x(x), weil p(x) < x(x), auch f(x, m,(x)) << & sein. 
Q. e. d. 

3. 
II. Satz. 


Wenn fiir cine mit-x verschwindende Function y = A(x), sowie 
fiir alle Functionen A, (a) < 4(x) man lim f (x, 4(x))= 0 hat, so ist auch 
lim, =o [limy—of(@, y)] = 9. 

Beweis. Zu bestimmen ist der Werth: 
lim,—o [limy—of (a, y)] = M. 
Wir setzen F(x, y) = f(a, y) — limy=o/f(a, y), so dass 
limy=o F(x, y) = 0%), 
und zwar gelte diese Gleichung fiir jeden Werth x des I[ntervalles 
0<a<X. Nach dem vorigen Satz giebt es dann eine Function 


g(x) der Art, dass 
lim,—o F' (%, p(x)) = 0 


und dass dieselbe Gleichung durch jede Function »,(x) < p(x) erfiillt 





*) Diese Gleichung kann auch angesetzt werden, wenn man lim, —9 f(2, y) un- 


bestimmt voraussetzt, doch muss, damit lim, —9{ f(a,y)=lim —of (2, y)} Null sei, 
y bei seinem Verschwinden solche Folge von Werthen annehmend gedacht werden, 
dass lim y=ol (2, y) sich irgend einem besonderen der durch die Unbestimmtheit 
gestatteten (von « abhingigen) Werthe nihert. Da die Betrachtung fiir jeden 
solchen besonderen Werth gilt, so gilt sie allgemein. 


10* 
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wird. Dies wird auch der Fall sein bei einer der im zu beweisenden 
Satz vorgesehenen Functionen 4, (x) und fiir alle Functionen A, (x) < 4, (2). 
Somit hat man zuniichst: 


lim,—o [f (x, 4,(”)) — limy=o f(x, y)] = 0. 
Nach der Voraussetzung des Satzes ist aber 
limz—o f(#, 4,(x)) = 0. 
Nach der des Beweises: 
lim,—o [lim,—o f(z, y)| aa M, 
mithin ist M=0. Q. e. d. 


4. 


Zusatz. 


An diese Siitze schliesst sich folgendes: 

Problem: Wenn aus lim,—o (lim,—o f(x, y)) = 0 folgt, dass es 
Functionen (x) giebt, fiir die limz—o f (x, p (x)) = 0 ist, welches ist 
die grisste Null dieser Functionen, oder das kleinste Unendlich threr 
reciproken Functionen? 

Die allgemeine explicite Darstellung dieser gréssten Null ist zur 
Zeit unmoglich, auch unter der fiir die Lésung dieser Art Aufgaben 
giinstigsten Einschrinkung, dass die Function f(x, y) mit x ohne 
Maxima Null wird, wenn y als Function von x ohne Maxima ver- 
schwindet. 

Setzt man ™ 

f(x, y) = (2), 
so wird die Grenze des kleinsten Unendlich von y—, das noch zum Werthe 
lim,—o f (x, y(x)) = 0 fiihrt, der Grenze zwischen lim,—»(y(x))? > 0 ent- 
sprechen. Es wird also, falls 4 (x) der Gleichheit 


f(@, a(@)) wo 1 
geniigt, jede Function y < 7, fiir die nicht noch f(x, y) cw 1 ist, die 
Gleichung lim,—o f(z, y) = © erfiillen. Es wiire daher zuniichst die 
infinitire Auflésung nach y der Gleichung f(x, 7) co 1 die Aufgabe, 
von deren Lésung die des obigen Problems abhiingt*). 
Uebrigens ist die hieraus folgende Methode der Bestimmung von 
p(x), die Gleichung 
f(x, p(2)) = 7 (2) 
aufzulésen und darauf y(x) <1 anzunehmen, manchmal zu brauchen 
(s. d. folg. Abhandlung, Art. 6). 


Tiibingen, Mai 1876. 





*) Diese Annalen VIII. Bd., p. 363: Ueber asymptot. Werthe etc. Cap. V. 

















Ueber die Paradoxen des Infinitarcalcils. 


Von P. pu Bo1s-Reymonp in Ttibingen. 





Wenn man iiber die Schwierigkeiten des Grenzbegriffes und der 
Groéssenvorstellung sich hinwegsetzt, so wird man in den Grundlagen 
der Analysis auf keine Unbegreiflichkeiten stossen. Jene Begriffe 
saugen gleichsam den psychologischen Rathselstoff der ganzen Wissen- 
schaft auf. Denn das Imaginiare und ahnliche analytische Formalismen, — 
die als wesentliche Bestandtheile fertiger Theorien bei erster Bekannt- 
schaft wie Wunder oder iibernatiirliche Eingebungen erscheinen mégen, 
sind schliesslich doch nur logisch nothwendige Erzeugnisse der Me- 
thoden unserer Wissenschaft, und lassen mit einigem Nachdenken bis 
an ihren ganz natiirlichen Ursprung sich verfolgen. Dagegen der 
Grenz- und Gréssenbegriff (beide sind, wie ich glaube zeigen zu kénnen, 
nur verschiedene Bezeichnungen einer Vorstellungsart) gehért sicher- 
lich nicht mehr der eigentlichen Gréssenlehre, welche diese Begriffe ja 
schon voraussetzt, sondern der Seelenkunde an. Ich beabsichtige der 
psychologischen Theorie dieser mathematischen Grundbegriffe demniachst 
an einem anderen Orte ernstlich niher zu treten. An dieser Stelle 
will ich nur durch einige Bemerkungen tiber die Beziehungen zwischen 
der geometrischen Gréssenvorstellung und dem Zahlengedanken den vor- 
liegenden Aufsatz einleiten, dessen Gegenstand die Untersuchung einiger 
iiusserst merkwiirdiger Folgerungen ist, welche aus der Vergleichung 
der geometrischen Vorstellung ins Unendliche aufsteigender Curven mit 
der Analysis der durch sie abgebildeten Functionen sich ergeben. 

Wo eine feste Grésse, auf die unsere Gedankenverbindungen uns 
fiihren, durch keine Zahl, d. i. Rationalzahl ausgedriickt werden kann, 
stellt man sie als Grenze von Rationalzahlen dar, nennt sie Irrational- 
zahl, bezeichnet sie irgendwie und behandelt sie in der Buchstaben- 
rechnung ganz wie eine Rationalzahl, so dasg die Analysis zwischen 
den Zahlen dieselbe gleichartige Beschaffenheit voraussetzt, wie sie der 
Vorstellung nach zwischen den Liingen besteht. Der geometrischen Vor- 
stellung liegt es in der That ferne, auf einer Strecke z. B. gleich Kins 
einen qualitativen Unterschied zu machen zwischen mit Lineal und Zirkel 
construirbaren irrationalen Lingen und den rationalen Bruchtheilen der 
Lingeneinheit. Im Ganzen verbindet man unwillkiirlich mit der Zahlen- 
folge etwa eine tihnliche Idee, wie mit der Sternvertheilung auf einem 
gréssten Kreise am Himmel. Es werden einige hellere Sterne darunter 
sein, welche besonders in die Augen fallen, wie man bei den Zahlen zu- 
erst an rationale Verhiiltnisse mit dew kleinsten Zihlern und Nennern 
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denkt. Bei genauerem Zusehen erblickt man immer dichtere Sternmas- 
sen, und endlich das teleskopische Sehen erkennt in jedem kleinsten Be- 
zirk des fiir das gemeine Sehen gleichférmig dunkelen Himmelsgrundes 
neue ungezahlte Lichtpunkte, zwischen denen aber immer von Neuvem 
gleichférmiges Dunkel sich dehnt, wie sehr wir auch unsere Instrumente 
vervollkommnen mégen. Dieses immer noch iibrigbleibende gleichsam 
asymptotisch gleichférmige Nichts bevélkert dann unsere Phantasie, 
oder Speculation, mit Materie, deren Ausstrahlung unserer Wahrneh- 
mung eben nicht mehr zuginglich gemacht werden kann. In der Idee 
mégen wir eben an kein Ende glauben, keinen in Wahrheit dden Fleck 
am Himmel zugeben. So riicken bei genauerer Ueberlegung die rationa- 
len Zahlen zwar immer dichter an einander, lassen aber in der Vorstel- 
lung doch stets Liicken zwischen sich, welche dann die mathematische 
Speculation mit den Irrationalen ausfillt. Es entwickelt sich auf diese 
Weise die allgemein verbreitete Vorstellung von der numerischen Conti- 
nuitét. Denn die gewohnliche mathematische Anschauungsweise raumt 
beiden, der geometrischen und der numerischen Grossenfolge gleiches 
Recht ein, denkt sich beide von gleicher Dichtigkeit, lisst sie einander 
vollig entsprechen , wie Bild und Abbild. Zur Deckung kénnen sie aber 
gebracht werden nur mit Hiilfe des Grenzbegriffs durch Aufstellung der 
Irrationalen. Und dies ist der Ursprung des Gedankens von der Identitat 
des Grenz- und Gréssenbegriffs. 

Hiernach kénnen wir in der Einschaltung der Irrationalzahlen 
zwischen die Rationalen nur eine nachtrdgliche Anpassung des verstan- 
desmissigen Zahlenbegriffs an den angeborenen oder in den Windeln 
erworbenen geometrischen Gréssenbegriff erblicken, und wiirden uns 
bei dieser Anpassungstheorie beruhigen diirfen, wenn nicht bei der 
Vergleichung der numerischen und geometrischen Gréssenfolge noch 
andere und zwar sehr bedeutende Schwierigkeiten zu Tage triten, deren 
Untersuchung eben schliesslich auf die psychologische Zergliederung 
des Grenz- und Groéssenbegriffs hinfiihrt, und mit der, wie oben be- 
merkt, ich mich an einem anderen Orte beschiftigen will. 

Bei den nachfolgenden Betrachtungen will ich lediglich die gew6hn- 
liche Anschauung von der continuirlichen geometrischen Grossenfolge 
und den Rationalen und Irrationalen zu Grunde legen. 

Der erste Gegenstand dieses Aufsatzes ist die Bemerkung, dass 
die der geometrischen Vorstellung nach vollig continuirliche Schaar 
immer rascher ansteigenden Curven ein von den uns geliufigen Raum- 
continuitaten ginzlich verschiedenes Verhalten zeigt, wenn es sich 
darum handelt, einem ihrer Individuen sich méglichst zu nihern. Zum 
Zweiten wird eine faithselhafte Unterscheidung der Analysis des Unend- 
lichen untersucht, naimlich die ideale Grenze zwischen Convergenz und 
Divergenz. Ich habe von einér dieser Grenze entsprechenden, doch 
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nicht genauer erklirten Function t(«@) in meinen Untersuchungen be- 
reits 6fteren Gebrauch gemacht, und wiinsche, dass es mir in der 
zweiten Hilfte dieses Aufsatzes gelungen sei, mit befriedigender Schirfe 
zu erliutern, was ich mir unter der Function t(a) denke. 


L. 
Ueber die Annaherung an ein gegebenes Unendlich. 


1. 


Aehnlich wie bei den Elementarbegriffen der gemeinen Analysis 
stossen wir bei den Grundprincipien des Infinitircalciils sogleich auf ” 
paradox scheinende Folgerungen, und zwar héchst eigenthiimlicher und 
denkwiirdiger Natur, welche auch hier aus dem Bestreben entspringen, 
den neuen Gréssenbegriff und den neuen Zahlenbegriff genau festzu- 
stellen und zur Deckung zu bringen. Jedoch ganz wie bei der gewohn- 
lichen Analysis, so wird auch im Infinitircalciil die weitere Entwickelung 
der Methoden, namentlich so weit sie heute praktisch sind, durch der- 
gleichen metaphysische Schwierigkeiten nicht beeintrichtigt. Uebri- 
gens ist es nicht unméglich, dass gerade durch tiefere Untersuchung 
der Grundlagen des Infinitircalciils diejenigen der gewohnlichen Ana- 
lysis mehr Licht empfangen werden. 


2. 


Aus der geometrischen Vorstellung folgt, dass die Geschwindig- 
keit des Ansteigens der Functionen, oder, wie ich es kiirzer nenne, 
ihr Unendlich, eine sogenannte Continuitaét bildet. D. h. denken wir 
uns zwei verschieden rasch ansteigende Kunctionen, so sind alle Ueber- 
giuge von der einen zur andern raumlich denkbar und in der Vorstel- 
lung vorhanden. Nirgend ist zwischen zwei ins Unendliche ansteigen- 
den Curven oder in der Umgebung einer solchen Curve vorstellbar eine 
Liicke, die nicht von Curven ausgefiillt werden kénnte, sondern jede 
Curve wird von andern Curven, die ihr beliebig nahe verlaufen, bis 
ins Unendliche begleitet. 

Zur Vervollstindigung dieser kurzen Schilderung unserer auf die 
zu betrachtenden Verhiltnisse beziiglichen Gréssenvorstellung gehorte 
noch, dass wir iiber die Anzahl der Unendlich zwischen zwei Curven, im 
Vergleich mit der einfach unendlichen Punktschaar eines Linienstiicks, 
uns klar werden. 

Dass jene Anzahl der Unendlich keine einfach unendliche ist, 
- leuchtet sofort ein. Ich glaube aber, man kann, auch rein geometrisch, 
unschwer einsehen, dass sie nicht zweifach, dreifach u. s. w., sondern 
unbegrenztfach unendlich ist. Denn man kann z. B. durch die zwei 
ins Unendliche ansteigenden Curven eine unbegrenzte Anzahl ange- 
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messen weit von einander entfernter der y Axe paralleler Geraden legen, 
und indem man jeden Punkt jeder einzelnen mit je einem Punkte der 
iibrigen durch Linien successive verbindet, erhalt man eine unbegrenzt- 
fach unendliche Curvenschaar, deren Individuen, wenn die parallelen 
Geraden hinreichend von einander entfernt sind, nur wachsen. 

Dies sind Forderungen der angeborenen Gréssenvorstellung; prii- 


fen wir jetzt, wie dem gegeniiber die Folgerungen des analytischen 
Verstandes sich verhalten. 


3. 


So wie im gewohnlichen Gréssengebiete wir Gréssen numerisch 
genau nur durch Rationalzahlen ausdriicken kénnen, da die anderen 
Zahlen nicht wirkliche Zahlen, sondern nur Grenzen solcher sind: so 
kénnen wir die Unendlich nur durch wohldefinirte Functionen aus- 
driicken, von denen uns heut zu Tage nur die zur Familie der Loga- 
rithmen, Potenzen, Exponentialfunctionen gehérigen zu Gebote stehen. 

Diese Unendlich bilden aber schon eine unbegrenztfach unendliche 
Anzahl von Individuen. Denn z. B. die Function 


Lam l,2™ + - 
kann allein schon nach der beliebig grossen Parameterzahl m,, m,, 
variiren. 
Aber sehen wir zuniichst von der Darstellbarkeit eines irgendwie 
definirten Unendlich durch eine analytische Function ab und unter- 
suchen wir die Annaherung an ein gegebenes Unendlich, 


4. 


Nachdem ich in einer ilteren Abhandlung zuerst gezeigt, dass es 
so geringe Geschwindigkeiten des Anwachsens giebt, welche noch hinter 
den beliebig oft wiederholten Logarithmen zuriickbleiben*), dass es 
also kleinere Unendlich giebt, als das irgend einer Function der Reihe 

L(z), p= 1, 2,3, ---, 
habe ich bei einer anderen Gelegenheit**) diese Bemerkung zu dem 
Satze verallgemeinert, dass es iiberhaupt keine Folge von Functionen 
Pp(x), p= 1,2,--- 
geben kann, der Art, dass jedes noch so kleine denkbare Unendlich zwi- 


schen zwei Unendlich dieser Folge fallen oder mit einem von ihnen 
tibereinstimmen muss. 


Dieser Satz ist einer anderen, vielleicht noch auffallenderen, aif 
alle Fille lehrreichen Fassung fahig. 








*) Borch. Journ. Bd. 76, p. 88. 
**) Diese Annalen VIII, Bd., p. 365 Anm. 
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5. 


Im gewohnlichen Grossengebiet gilt von der Anniherung an eine 
gegebene Zahl, dass sie unbegrenzt ist, d. h, wir kénnen uns einer 


Zahl, z. B. a mit anderen Zahlenfolgen der verschiedenartigsten Be- 
schaffenheit 
41) Zo) vee 


in der Weise niihern, dass jede der Zahl + noch so nahe Zahl Z 


zwischen zwei Zahlen der Reihe z, fallt, oder mit deren einer tiber- 
einstimmt. Wir wollen das dem Entsprechende in der infinitiren 
Gréssenfolge aufsuchen. 

Betrachten wir zuniichst ein Beispiel. Es sei w die Function, 
deren Unendlich man mit einer Reihe von Functionen sich niahern 
will. Versuchen wir es mit dieser Folge: 

1 2 Pp 
x, v3, ++. gp+l,... in indefinitum, 
so niihern die Expouenten sich der Eins, aber es ist leicht zu zeigen, 
dass es Functionen giebt, deren Unendlich zwischen die Unendlich der 
Functionen dieser Reihe und jenes von z fallen. Z. B. dies 
rani 

gite+1 
ist eine soleche Function, da man durch Division, und indem man e“!* 
statt 2 schreibt, leicht die Ungleichheit: 


lx 


Pp 
gpti < gitz+1 <2 
bestiitigen kann. Was wir an diesem Beispiel sehen, wollen wir als 
allgemeinen Satz aussprechen und beweisen. Der Satz lautet: 
Man kann sich einem gegebenen Unendlich 4(ax) mit keiner Func- 
tionenfolge 
P,(*), p=1,2,--- 
in solcher Weise niihern, dass man nicht stets Functionen (x) angeben 
kinnte, welche fiir beliebig grosse Werthe von p der Ungleichheit 


A(x) S v(@) = gp(e) 
geniigen. 
Denn angenommen, wir kénnten uns z. B. mit der Functionen- 
folge 


P1(X) < P2(2%) <--> <4(@) 
dem Unendlich von 4(#) unbegrenzt niihern, so wiirden die Unendlich 
der Folge: 


4(ax) 4 (2) 


G1 (x) 


P2(@) 
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A(x) 


“unter jede Grenze sinken, oder, setzt man ee = aad Ms Op (tH), 
» Fp 


so wiirden die Unendlich der Folge; 


@:(%), @2(u), -+> 
iiber jede Grenze steigen, beides Folgerungen, die nach dem Obigen 
unméglich sind, wodurch der Satz bewiesen oder vielmehr auf den 
friiheren (Art. 4) zuriickgefiihrt ist, von dem er in der That nur 
eine neue Form ist. 


6. 


Kin von unseren bisherigen Vorstellungen so sehr abweichendes 
Verhalten verdient aber von mehreren Seiten beleuchtet zu werden, 
weshalb ich vorstehenden Lehrsatz selbststandig ableiten will, und zwar 
auf Grund gewisser ganz allgemeiner Functionalsitze*), welche ihm 
einige unwesentliche oder richtiger nur scheinbare Beschrinkungen 
auferlegen. Dieser selbststindige Beweis wird ausserdem den Vortheil 
haben, uns zu lehren, wie man fiir eine gegebene F'unctionenfolge 


Py < Pg: <A 
sogleich eine Function wy angeben kann, welche die Bedingung 
ee 1>v> QP; p=1,2,---, 
erfillt. 
Die eben gemeinten Beschrinkungen sind: 

1. Es wird angenommen, dass die Functionenfolge ,(xz), p—1, 2, ---, 
mit der man sich dem Unendlich von 4(z) nihern will, in die 
Form (2, p), p= 1,2,--- sich bringen lasse, worin p durch 
eine stetig sich findernde Verinderliche ersetzt werden kann, 
was geometrisch wenigstens und folglich durch darstellende In- 
tegrale stets méglich sein wird. 

2. Es wird angenommen, dass o(z, 0) = A(x), was aus dusseren 
Griinden nicht immer wird geschrieben werden kénnen, falls 
namlich die Grésse g(x, co) keinen deutlichen Sinn hat, z. B. 
wenn in p(x, p) der p-fache Logarithmus /,(”) vorkommt. 

3. Es sei p(x, p) < p(z%,p+a), woa>l. 

Unter diesen Voraussetzungen schreiben wir: 
( 
ore =f (ey). 
Hiernach ist also 

hor lim,=« f (v7, y) = 0, 

mithin auch 
limy—« lim,—.f (x, y) = 0. 


*) Zwei Sitze iiber Grenzwerthe ¢ se Annalen Bd. XI, p, 145. 
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Daher giebt es nach dem erwahnten allgemeinen Princip stets mit x 
hinreichend langsam unendlich werdende Functionen y = et), » 80 dass 
auch noch 

lim,-. f(%, @(x)) =0 
sei, und dies geniigt. Denn da sowohl 


lim, =. 2 oa, 
als auch 
lim, -< 2@,e@) 0 
ist, wihrend 
lite no ~St on 
its sd (x 7@ (x)) 


ist (weil schon fiir y,—y>1 nach der Voraussetzung lim,—.. a v= = 
ist), so hat man Pes 





A(x) > 9(@, e(2)) > 9@,¥), 
wie gross y auch sei, und (x, @(x)) ist die gesuchte Function v(z). 
Um dies an dem obigen Beispiel 
Pp 
get, p= 1,2, eee 
einer Functionenfolge, mit der man sich dem Unendlich von a nihert, 
durchzufiihren, so wire also fiir p eine Function @(x#) von hinreichend 
kleinem Unendlich zu setzen. Die Regel am Schluss der Note: ,,Zwei 
Siitze iiber Grenzwerthe etc.“, auf diesen Fall angewandt, verlangt 
die Auflésung nach @ von 


ye oe 
y (a) ’ 
wo y(«) beliebig langsam unendlich wird. Wir erhalten daher 
la , 
= —— — 1, di. 
Uy(@)) ” 
o<lz. 
Setzt man 9 = 6(xz)l(x), wo 6(x) <1, so folgt: 
= 3 ——— 
e+i 
x — tts ia) 
~—— oiz) — J], 


So dass allerdings @</xz das Verlangte leistet, und um so mehr 
o(x) =lla, wie oben angenommen. 


7. 


Unter der Voraussetzung 9(x) < lz hat man also fiir jeden Werth 
von p: 


P @ (x) 
ght! = gett <x. 
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Setzt man weiter: 


Pp 
Ia? tt 





Pp 
he L 
lgP it 


Pp, (t) = 2 » p=1,2,3,-->, 
so ist dies eine Functionenfolge, die viel naiher-an das Unendlich von 


P 
x fihrt als z?+1!, p= 1,2,---, und indem man fiir p hier wiederum 
eine hinreichend langsam unendlichwerdende Function @(«) einfiihrt, 
gelangt man wieder tiber diese Folge hinaus, und so weiter ins Unbe- 
grenzte*). Setzt man 

p 

p(w, p) = a?*", 

so kann man diese verschiedenen Folgen in den Ausdruck 


yp i, v(o,, P (02, +++ P(O—1; »))) = 9,, (x) 
zusammenfassen. 


8. 


Man kénnte so auf den Gedanken kommen, dass, wenn es auch 
uumdglich sei, mit einer einfachen Folge von Functionen dem Unend- 
lich einer gegebenen Function unbegrenzt sich zu nihern, dies viel- 
leicht geschehen kénne mit einer Folge von Folgen, wie diese: 


Pir» Pros °° 

Por» Poor *** 
von der vorstehendes ®,, ein Beispiel ist, und wo ohne Beschrinkung 
der Allgemeinheit g,,1 > Qa—1,p) p = 1,2,--- angenommen werden 
darf. Es lisst sich aber leicht einsehen, dass diese Muthmassung nicht 
zutrifft. Dass man erstens aus der Doppelfolge keine einfache, die un- 
begrenzte Anniherung an ein gegebenes Unendlich vermittelnde Folge 


Pra» Progr *** 
herausgreifen kann, ist aus dem Obigen klar. Umgekehrt kann gezeigt 


werden, dass, wenn die Doppelfolge unbegrenzte Anniiherung gestatten 
wiirde, man aus ihr stets einfache Folgen herausgreifen kénnte, die 


ebenfalls unbegrenzte Anniberung gestatteten. Dies wiirde néimlich. 


jede einfache Folge 


*) Wie schon mehrfach betont, kommen wir bis jetzt in der Richtung der 
gréssten und kleinsten Unendlich iiber Exponentialfunctionén und Logarithmen 
nicht hinaus, wenigstens nicht mit brauchbaren Functionen. Leider sind wir auch 
nicht im Besitz einer verwendbaren Definition von 1, (x) als p(x,p), nm die Re- 
geln des Textes darauf anwenden zu kénnen. 
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Prinr Pros *** 

thun, wenn nur g, <q, <---, weil man, wenn irgend eine Function 
ein Unendlich hat, das in den Bereich der Doppelfolge gehért, sobald 
Ppq auf die niachsttiefere Zeile fallt, schon zwischen das Unendlich 
jener Function und der gegebenen Function gelangt sein wird. Also 
auch mit Doppelfolgen kann man einem gegebenen Unendlich nicht 
unbegrenzt sich nahern, Ebenso wenig mit cubischen etc. Folgen. 


9. 


Nun die Thatsache, dass wir uns mit keiner denkbaren Functio- 
nenfolge einem gegebenen Unendlich unbegrenzt nahern kénnen, hat 
gewiss etwas Befremdliches. Denn es wire, wie Art. 2 bemerkt, 
unserer Anschauung vollig zuwiderlaufend, eine nothwendige Liicke 
z. B. um die Gerade y= anzunehmen. Wir kénnen diese Liicke 
in Gedanken stets ausfiillen durch Curven, welche die Linie yz ins 
Unendliche begleiten. 

Indessen liegt hier, wie ich glaube nachweisen zu kénnen, kein 
wirkliches Paradoxon vor, d. i. kein unversdéhnlicher Widerstreit der 
Ergebnisse verschiedener Denkformen, sondern nur ein der Vorstellung, 
wenn auch nicht ganz geliufiges, so doch nicht unzugiingliches rium- 
liches Verhalten. Die Sache verhiilt sich so. Betrachten wir wieder 
unser obiges Beispiel: die Anniherung an das Unendlich x mit den 


es 
Unendlich 2?+!, p=1,2,---. Das Unendlich der Function 


ft a 
ist, wie wir sahen, niiher an dem von @ als das einer Function 2?+1 
fiir irgend einen numerischen Werth von p. 


Aber fiir jeden Werth von x giebt es ein p der Art, dass 


P_ ee 
1 7 1 
eet >a a+ - 


ee 
und da liegt’s. Die Curven y = x?+' schliessen sich allerdings un- 
endlich nahe an die Linie y=ax an, und im Endlichen kann man 


Pp 
keine Linie zwischen die Gerade y=ax und die Curven y=x?t', 
llx Pp 
p =1,2,... legen. Erst im Unendlichen ist x!'*+' grésser als «?*1 
fiir irgend einen Werth von p. 
Wir haben es hier also nicht mit etwas Unbegreiflichem zu thun, 
sondern mit einem Loch in der Analogie zwischen der gewohnlichen 
und der infinitaren Gréssenfolge, in welchem diese ein neues ihr eigen- 


thiimliches Verhalten zeigt. 
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Bei dieser Gelegenheit méchte ich noch auf einen anderen Unter- 
schied beider Gréssenfolgen hinweisen, der iibrigens schliesslich auf 
den. obigen zuriickfihrt. Wenn man eine gewodhnliche Gréssenfolge, 
z. B. zwischen 0 und 1, auf verschiedene Weisen ausdriickt, beispiels- 
weise durch: 


1 1 
wr M>y>d; wr ~ery>9, 


so werden durch beide Ausdriicke nach der herrschenden Ansicht die 
nimlichen numerischen Werthe dargestellt, d. i. der Ausdruck 2-¥ 
liefert keine Werthe, die nicht auch als im Ausdruck 3-” enthalten 
angesehen zu werden pflegen. Bei der infinitiren Gréssenfolge ist 
unter gleichen Umstinden eine solche Vorstellungsweise unmdglich. 
Betrachten wir z. B. die Ausdriicke: 


a*, (a log x)’. 
Man wird nie haben 2* cv (x log x)’, falls a und b von x unabhingig 
sind, und dennoch werden beide Functionen dasselbe Unendlichkeits- 


intervall ,,bestreichen* kénnen. Lassen wir a sowohl wie b von 0 
bis 1 gehen, so ist z. B., so lange a und b < 0, 1: 


1 1 
at—<24, (al) <2. 
Und wenn a und }b > 0, 9 hat man: 


3 3 
xw>a2', (alzlP>-x', 


so dass von a=b=0O bis a=b=—1 beide Functionen durch das 
1 3 
nimliche Unendlichkeitsintervall x‘ ---2' hindurchgegangen sind, ohne 


gleichwohl je das nimliche Unendlich darstellen zu kénnen. 


II. 
Ueber die Grenze von Convergenz und Divergenz. 


10. 


Die numerischen Grundlagen, wie man es nennen kann, des In- 
finitircaleiils, sind, glaube ich, durch die eben vorgefiihrten Betrach- 
tungen in einem wichtigen Punkt, wo die Analogie der infinitiren und 
der gewohnlichen Grossenfolge versagt, als unseren gewohnten Vorstel- 
lungen nicht widersprechend erwiesen. Eng verwandte Ueberlegungen 
fihren aber zu neuen Schliissen, welche wiederum den Schein des 
Paradoxen haben, und wo mir ein Begreifen nur durch die Berufung 
auf die Analogie der infinitiren und der numerischen Grissenfolge mig- 
lich zu sein scheint. Ich meine den merkwiirdigen Fall, dass man, 
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wie sofort gezeigt werden soll, gezwungen ist, das Vorhandensein eines 
gewissen Unendlich anzunehmen, nicht blos durch unseren geometrischen 
Sinn, sondern um nicht analytische Ungereimtheiten voraussetzen zu 
miissen, waihrend man den genauen Beweis fiihren kann, dass jenes 
Unendlich nicht existirt, oder richtiger, dass es durch keine Function 
je darstellbar sein wird. 

Dieses niemals darstellbare Unendlich, welches wir gleichwohl als 
vorhanden ansehen miissen, entspricht der Grenze zwischen Convergenz 
und Divergenz der unendlichen Operationen, insbesondere der Integrale 
und Reihen. Von den Reihen kénnen wir bei diesen allgemeinen Ueber- 
legungen absehen. Die Methoden, welche bei den Integralen zu den an- 
gedeuteten Ergebnissen fiihren, sind leicht auf die Reihen zu iibertragen. 


1}. 


Betrachten wir das Integral 
Sui fi. da, 
a Q 
0 


in welchem ¢(c) sich mit verschwindendem « seinem Grenzwerth ¢(0) 


ohne Maxima niahern soll, so ist 
a 


J=limao [*2-de 
a 
schon unendlich, wenn ¢(@)¢o1. Wenn wir also in die Untersuchung 
eintreten, welche Annahme iiber ¢(«) einen endlichen, und welche einen 
unendlichen Werth des Integrals J ergeben, so wird es geniigen t(a)<1 
anzunehmen, somit werden wir uns unter f(a) eine von ¢(a) bis ¢(0) 
nirgend zunehmende Function vorstellen. Dann ist also der Limes 


J = lees [tea 


entweder endlich und bestimmt oder unendlich. Setzen wir fiir ¢(«) 
einmal 





1 
(6) = 7 
‘aa 6 eS 
das andre Mal 
1 
ty(@) : ia 1 ite ’ Uu > 0, 
1— Ip — +1, — 


so wird, wie bekanntlich durch unbestimmte Integration leicht festau- 
stellen, im ersteren Falle das Integral J unendlich, im zweiten endlich, 
wie gross r und wie klein w auch sein mégen. 
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Denken wir uns jetzt ¢(a) alle Stufen der Geschwindigkeit des 


Nullwerdens von ¢,,(a@) bis 4,(@) durchlaufend, so wird das Integral bis . 


zu einer gewissen Stufe endlich bleiben, dann aber unendlich werden 
und bleiben. Die Grenzfunction, welche die Functionen ¢ (a), fiir 
welche das Integral J endlich ist, trennt von denen, fiir die es unend- 
lich ist, mége mit t(@) bezeichnet werden. Ueber diese Function t(a) 
kann man drei Annahmen machen. 

1. t(a@) trennt die Divergenz und Convergenz in der Weise, dass 
J fiir t(@) co t(@) weder divergent noch convergent ist, dass aber J 
convergent oder divergent ist, je nachdem t(a)Sr(a) : 

2. J ist fiir t(@) 2 t(@) endlich und fiir ¢(@) > 1(a) unendlich. 

3. J ist fiir t(@) 5 t(@) unendlich und fiir t(@) <r(a) endlich. 

Die erste Annahme lassen wir hier unberiicksichtigt, weil die 


Mathematiker Gréssen, die weder endlich noch unendlich sind, als nicht 
vorhanden’ anzusehen pflegen. 


12. 


Um weiter zu zeigen, dass keine Function t(«) méglich ist, wie 
sie die zweite Annahme will, dass es also keine so beschaffene Function 
t(a) giebt, fiir die 

* (a) iB 
fe da = endlich 


v 
und 
a 


J sh da = unendlich fiir t(«) > r(a), 


0 


schreiben wir *) — f(a) und 


Jo= f f(a) de, 


wo also J(e) <1, d. i. J(0) = 0. 


Wir wollen zeigen, dass, im Falle. J(¢) endlich ist, man stets eine 
Function g(a) > 1 so bestimmen kann, dass auch 


J,(s) = Ji@o(a ae 


endlich ist, so dass auch J,(¢) <1. Dies machen wir so. 
Wir setzen zuerst: 


J, (2) = Fe), 


und haben wegen 
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Ueber die Paradoxen des Infinitiircalciils. 
f(é) = J'(é), 
fe) 9) = F Ie) J") 
p(é) = FF’ (J(a). 
Nun wiire also noch die Function F' zu bestimmen. Sie hat den 
Bedingungen 
F (J(@) <1, 
F (J(e)>1 


zu geniigen, oder da, J(¢) = @ gesetzt, a mit ¢ Null wird, diesen ein- 
facheren Bedingungen: 





einfach: 




















” F(a) <1 
F’ (a) >1. 
Aus den zweiten folgt durch Integration I’(a) > «, und so geben beide 


vereinigt: . 
1> F(«e)> a, 


wodurch das Gebiet von J’, somit das von @ vollig bestimmt ist, 


13. 


Die Functionen vom gréssten Unendlich, die man bis jetzt aufstellen 
kann und fiir die das Integral J(e) convergirt, sind der Form: 


F(a) = | 
al —...J, fl 


a a 


— : ait & beliebig klein. 


Ks fragt sich ob man durch Multiplication dieses f(@) mit einer nach 


der obigen Vorschrift erhaltenen Function g(a) tiber diese Form hin- 
~ aus kann. - | 


Zunichst ist 


J(e)=—h(5) “. 


1>F(a)>e 


Weiter ist F’(«) gemiiss: 





zu wihlen. Da wir aber differenziren miissen, so kénnen wir fiir F'(@) 
doch nur bekannte Functionen einsetzen. Wahlen wir nun unter den 
bekannten die infinitiir méglichst nahe an 1 gelegeren, niimlich diese:. 









1 
——., 
(13) 
FR beliebig gross, v beliebig klein, so wird 
, v 
F (a) = : i+? 
al Ip 

und g(a) = F” (J(a)) wird daher: 


Mathematische Annalen. XI. 
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bad ———— 
1+¥Y 
jh he oh 
J (ce) Ja) 





p(a) = 
J (a) - 
Oder wegen 


L, (ch) cl, .,, (@ und ¢ bedeuten Constanten) , 
hat man: 
1 
y (@) feel, EY a 
L— ris bare 
Somit findet man schliesslich: 


1 
f(@) p(@) ~ ie og ut? 
ab— od p— 


ist also ersichtlich um keinen Schritt weiter gekommen, als mit der 


Function f(@), so dass man immer im naimlichen Functionsgebiet fest- 
gebannt bleibt. 


14. 


Gehen wir jetzt zu der dritten Annahme iiber, so haben wir zu 
zeigen, dass, falls 


J (e) = [rade 


fiir «=O wnendlich wird, also J(s)>1 ist, man auch stets Functionen 
g («) <1 finden kann, so dass 


J (0) = ff@)o@de = FT) 


ebenfalls fiir «0 unendlich wird, also auch J,(«) > 1 ist. Die Analyse 
ist der obigen sehr ahnlich. 


Wir haben zuniichst: 
f() =— J) 
f (2) (2) =— F’J(@)J(8) 
p(s) = F’(J(e). 
Die der Function F' auferlegten Bedingungen sind daher: 
F (J())>1 
F'(J(8)) <1, 


und setzt man J(«) =, so hat also F(x) fiir = oo den Ungleich- 
heiten 


mithin 











f 






At} 
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F(#)>1! 
F'() <1 
zu geniigen. 
Durch Integration der zweiten folgt F(”)< 2, und beide zu- 
sammen bestimmen vollstiindig das Unendlichkeitsgebiet von F’, wie 
folgt: 
1<F(a)<2. 


15. 


Auch hier ist es von Interesse sich zu iiberzeugen, dass man mit 
den noch Divergenz erzeugenden méglichst rasch verschwindenden Func- 


tionen g(a) eine Function g(a)f(@) von derselben Form erhilt, wie 


die Function f(@) = 1 ; 1 
al—--- — 
a r @ 
Man hat zuniichst: 


J (é) ~~ L441 =. 


Nehmen wir fiir F(z) eine infinitiir so nahe als méglich an Kins gelegene 
Function, so ist es diese: 


Ti, (@) » 
R beliebig gross, v beliebig klein. Es wird also sein: 
v 
9) Fer ota TO) 
_ $$ me —i - 
1 1\—"’ 
bt oa, R+1 (<) 
so dass: 
R 1 
f(@) p(#) oo — 4+ —- 
alt tin R+1 


Man koénnte einen Augenblick meinen, dass man hier sogar auf eine 
1 


Function f(a) g (a) von grésserem Unendlich als die obige f(a) = rex EC 


gekommen wire, in der 7, weil ganz willkiirlich, stets so gross, wie 
oben r+ R-+ 1 gedacht werden kann. Allein, wenn das Integral 
r 


divergirt fiir f(a) p(«¢) = -—,— — ee wird dies a fortiori der 
ale hg Rat 
Fall sein, wenn darunter steht ——— a —» und wegen der Will- 
al—.-.1 — 
4 r+R @ 


kiirlichkeit von r+ R kommt man also doch vollstindig auf den alten 
11" 
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Fall zuriick. Man findet eben auch auf diesem Wege sich aus dem 
logarithmischen Bann nicht hinaus. 

Ich kann mir iibrigens nicht versagen, darauf hinzuweisen, wie 
allgemein und behaglich diese Fragen sich mit den einfachen Operationen 
des Infinitircalciils erledigen lassen, Fragen, die mit den alten Methoden 
schon in speciellen Fallen nur miihsam zu bewiiltigen sind. 


16. 


Man wird also die Grenze zwischen Convergenz und Divergenz, 
wenn man von der ersten Annahme absieht, dass es Integrale gebe, 
die weder endlich noch unendlich sind, durch keine F'unction*) darstellen 
kénnen. 

Wiirde es eine solche Grenzfunction geben, so habe ich erstens 
schon speciell fiir diese Grenze zwischen Convergenz und Divergenz 
bei Reihen gezeigt**), dass wir uns ihr mit den logarithmischen Criterien 
nicht unbegrenzt nihern kénnen, in dieser Abhandlung sind wir noch 
viel weiter gelangt, indem wir erkannt haben, dass wir uns weder jener 
Grenze, noch irgend einem anderen Unendlich iiberhaupt mit keiner 
Functionenfolge unbegrenzt naihern kénnen. Jetzt kommt also noch 
hinzu, dass keine solche Grenzfunction mdglich ist. 

Gleichwohl wird es Niemanden geben, der, vorausgesetzt, dass er 
von den hier auseinandergesetzten Dingen noch nichts weiss, aber ge- 
iibte geometrische Vorstellungen besitzt, nicht alle Zwischenstufen 
zwischen dem Nullwerden von 

a und 
1 1 1 y'+e 
Beant: = ge. 


a re@ a rT a 


fiir gedanklich vorhanden und gleichberechtigt hielte. Aber auch die 

*) Es ist hier unter Function jede geniigend gekennzeichnete Abhiingigkeit 
verstanden. Z. B. kinnen polygonale Linien, wie die in der Anmerkung p, 365, 
VIII. Bd. dieser Annalen beschriebene, durch darstellende Integrale genau oder 
anniherungsweise ausgedriickt' werden, letzteres nach der Methode der Abhand- 
lung (Abh. der k. Bayer. Akademie der Wissensch. II. Cl., XII. Bd., IL. Abth.) 
» Untersuchungen iiber die Convergenz und Divergenz etc. Art. 42 sqq.“* Bei dieser 
Gelegenheit michte ich hinsichtlich der im Texte weiter oben betonten Unmig- 
lichkeit, mit Hiilfe der Function m (diese Abh. Art. 13 sqq.) aus dem logarithmi- 
schen Banne hinauszukommen, bemerken, dass die Zusammensetzung einer lang- 
samer wie die logarithmischen abnehmenden Functionen durch darstellende Inte- 
grale zwar keine Schwierigkeiten hat, aber auch zu nichts nutzt. Hdéchst merk- 
wiirdig wiire dagegen die Darstellung einer langsamer als Logarithmen abneh- 
menden Function F'(@), die ihre Discussion gestattete, und an der namentlich die 


y 
allgemeine Formel F'(y) CO F'(e’) CO Fé ) CO ete. (diese Annalen VIII. Bd., p. 393) 
sich bestiitigen liesse. 
**) Borch. Journ. Bd. 76, pag, 88 sqq. 
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genaue Kenntniss der obigen Ergebnisse vorausgesetzt, hiitte es, nieiner 
Ueberzeugung nach, nicht den geringsten Sinn anzunehmen, dass es 
keine Grenze zwischen Convergenz und Divergenz gebe, oder richtiger, 
eine solche Annahme wiirde unseren eingewurzelten Vorstellungen zu- 
wider laufen. 


Wie also diesen Widerspruch zwischen den Ergebnissen der ana- 
lytischen Untersuchung und der angeborenen Grossenvorstellung ver- 
sdhnen ? 


Ich finde das Heil nur in der Vergleichang mit den Zahlen. Ledig- 
lich mit den Rationalzahlen kann man die unendlichwerdenden Fune- 
tionen vergleichen, sie sind die wirklichen infinitiiren Gréssen und nicht 
(irenzen solcher. Der Logarithmus, die Potenz und iiberhaupt jedes 
ins Unbegrenzte verfolgbare Gesetz ist ein rationales Unendlich, 
es sind thatsiichlich gegebene Wachsthiimer. 


Wenn wir nun in der gemeinen Zahlenfolge, trotzdem die Folge 
der rationalen Zahlen unbegrenzt dicht ist, dennoch, hier durch analytische 
Betrachtungen, dort durch geometrische Constructionen, dahin gefiihrt 
werden, Gréssen als vorhanden anzusehen, welche durch Zahlen nicht 
ausdriickbar sind, wie /2 , oder a dergleichen sind, was Wunder, 
wenn auch in der infinitiiren Gréssenfolge unsere Gedankenverbindungen 
zu der Annahme einer Art des Wachsthumes uns hinleiten, die man 
durch analytische Operationen nie wird darsteilen kénnen? Die Sache 
bleibt immerhin sonderbar, aber ist es nicht auch befremdlich, dass 
keine Zahl die Diagonale eines Quadrates, dessen Seite gleich Kins, 
ausdriickt ? 


Kurzum ich meine, die ideelle Grenze zwischen Convergenz und 
Divergenz ist einirrationales Unendlich, welches sich zu den con- 
vergenten und divergenten unendlichen Operationen ganz ahnlich ver- 
halt, wie die Liinge der Kreisperipherie zu den von aussen und von 
innen fiir sich ihr nihernden geschlossenen Linien von numerisch dar- 
stellbarer Liinge. 

Bei diesem Vergleich habe ich mich beruhigt, und habe, um an 
die Irrationale x zu erinnern, die Function von irrationalem Unendlich, 
welche die Grenze zwischen Convergenz und Divergenz bildet, mit r 
bezeichnet. 


Dieses neue Paradoxon, der durch. keine Function je darstellbaren 
Grenze zwischen Convergenz und Divergenz, ist also nicht so leicht 
erklart, wie dass erste, die Anniherung an ein gegebenes Unendlich 
betreffende, die Thatsache erscheint aber schliesslich nicht wunderbarer, 
wie die, dass es durch rationale Zahlen nicht ausdriickbare durch unsere 
Anschauung gleichwohl geforderte Grossen giebt. 
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17. 


Die Einfiihrung der Irrationalen t(«@) in dem Calciil gewahrt grosse 
Bequemlichkeit und verliert den Schein des Gewagten, wenn bedacht 
wird, dass man sich unter t(«) nicht die Grenze von Convergenz und 
Divergenz selbst zu denken braucht, sondern ein Unendlich, das ihr 
naher liegt, als die mit dem heutigen Functionenvorrath darstellbaren. 
So kann man in den meisten Fallen unter t(«) irgend eine Function 
sich vorstellen, die fiir jeden endlichen Werth von r und uw >1 der 
Ungleichheit 

1 
ay 


r 


> t(«) >- 5 - 
I 


a ra 


l 
geniigt. 

Die Einfiihrung dieser Function t(@) in den Infinitarcalciil ist 
deshalb niitzlich, weil man mit ihr, ohne sie wirklich zu kennen, rechnen 
kann, und im Stande ist, sie durch Differentiation aus den infinitéren 
Relationen zu eliminiren ‘thd zwar mit Hiilfe des Satzes von den In- 
finitdrtypen. 


Um aber hier méglichst wenig vorauszusetzen, wenden wir die fiir 
diese Elimination erforderliche Gleichheit direct ableiten. 


Man hat jedenfalls: 


ia abet «<i (1+) 


a 
also ist 


r(a) = ala) tL", 


wo A(«) ein kleineres Unendlich oder eine gréssere Null hat, als eine 


Potenz von 1 -. Nun hat man durch Differentiation: 


r (a) = os >= te) 





al . 
Weiter ist: 

te 
te ie 
a 

oder durch Differentiation: 

—_——— >i'(«) >—- 5° 
al — u+ — al 4 


Setzen wir: 





t (a) = A ES. ali +ih, 








sO 


ce ee” ee ee, i ee 6 ae 
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so ist wegen J’ (a) < — + +; die Klammer co 1. Man hat also 


al—W- 
a a 
—1 
t (@) oO <_, und durch Division mit t(@) = 4(a)l - findet man: 
a ie 
a 


al : t'(@)  t(a), 


Ist nun noch eine andere Gleichheit, die t(«) enthilt, gegeben, so 
kann man sie differenziren, und aus den drei Gleichungen schliesslich 
die Function t gianzlich eliminiren. Dieser Kunstgriff ist mir schon 
éfters von Nutzen gewesen, ich habe u. A. in der Theorie der Fourier’- 
schen Reihen davon Gebrauch gemacht. 


Indem ich hiermit diesem Ausflug in ein geheimnissvolles Gebiet 
unsrer Wissenschaft ein Ziel setze, erlaube ich mir denen gegeniiber, 
welche eine Rechnungsart mit Zahlen ohne Einheit fiir ein Unding zu 
halten geneigt sind, zu bemerken, dass man stets mit Elementen, denen 
eine gewisse Reihenfolge zugeschrieben wird, Rechnungsoperationen 
vornehmen kann, warum also nicht mit den Unendlich der Functionen? 
In der Raumlehre erschien schon friih, wenn auch yoriibergehend und 
nirgend recht greifbar, der Gedanke einer vom Langenmass unabhingigen 
Geometrie, und dieser Gedanke wurde neuerdings nach verschiedenen 
Richtungen, in gewissem Sinne durch die Schépfungen von Poncelet, 
dann von Riemann, Listing, u. A. verwirklicht. Aehnlich scheinen 
in der Analysis die Nebel des Unendlichen zu einer Rechnungsart ohne 
Zahlen sich verkérpern zu sollen. Mag nun der Bereich ihrer Anwend- 
barkeit auf das eigentliche Gebiet der Convergenzprobleme beschrankt 
bleiben oder nicht: immerhin gewahrt diese Rechnung mit dem Unend- — 
lichen den eigenthiimlichen Reiz, dass wir der Lésung ihrer Aufgaben 
in den durch das itippige Wuchern der modernen Mathematik dem Blicke 
tiiglich mehr entzogenen Grundlagen unserer Wissenschaft nachforschen 
miissen. 








Versuch einer neuen Entwicklung der Hamilton’schen 
Methode, genannt ,,Caleulus of Quaternions“. 


Von 


G6ran DILiNeEr, 


Adj. Professor in Upsala. 


Die Methode Hamilton’s lisst sich auf vier Fundamentalgesetze 
der raumlichen Complexgréssen begriinden: 1) das associative Gesetz, 
2) das Gesetz der Conjugirten eines Productes, 3) das Gesetz der Kech- 
nung in doppeltem Axensysteme, 4) das distributive Gesetz. Die unter 
1), 2) und 4) erwihnten Gesetze hat Hamilton auf den Begriff 
einer Quaterne begriindet, welcher Umstand, weil die Quaterne ein 
abgeleiteter Begriff ist (— dem Producte zweier riumlichen Com- 
plexen), die ganze Entwicklungsweise ziemlich schwierig macht; hier 
sind diese drei Fundamentalgesetze auf den urspriinglichen Begriff 
einer raumlichen Complexe zuriickgefiihrt worden,.und dadurch wird 
ihr Beweis wesentlich erleichtert. Die Entwicklung des dritten Gesetzes 
fehlt sowohl bei Hamilton als den anderen Schriftstellern, welche 
iiber seine Methode geschrieben haben, obgleich dieses Gesetz vorzugs- 
weise der Methode den Charakter eines braucbbaren und kriftigen In- 
struments fiir geometrische und mechanische Untersuchungen verleilit. 
— Ausser den zwei Hauptwerken von Hamilton: Lectures on Qua- 
ternions, Dublin 1853, und Elements of Quaternions, London 1866, ist 
die folgende Litteratur zu erwihnen: 1) An elementary -Treatise on 
Quaternions by Tait, 2' ed., Oxford 1873, 2) Introduction to Quaternions 
by Kelland aud Tait, London 1873, zwei Arbeiten, in welchen die An- 
wendung der Methode in ausgezeichneter Weise durchgefiihrt worden 
ist; 3) Essai sur le calcul des quaternions par Allégret, Paris 1862; 
4) Vorlesungen iiber die complexen Zahlen und ihre Functionen von 
Hankel, I. Theil, Leipzig 1867; 5) Theorie élémentaire des quantites 
.complexes par Hoiiel, 1V"* partie, Eléments de la théorie des quaternions, 


Paris 1874; 6) Theorie der (Quaterntonen von Unverzagt, Wies- 
baden 1876. 
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Quaternen. 





Vorbereitende Bemerkungen. 


1. Es sei OX YZ ein gegebenes rechtwinkliges Axensystem. 
Nach den positiven Richtungen der Axen OX, OY, OZ sind von 
dem Nullpunkte O die respectiven Einheitsliingen i, j, k abgesteckt; 
fiir diese Einheitsliingen, welche wir nachher Hinheitsaxen oder mit 
Hamilton kurz Aven nennen werden, wird folgendes Multiplications- _ 
gesetz festgestellt: 


(po jk=t, ki=j, 


(1) fain BR: Besa ge ge ag: 


d. h. das Product zweier Axen ist gleich der dritten, alle in cyclischer 
Ordnung genommen, und dieses Product dndert das Vorzeichen, wenn 
die Ordnung der Factoren gedéndert wird. 

Dieses Gesetz, obgleich von geometrischem Gesichtspunkte ganz 
conventionell, findet doch in der Mechanik seine Erklirung: es bedeute 
namlich der erste Factor i einen Hebelarm, der zweite j eine in dessen 
Endpunkt eingreifende Kraft; das Product ij reprisentirt also das 
Drehungsmoment um die Axe k, Dieses Moment, als lineares betrachtet, 
soll mit k bezeichnet werden; eine Vertauschung des Hebelarms und 
der Kraft verwandelt die Drehung in eine entgegengesetzte; also muss 
das Product ji als lineares Moment mit — k bezeichnet werden. Das 
Gleiche gilt fiir die anderen Producte jk und ki. 


2. Um das associative Gesetz (durch die Identitit (ab)c = a(be) 
ausgedriickt) fiir Producte von drei oder mehreren Axen giiltig zu 
machen, ist es nothwendig und hinreichend 
(2) i? == j? == f? = — | 
zu setzen, wodurch die Axen den gemeinschaftlichen analytischen Aus- 
druck /—1 bekommen. Nach dicsem Gesetze haben wir also i(7/) 
= (ii)j —=—j us. w. 

3. Es seien x, y, 2 gewodhnliche Coordinaten; dann bezeichnet 
die Summe ix + jy + ke einen Punkt im Raume, welcher auch durch 
eine der Richtung und Linge nach bestimmte Gerade @ bezeichnet 
werden kann. Setzen wir somit , 

(3) a= int jy + ke, 

so wird « eine rdumliche Complexe (Triplexe) oder ein ,, Vector“ genannt. 
Der mit « bezeichnete Punkt wird der Punkt « oder (wie gewohnlich) 
der Punkt (wyz) genannt. Die Zeichen Za und Ua, ,,Tensor* und 
Einheitsvector genannt, bedeuten resp. die absolute Grésse von « und 
den Vector « mit der absoluten Grésse 1. Wir haben also 


(4) Tem YPE RHE 
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und, wenn 1, m, n die Winkel des Vectors mit den resp. Axen i, j, k 
bezeichnen: ere 
ise : q _ ta+jy acer es 

(5) Ua=icosl+jcosm+kcosn = Wi gts Fa 

4. Wie in der Theorie der ebener: Complexen bedeutet die Vector- 
summe $-+y einen aus den Stiicken 6 und y zusammengesetzten Weg, 
so dass also @ in der Gleichung «a = 6 + y den Weg bedeutet, wel- 
cher gleich der Summe von # und > ist, oder auch, weil zwei Vecto- 
ren von gleicher Grésse und Richtung als identisch anzusehen sind, 
die Diagonale des Parallelogrammes, das aus 8 und y als Seiten con- 
struirt ist. Hieraus folgt, dass eine Summe von Vectoren La = 0 in 
geometrischer Hinsicht ein geschlossenes Polygon, dessen Seiten die 
Summanden sind, und, in mechanischer Hinsicht, das Gleichgewicht der 
von den Summanden reprisentirten Kriifte bedeutet. In einer solchen 
Summe ist die Ordnung der Summanden gleichgiiltig; ferner gelten 
fiir sie die Gleichungsaxiome ,Gleiches zu Gleichem addirt oder von 
Gleichem subtrahirt giebt Gleiches“, ,Gleiches mit gleichen Zahlen 
multiplicirt giebt Gleiches“; also ist «e —B—=y, ua—pB+uy, wenn 
# eine reelle Zahi ist. Diese Siitze werden hier in derselben Weise 
bewiesen wie in der Theorie der ebenen Complexen. 


Multiplication der Vectoren. 


5. Ein Product von Vectoren a,, @, +--+ a, wird als identisch 
mit dem algebraischen Multiplicationsresultate derselben definirt, wenn 
die Vectoren nach (3) in dem Axensysteme (ijk) ausgedriickt worden 
sind und Riicksicht auf die Gesetze (1) und (2) genommen wird. 

Unterscheidet man also die Coordinaten der verschiedenen Vectoren 
durch Indices, so hat man, wenn W, X, Y, Z reelle Zahlen bezeichnen : 


(B) cy ey «+= ep — (iy Heiyy hey) (4aty bj fy they) +++ (ia ie + her) 
= W+ix+jY+kZ. 
Unter der Annahme von drei Factoren hat man in dem Multipli- 
cationsresultate urspriinglich die dreigliedrigen Axenproducte iii, i ij, 
iik u.s. w., von denen jedes mit einem reellen Coefficienten multiplicirt 
ist; bei der Multiplicationsordnung (a, «,)a, werden diese Axenproducte 
(ét)t, (¢¢)j, (ét)k u. s. w.; bei der Maultiplicationsordnung «, (a,«;) 
werden dieselben Producte i(éi), i(ij), i(ik) u. s. w. Also gilt fiir 
das dreigliedrige Vectorproduct a, «,«, das associative Gesetz, weil 
dieses Gesetz nach Nr. 2. fiir die Producte der Axen i, j, k gilt. 
Dasselbe Raisonnement kann auf ein Product von einer beliebigen 
Anzahl Vectoren ausgedehnt werden*). Wir kénnen also folgendes 








*) Vergl. Allégret, Nr. 7 ete. 
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allgemeine Gesetz, welches von fundamentaler Bedeutung ist, aus- 
sprechen: 

Das associative Gesetz gilt fiir ein Product von ciner beliebigen 
Anzahl Vectoren. 

6. Ein Product von Vectoren, als zerlegbar in vier Theile [vgl. (6)], 
wird eine ,Quaternio“ oder kiirzer eine Quaterne genannt. Wenn also 
ein Product von Vectoren, je zwei in ihrer Reihenfolge zusammenge- 
nommen, als ein Product von Quaternen anzusehen ist, so gilt auch das 
associative Gesetz fiir ein Product von einer beliebigen Anzahl Quaternen. 

7. Das erste Glied W der Quaterne (6), welches reell und ganz 
unabhingig von dem Axensysteme ist, heisst die Scalére*) oder der 
algebraische Theil, die Summe der iibrigen drei Glieder, welche ein Vector 
ist, der geometrische Theil der Quaterne. Die vier reellen Zahlen W, X, 
Y, Z nennen wir die Coordinaten der Quaterne. 

Wir haben also die folgende Bezeichnung: 

(7) @,a,-++a,-—=Sa,a,++-a,+ Vaya,--- a, **), 

wo 
Sa,a,+++ a= W, 

(8) Vere, +++ = iX +jY+k2Z. 

Kine wesentliche Eigenschaft eines Vectors ist die folgende: 

(9) V2a,e,+-+a@p-— — (X*+ Y?4+ Z?) = — T*Va,a,---a,, 

d. h. das Quadrat eines Vectors ist gleich dem Quadrate scines Tensors, 

mit entgegengesetatem Vorzeichen genommen. 

Die Conjugirte eines Productes, bezeichnet mit Ka, «, - ++ «a,, wird 
durch folgende Gleichung definirt: 

(10) Ka,a,-+++a,== Sa,a,+--a,— Va,a,+-+a,, 
d. h. als die Differenz zwischen der Scaléire und dem Vector des Pro- 
fluctes. 

Das Quadrat des Tensors einer Quaterne wird als das Product der 
Quaterne und ihrer Conjugirten definirt; also ist nach Nr. 5., (8) und (9): 


(11) Ta, @,+++0,—=(Se, ay +++, Viet, +++ Oty) (S cr, Of, + ++ &,— Viet, tg ++ + ty) 

=S? et, +++ 0,— Va, @,++-0,—= W?+ X*?+ Y?+4 Z?, 
Wir sehen also, dass der Tensor einer Quaterne die Quadratwurzel aus 
der Summe der Quadrate ihrer Coordinaten ist (vergl. (4)]. 


8. Wie man durch directe Multiplication findet, hat man gleich- 
zeitig : 


*) Quantitas ,,scalaris“. 
**) Wenn die Deutlichkeit es fordert, setze man eine Parenthese nach S und 
V und analoge Zeichen, um den Umfang solcher Zeichen anzudeuten, 
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(12) 


Wir nehmen jetzt an, dass dieses Gesetz fiir ein Product von (r— 1) 
Vectoren gilt, oder dass wir gleichzeitig haben: 


a, a, = Sa,a,-+ Va,e,, 
( 


—1)*a,a, = Sa,a, — Va,e,. 


@)@y +++ Op» == Saa,++- a, 1+ Vaja,-+ ++ m1, 
(—1)-ta,_1 +++ aa, = Sa,a, +++ a1 — Vaya,-+-+e,4. 
Wir wollen dann beweisen, dass dasselbe Gesetz ebenso fiir ein Pro- 

duct von r Vectoren gilt. 
Wir setzen nach (6): 
Cy Oy a= @ + iE + ig + KE; 
dann bekommen wir durch Multiplication mit «, = ixz,-+jy,+ kz, 
folgendes Resultat: 


(gfe 
ly 2 + Hp 1h, = wa,— (Ex, -+ ny, +f2,) + i n Yr 
| k € ey 


Ferner ist nach der Voraussetzung: 
(—I)y ta, 1 +++ 0, = @ — (16 + jn + kb); 
durch Multiplication mit — «, ergiebt sich das Resultat: 
[3s w%& | 
JU); 
he, & | 


und somit erhalten wir durch Vergleichung mit dem vorigen Maultipli- 
cationsresultate : 





(Vaya + + + ee = — a, — (08+ y,n-+2,6) + 


(13) (—1)’a,-+- a, a, = Sa,a,---a,— Va,a,-++a,= Ka,a,+-+e,. 
Aber nach (12) ist diese Formel richtig fiir r = 2, also ist sie richtig 
fiir r= 3, und im Allgemeinen fiir r = einer beliebigen ganzen po* 
Zahl. 

Wir kénnen also folgenden allgemeinen Satz, welcher von funda- 
mentaler Bedeutung ist, aussprechen: die Conjugirte eines Productes 
von einer beliebigen Anzahl Vectoren ist gleich dem Producte derselben 
Vectoren, alle mit entgegengesetztem Vorzeichen und in umgekehrter Ord- 
nung genommen. 

Dieses Fundamentalgesetz werden wir das Gesetz der Conjugirten 
eines Productes nennen. 

9. Wenn die Anzahl der Vectoren in (13) gerade oder r = 2n 
ist, und die Producte von je zwei Vectoren mit den Quaternen 4q,, 
Go, *** Un bezeichnet werden, bekommen wir folgende sehr wichtige 
Formel: 

(14) Kqi 42+ ++ Gn = Kqn- ++ Kg, Kq,, 
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d. h. die Conjugirte eines Productes von Quaternen ist gleich dem Pro- 

ducte der Conjugirten der Quaternen in umgekehrter Ordnung genommen. 
10. Durch Multiplication der Formeln (7) und (13) bekommen 

wir nach (9) und (11), mit Hiilfe des associativen Gesetzes, folgendes 

Resultat : 

(15) T?a,0,+++0,== T?a,T?a,--- Ta,, 

d. h. (uach Ausziehung der Quadratwurzel) der Tensor eines Productes 

von Vectoren ist gleich dem Producte der Tensoren derselben Vectoren. 

Durch Multiplication des Quaternenproductes q,q,--+q, mit der 
Conjugirten dieses Productes in (14) bekommen wir nach (11) und 
Nr. 6.: 

(16) TP? 9,92 ° ++ Un = T2Q,T*Q, +++ T? Qn, 

d. h. (nach Ausziehung der Quadratwurzel) der Tensor des Productes 
von Quaternen ist gleich dem Producte der Tensoren derselben Qua- 
ternen. 

Nach den Formeln (15) und (16) kénnen wir also ein Product 
einer beliebigen Anzahl Summen, deren Summanden drei oder vier 
Quadrate sind, als eine Summe von vier Quadraten ausdriicken, wie 
wir in den folgenden Beispielen sehen werden. 

Ex. 1. In (15) haben wir fiir r = 2: 

(©, La Y, Yo 2122)? + (Yy 22 — 4 Y2)? + (6,48, + (@)Y2— 91 2)? 
= (2 +9 +4,") (4? +9,’ +2,’). 

Ex. 2. In (16) bekommen wir fiir n =2, wenn wir q, = w,+ iz, 
+jy,+kz, und g,=—w,+i2,+jy,+hz, setzen, folgende Formel 
|von Euler gegeben]: 

(Wy Wy — 2, Ly— Yy Yo — 4 By) (Wy LaF Wy H, FY, Sy — 2, Yo) 

+ (0, Ya Wey, F2, Ly — Ly %q) $F (Wy 2a 2, Wz +L, Yy—Y, Ly)? 

=(wP+eP+y+4,’) (W.+2?+y,?+2,’). 

Von diesen Beispielen kénnen wir auf die grosse algebraische Um- 
fassung der Formeln (15) und (16) schliessen. 

11. Durch Addition und Subtraction der Formeln (7) und (13) 
bekommen wir: , 

2 Sa,a,+++ a, = G,0,+++ a, + (—I1)"a,-++ aa), 
(17) foie pemn ae 
eine Formel von grosser Bedeutung in den folgenden Reductionen. 
Aus (13) erhalten wir ferner: 
Sa,a,+++a,=(—1)'Sa,---+a,a,, 
Va,a,+-+ a, =(—1)yt'Va,-+- aa, 


was als ein anderer Ausdruck der Formel (13) anzusehen ist. 


(18) 
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12. Der reciproke Werth = oder p-' einer Quaterne p wird in 
algebraischer Weise als die Quantitdt definirt, welche, multiplicirt mit 
der Quaterne selbst, eins als Resultat giebt, d. h. p- > == py-! = 1. 

Nach dieser Definition bekommt man, weil nach (11) pKp=T"*p: 


(19) Sort =e 
d. h. der reciproke Werth einer Quaterne ist gleich ihrer Conjugirten, 
dividirt durch das Quadrat ihres Tensors. 

Die Bedeutung eines Quotienten - von Quaternen wird durch die 
folgende Gleichung angegeben: 

1 K 

(20) ial Steed | diel Cae 

Wir sehen also, dass die Quotienten von Quaternen unmittelbar unter 
die Gesetze der Multiplication subsumirt werden kinnen. 

Weil der Vector als eine Quaterne, deren Scaliire Null ist, be- 
trachtet werden kann, so gelten auch die Formeln (19) und (20) fiir 
die Vectoren a, und a@, statt der Quaternen p und g. Wir haben also, 


weil nach (10) Ka, == — a@,, folgende Ausdriicke fiir den reciproken 
Werth eines Vectors «,: 

1 —1 —¢€ 
(21) > Tha hee Tre, ? 


und fiir den Quotient zweier Vectoren «, und «@,: 


22 a ene ed. 
(22) Oy 2 ay 201 T? «, 


13. Folgender Satz wird als selbstverstindlich ‘ausgesprochen, 
weil eine Scalire, als eine rein algebraische Grésse, und ein Vector, 
als eine bestimmte geometrische Grosse, nicht einander aufheben kénnen: 

Wenn q eine Quaterne bezeichnet, so kann die Gleichung. q— Sq 
+ Vq=0 nicht existiren, ohne dass Sg=0 und Vq=ix+jy+kze=—0 
ist, welche letztere Gleichung in die drei folgenden zerfallt: « = 0, y= 0 
und z= 0. 

Als eine Folge dieses Satzes haben wir den Satz: 

Die Gleichung q—q'=0 oder q=q', wenn q=w+ir+jytke und 
gG=w+i2e+jy+kz, kann nicht existiren, wenn nicht w= w’, 
r=—2,y=y undz=—z. 


Rechnung in doppeltem Axensysteme. 


14. Ein Product von Vecioren a,a,---«,, in einem gegebenen 
Axensysteme (i,j,4,;) ausgefiihrt, wird mit “a,a,---a, bezeichnet; 
der Index s = 0 wird als dem Axensysteme (ijk) entsprechend an- 
gesehen. 
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Wir haben also das zweigliedrige Product 








a 
; 4, % 2 
(23) ee, = — (2%, + Y, Yo +2, 2.) + | di Yr Yo 
ky 4% 2 


und nach (15) 


(24) DP ae oy = (2, + Y, Yo 2) 22)? + (Yy 22 — 2 Yo)? +, Ly — 2 2)? 
+ (2 Y2—Y,%)? = T?a, T?a,. 

Wihlen wir jetzt ein anderes Axensystem (ij k) mit demselben 
Nullpunkte O [Fig. 1] und so gelegen, dass die Axe i lings dem 
Vector a, und das Dreieck Fig. 1. 
a,Oa, in der Ebene (77) liegt; 
und nennen wir ferner 6 den 
Winkel a, Oa,, von a, nach a, % 
gerechnet, so bekommenwirfol- *_ 








gendes Multiplicationsresultat: \ 
(25) ea, a«,—itT a, (i Ta, cos 
+ 7 T'«,sin6) 
=— Ta, Ta, cos® 
+k Ta, Ta, sin. ‘ 
Wir haben nun zu bee “” 
weisen, dass die in (23) und 4 


(25) aufgestellten Multiplicationsresultate identisch sind. 
Unmittelbar erkennen wir, dass 7'a, 7'a, cos® = X, 4, +-Y,Yo+2,2., 
und haben somit nach (24), weil Z?a, T7°a, — T?a, T?a, cos? 6 
= T*a, T*a, sin? @ ist; 
(26) Ta, T? a, sin? 0 = (y, 2, —2, Yo)? + (4%, — 2 22)? + (UY. —% Xo). 
Der Vector k7'a,7'a, sin ®, projicirt auf das Axensystem (¢, j, /,), 
giebt, wenn wir seine Coordinaten X, Y, Z nennen: 


(27) kTo,To,sin6=i,X+j,Y+h,Z 
und in Folge davon |vergl. (4)|: 
(28) T? a, Ta, sin? 6 = X?+4 Y?+4 2°. 


Weil die Axe k seukrecht gegen die Vectoren «, und «, ist, haben 
wir die folgenden Gleichungen: 
2,X+y,¥+4%42=0, 
aX+y,Y+4,7=0, 
woraus mit Hiilfe der formeln (26) und (28) das folgende System von 
Gleichungen: si 
(29} = = : _ a 


‘Vike— Ye 1ke— Bey Ye — Wie 
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hervorgeht. Um das Vorzeichen -+ oder — zu bestimmen, setzen wir 
2, = 4, =0, und haben somit nach (27) 7a, 7'«, sin@= Z; wir setzen 
ferner 2, = Ta, cos@, y, = Ta,sno, x,=—Ta«,cosa'’, y¥,=T a, sina’, 
wovon 2, Y. — ¥, %, = Ta, Ta, sin (@’—@); und wenn wir beobachten, 
dass @'— @ = 6, bekommen wir schliesslich Z—= x,y, — y,2, und also 
+ als Vorzeichen. 

Die Formeln (27) und (29), mit der oben aufgestellten Formel 
fiir die Scaliiren zusammengenommen, geben also: 


Sa, a, = — Ta, Ta, cos 0 = — (4, %,+ 9,42 +2%2), 
a0 Thee 

Va,a,= kTa,Ta, sin® =| j, ¥, Yo!; 

hy 2 My | 

oder, folgendermassen ausgedriickt: 
(31), Mg, a, = Ya, ay, 
d. h. das Product « 1% giebt identische Multiplicationsresultate in dem 
Axensysteme (ij k) und dem Axensysteme (i, j, k,). 

15. Weil das Axensystem (i, j,%,) in (31) ganz willkiirlich ist, 
kénnen wir statt desselben ein anderes willkiirliches Axensystem (i, j, /,) 
mit demselben Nullpunkte einfiihren, und haben somit die Identitiit 
Og, a, = a,a, und folgtich die Identitit 
(32) ee, ee, = Pee, ety , 

d. h. das Product a,a, giebt identische Multiplicationsresultate in den 
ganz willkiirlichen Axensystemen (i, j,k,) und (ig j,k). 

Bezeichnen wir die Coordinaten der Vectoren a, und a, in dem 

Axensysteme (i, jak.) mit resp. €,, 9,, €, und &, »,, €, so bekommen 


wir folgende Identititen zwischen Scaliren und Vectoren in den zwei 
verschiedenen Axensystemen : 


| Sa, Oy = — (4, L,+Y, Yo 2,2) = — (6,8. +7 +8 &), 





(33) | i 2, @, t, & & | 
Va,a, =| jy ¥; Yo| =| de ™ Me | 
Bi shanty ky by € | 


Bemerkung. Lassen wir das Axensystem (i,j,k,) in Verhiiltniss 
zu dem Axensysteme (i,j, %,) als einem festen sich bewegen, so werden 
die Axen i,, j,, &, ihrer Richtungen nach veriuderliche Gréssen; und so- 
mit ist die wichtige Entdeckung Hamilton’s bewiesen, dass die imagi- 
niire Einheit /—1 im Allgemeinen eine nach der Richtung verdénderliche 
geometrische Grisse représentirt. 

16. Wir gehen jetzt dazu iiber, die Siitze ,,Gleiches zu Gleichem 
addirt und Gleiches mit Gleichem multiplicirt giebt Gleiches so zu 
erweitern, dass sie auch die Quaternen umfassen. 
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1) Zu diesem Zwecke nehmen wir die Quaternen g und q in den 
willkiirlichen Axensystemen (i, j,k,) und (i, j,k,) ausgedriickt an. 
Nach (32) ist: 

(Wg == Gq und Og = (2)q’, 
und folglich nach (33): 


Sig = Seg Sq’ = Seq’ 
VO = pont { Vig = Ver. 


Unmittelbar ergiebt sich Sg + Sq’ = S@q + Sq’; aus der 
Bedeutung eines Vectors die Lage eines Punktes im Raume zu bestim- 
men, ergiebt sich ferner [vergl. Nr. 4.] V%q + Vil¢ = V@q + Vq’; 
' also ist der erste Satz bewiesen, namlich: 


(34) Og + Og = My + OY, 

d. h. der Satz ,,Gleiches zu Gleichem addirt giebt Gleiches“ gilt auch fiir 
die Quaternen, wenn sie auf jeder Seite des Zeichens = in verschiede- 
nen Axensystemen ausgedriickt sind. 

2) Ferner haben wir nach (32) Vg V%g'= V®g Vg’ und nach 
(33) und dem vorhergehenden Satze Sg Sq’ + Sq Vig’ + Sq VOq 
= Sq Sq + Sq V%q' + S@q' V!q, woraus nach (34) und der in 
Nr. 5. gegebenen Definition der Multiplication der Beweis des zweiten 
Satzes hervorgeht, niimlich: 

(35) Mg (Ng’ == Ag Aq’ , 
d. h. der Satz ,,Gleiches mit Gleichem multiplicirt giebt Gleiches“ gilt 
auch fiir die Quaternen, wenn sie auf jeder Seite des Zeichens = in 
verschiedenen Axensystemen ausgedriickt sind. 

Diese Siitze (34) und (35) gelten auch fiir die Vectoren, weil diese 
als Quaternen, deren Scaliiren Null sind, betrachtet werden kénnen. 

17. Multipliciren wir jetzt die Gleichung (32), links mit den 
Vectoren a,,---«,, alle in dem Axensysteme (i,j, 4,) ausgedriickt, 
und rechts mit denselben Vectoren, alle in dem Axensysteme (i,j, k,) 
ausgedriickt, so bekommen wir nach (35): 


(36) Yee, hs a Qe, a, +59 Ory 


wonach wir folgenden allgemeinen Satz von fundamentaler Bedeutung 
aussprechen kénnen: 

Das Product a,a, +++ «a, giebt identische Multiplicationsresultate in 
den ganz willkiirlichen Axensystemen (i,j, k,) wnd (i, jy ke). 

Derselbe Satz gilt auch, wie wir unmittelbar sehen kénnen, fiir 
ein Product einer beliebigen Anzahl von Quaternen [vergl. Nr. 6.]. 

Da es nun ganz gleichgiiltig ist, in welchem Axensysteme ein 
Product von Vectoren oder Quaternen ausgefiihrt wird, so . braucht 
man im Allgemeinen den Index fiir das Axensystem nicht anzugeben. 
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18. Es liasst sich im Voraus erkennen, von welcher grossen prak- 
tischen Bedeutung in Bezug auf Geometrie und Mechanik dieses Gesetz 
der Rechnung in doppeltem Axensysteme sein muss; denn jede ge- 
wonnene Kenntniss von den Coordinaten in einem gewissen Axensysteme 
kann hiernach ohne Weiteres durch einfache Multiplication auf die Co- 
ordinaten in einem beliebigen Axensysteme iibertragen werden. Durch 
‘dieses Gesetz kann die Hamilton’sche Methode als eine Geometrie in 
doppeltem Axensysteme charakterisirt werden. 

19. Wir haben jetzt die Formeln aufzustellen, welche die Winkel 
zwischen den Axen zweier beliebiger Axensysteme (ijk) und (i,j, ,) 
bestimmen. Es seien 

A, uw, v die Winkel der Axe i mit den resp. Axen 7,, j,, ,; 
i’, w, v die Winkel der Axe j mit den resp. Axen i,, j,, hy; 
4”, w", v” die Winkel der Axe k mit den resp. Axen i,, j,, f,. 
Nach (5) haben wir also die Formeln: 
i =i, cosd4 +), cosu +h, cosy 
(37) ; = i, cos A’+ j, cos u’ + kh, cos v’ 
k = i, cos A”+ j, cos w”+ k, cos v”. 
Wir nennen nun die Coordinaten eines Vectors in den Axensystemen 
(ijk) und (i,j,k) resp. 2, y, 2 und &, 9, €. Wir haben somit 
(38) ietjy thei +jut+hé 
und folglich mit Hiilfe von (37): 
—E = 2 cos d + y%os A’ + ¢ cos 2” 


n= x cos uw -+ ycos w+ z cos pv” 
£ =z cosy +ycosv + 2 cos v”. 


Alle néthigen Relationen zwischen den betreffenden Winkeln ergeben 
sich, wenn wir die Gleichungen (37) quadriren, dann die erste mit der 
anderen multipliciren und das Resultat mit der dritten identificiren, 
u. 8s. w. in eyclischer Ordnung. 


(39) 





Das distributive Gesetz. 


20. Sind die Vectoren a,, a, a, --- nach Nr. 5. in dem Axen- 
systeme (ijk) ausgedriickt, so bekommen wir das Product: 


txzj+2, 2; 
(+p) @s—= — [(%, + 22)a3+ (Yi 7 Y2) Ys + (2:4 42) 23) +15 I: +Y2 Ys ° 
ke,+2, 2 
Die Producte a,a, und a,a, auf dieselbe Weise entwickelt und addirt, 
geben identisch dasselbe Resultat, so dass wir die Identitait haben: 


(40) (@, + Gy) @, = @ 0, + Oty. 
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In ganz aihnlicher Weise bekommen wir die Identitat: 
(41) Gs (G+ Gy) —= Aga, + M2 at,. 
Nach (40) und (41) ergiebt sich also folgendes distributive Gesetz: 
(42) (@, + Gy) (3+ @) = Os + Oa, + @, 03 + aya%,. 

Wie wir unmitttelbar sehen kénnen, lisst sich dieses Gesetz auf zwei- 
gliedrige Producte von Summen aus einer beliebigen Anzahl Vectoren 
in algebraischer Weise ausdehnen. 


Als specielle Fille von (42) wollen wir mit Hiilfe von (17) folgende 

Formeln hervorheben: 

(43) | (a)? = a? + 28a, a, + 2, 

(44) (@,—a@,)(@,+ a) = a,? + 2Va,a, — a,?. 

Um diese Formeln zu beleuchten, wollen wir die folgenden Beispiele 
behandeln, wobei wir zu bemerken haben, dass die Ausdriicke a,+ a, 
und «, —a, resp. die zwischenliegende und gegentiberliegende Diagonale 
eines Parellelogrammes mit den bestimmenden Seiten «, und a, be- 
deuten. Setzen wir «,—«,-+a,, so sind @,, a, und a, die drei Seiten 
eines Dreiecks, dessen gegeniiberliegende Winkel wir mit resp. A,, A, 
und A, bezeichuen. 

Beispiel 1. Wir haben @,?—«,(a,—«,).°. Va,a,—Va,a, oder 
nach (25) T’@, sin A, = Ta, sin A,. 

Beispiel 2. Nach (43) haben wir mit Hiilfe von (25): T?a,—T?a, 
— 2Ta, Ta, cos A, + T?a,. 

Beispiel 3. Es sei a, ein fester und «, ein beweglicher Radius 
eines Kreises .*. Z’a, = Z'«, und ferner nach (44) mit Hiilfe von (25): 
S(a@,—a,)(a@,-+a@,) = 0, d. h. der Winkel in einem Halbkreise ist ein 
Rechter. Die Bedeutung der Identitét V(a,—a,)(a,-+a,) = 2Va,a, 
ist selbstverstindlich. 

Beispiele von so elementiirer Natur kénnen in unbegrenzter Menge 
nach dem schon oben bewiesenen distributiven Gesetze behandelt werden 
[vergl. Introduction to Quaternions by Kelland and Tait]. 


21. Wir ersetzen die Producte a,a, und «a, in (40) durch die 
Quaternen w+ ix+jy+ke und w+ i2°+ jy + kz, und haben 


somit, wenn «, ein Vector ist: 


tx+a' a, 
(0 %4-+-0%96tg)0¢,— (00-+-00" Joe, —[(ar' a Hyty ys Hete) a)+\J 9 +y 4) - 
k2z+2 a! 
Ein hiermit identisches Resultat ergiebt sich, wenn wir die Summe 


(wtixtjytkhe) a, + (w+ie+jy+kz’) a, entwickeln. Damit ist 
also bewiesen, dass 


(a, Gf ys) &, == OO; FO, Oy. J 
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Durch Wiederholung desselben Beweises ergiebt sich, wenn «@, ein 
Vector ist: 
(45) (0, eg hg Og) Og Ory = Oy Oy Ly Ot, - Oy Oy OM, , 
u. s. w. fiir eine beliebige Anzah! Vector -Factoren. 
In ganz ihnlicher Weise lisst sich beweisen, dass: 
(46) Og Oe, (Oty Oy —- Oy Oy) —= Oy Ot; Oy Wy Oy Oe, Oy Oe 
u. s. w. fiir eine beliebige Anzahl Vector-Factoren. 
Fiihbren wir jetzt in (45) und (46) statt der Producte a,a,, a,a;, 
a,a, die resp. Quaternen p, q, 7 ein, so-ergeben sich die Formeln 
(p+a)r =pr + ar, 
r(pt+9) =rp +74, 
und folglich, wenn s eine neue Quaterne bezeichnet: 
(47) (p+9)(r+s) = pr + ps + ar + qs 
ein Gesetz, welches auf Producte, deren Factoren Summen einer be- 
liebigen Anzahl von Quaternen sind, in ganz algebraischer Weise sich 
ausdehnen liisst. Wir kénnen also den folgenden allgemeinen Satz, 
welcher von fundamentaler Natur ist, aussprechen. 

Mit Ausnahme des commutativen Gesetzes [von der Gleichgiiltigkeit 
der Ordnung der Factoren], gelten alle Gesetze der algebraischen Polynome, 
welche auf Multiplication begriindet sind, ebenso fiir Vectoren und Qua- 
ternen. 
22. Erinnert man sich jetzt, dass nach Nr. 12. die Quotienten 
unter die Gesetze der Producte zu subsumiren sind, so lisst sich der 
vorhergehende fundamentale Satz auch auf Quotienten von Polynomen 
unmittelbar iibertragen. 

23. Bezeichnen p und gq Quaternen, so haben wir als selbstver- 
stindliche Siitze: 1) S(p+q) = Sp+ Sq; 2) V(p+q) = Vp+ Va; 
3) K(p+q)—Kp-+ Kq; und entsprechend fiir mehrgliedrige Polynome. 


Interpretation der Producte von zwei Vectoren. 


24. Man erinnere sich, dass nach Nr. 14. das Product «,«,, ent- 
wickelt in den zwei Axensystemen (ijk) und (i,j, k,), identische Resutate 
liefert, welche nach (23) und (25) die folgenden sind: 


i, @, 2, 
Si 4 Ye 
ky & 2. 
wo die eingehenden Gréssen die in Fig. I. angegebene Bedeutung be- 
sitzen. Identificiren wir jetzt nach (30) die Vectortheile dieser Formel, und 
bezeichnen wir mit 1, m, » die Winkel der Axe k mit den resp. Axen 
4s, Ji, ’y, 80 ergiebt sich nach (39) folgendes System von Gleichungen: 


(48) «,a,——T'a, Ta, cos0+k Ta, Ta, sin 0 = — (4, %.+-Y,Yot%,2o)+ 


, 
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Quaternen. 


(49) Po, Taysin® _ Yi%2—%1Yo 1 %p— Ty 2p __ Ly Yo— Yo 
1 cos 1 cos m . cosa n 





Die vier Ziahler dieser Ausdriicke bedeuten geometrisch resp. den 
doppelten Flacheninhalt des Dreiecks a, Oa, und der Projectionen 
dieses Dreiecks auf die Ebenen (j,k,), (4, %,), (%,j,), sodass durch 
die Formel (49) der bekannte Satz von den Projectionen eines Dreiecks 
auf drei zu einander senkrechten Coordinatenébenen ausgesprochen ist. 





In Bezug auf die Mechanik, wenn die Vectoren a, und a, resp. 
einen Hebelarm und eine in dessen Endpunkte wirkende Kraft bezeichnen, 
bedeutet Ta, 7 a, sin @ das Drehungsmoment um die Axe k, und der 
Vector kT a, T'«, sin 6 das lineare Moment nach Grosse und Richtung; 
in aihnlicher Weise bedeuten y,2,—2,Y., 2,%.—%,2Z_, X,{Yo—Y,%» Yesp. 
die Drehungsmomente um die Axen i, , j,,k, und die Vectoren i, (y,2,—2,Y.), 
Jy (@j%o— 2X, 2y), ky (%,Yo— YX) die lesaren Momente nach ihren Groéssen 
' und Richtungen. Die Gleichung zwischen den Vectortheilen der Formel 
(48) ist also ein Ausdruck des bekannten mechanischen Satzes von den 
Projectionen eines linearen Momentes auf ein rechtwinkliges Axensystem. 
Die Scalire — Ta, 7'a, cos © reprisentirt mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen das Kraftmoment oder, wenn der Hebelarm durch den Weg 
ersetzt wird, die mechanische Arbeit. 


25. In der Formel (22) haben wir die Bedeutung eines + Quotienten 
von Vectoren erhalten, und diese Formel lisst sich mit Hiilfe von (12) 
und (30) so schreiben: 


7 —1 Oy Oy — Saya Vaya, Tag 
(50) t= a, a t= — 5 = — ee " (cos® +ksin®) , 


wo zu bemerken ist, dass nach Nr. 2. die Axe k den aasnlyiiebei Aus- 
druck /—1 besitzt. Bilden wir jetzt eine Quaterne g, ausgedriickt in 
dem Axensysteme (7, j,4,), =w+i,2+)j,y + k,2 mit folgender Be- 
deutung der Coordinaten und des Tensors: 

W = (Ly y+Y, Yo 4 2) : T? ay, 

& = (Y, 2, — 2, Yq): T? ey 
(51) Y = (4, %,—%,2,): T?a, 

2 = (%,Y¥.—Y, 4): T’a, 

r=Ta,:Ta, =Tq, 


so lasst sich mit Hiilfe von (48) die Formel (50) so schreiben: 
(52) ao, =e == g = wtiatjy+k, 2, 

und die Conjugirte Kq nach (13) in folgender Weise: 

(53) ato, re *° = Kg=w— (i,a+j,y+k, 2). 
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Der Exponentialausdruck*) re*® wird die reducirte Form der Quaterne q 
oder auch die reducir'e Quaterne q genannt. Der Ausdruck Uq, definirt 
durch die Formel Ug—q:Tq und Einheitsquaterne genannt [vergl. (5)], 
hat also die reducirte Form e*®, welche , Versor“ genannt worden ist; 
somit haben wir die folgende Formel: 
es oe es MTHS TAIT 
Ot Fe Veet 
Zwischen den vier Coordinaten w, x, y, 2 und den fiinf Gréssen 
r, 8, 1, m, n, von welchen die drei letzten nach (49) die Winkel der 
Axe k mit den Axen i,, j,, k, bezeichnen, ergeben sich die Relationen: 


el Lae 


°° = cos6+ksiné. 





(55) rcos0= w 
rsin® £ y 2 
—_-_-—-—- os :—- = = ——e 
i cos l cos m cos n 


Die reducirte Form re*® enthilt also, wie unmittelbar zu sehen ist, 
vier von einander unabhdngige Gréssen, welche reducirte Coordinaten 
der Quaterne q genannt werden sollen. 


Der Beweis des Moiver’schen Lebrsatzes lisst sich auf den Toue 


in (54) in bekannter Weise durchfiihren, unabhdngig davon, ob k cine der 
Richtung nach constante oder veriinderliche Grisse représentirt. 

26. Ausser der Bezeichnung r= 7q werden wir folgende- Be- 

zeichnungen benutzen: 

@=<+cq, k=Ax.q, Dreieck «, 0a,— Aq 
und nennen @ den Winkel oder die , Amplitude“, k die , Axe“ und Aq 
das Dreieck**) der Quaterne q. 

27. Ein Vector o, betrachtet als specieller Fall einer Quaterne, 
deren Scalire Null ist, erhalt nach (54) folgendermassen seine Be- 
deutung: ee nied 

. — 2 TAY TAs __ 37) ’ 
(56) Ue=75= Ve+yite sated =+h, 
und aus diesem Gesichtspunkte wird der reducirte Einheitsvector cin 
quadrantischer Versor***) genannt. 

28. Folgende Sitze, begriindet darauf, dass ein Dreieck Aq in 
seiner Grosse und Lage verschiedene Aenderungen erleiden kann, ohne 


*) Statt des Exponentialausdruckes e*® braucht Hamilton den Ausdruck 
20 
k™. Dass diese beiden Ausdriicke gleich sind, ergiebt sich, wenn man ihre Lo- 
garithmen nimmt; also 


i ._. 29 : m4 
bOen~—-legh= = ks m. 


**) Dieses Dreieck, als bestimmt durch die zwei Vectoren a, und «, mit 
demselben Nullpunkte O, wird von Hamilton ,,Biradial“ genannt. 
***) Von Hamilton ,,Quadrantal Versor“ genannt. 
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dass die Coordinaten der Quaterne g sich indern, kénnen als selbst- 
verstindlich ausgesprochen werden. 

1) Das Dreieck Aq, als nur der Form nach (durch den Winkel © 
und das Verhdltniss der denselben einschliessenden Seiten Ta,:T'a,) be- 
stimmt, kann durch ein dhnliches Dreieck von beliebiger Grosse ersetat 
werden. 

2) Das Dreieck Aq kann in seiner Ebene um die Axe k = Ax. q, 
um einen beliebigen Winkel gedreht werden. 

3) Das Dreieck Aq kann in eine parallele Ebene transportirt werden, 
wobei die Axe k = Ax. q thre Richtung behilt [vergl. Nr. 4.). 

Die Gleichung zwischen zwei Quaternen 

qI=q 
enthalt also die Bestimmungen: 
Aq® Aq und Ax, q|| Ax. ¢*). 


29. Um in (52). aus den als gegeben betrachteten vier Coordinaten 
einer Quaterne q = w-+i,2+j,y+h,2 die reducirte Form re*® zu 
construiren, hat man zuerst aus der Gleichung krsin@ =i,2+-j,y-+k,z 
die Richtung der Axe k zu bestimmen; dann werden in einer gegen 
diese Axe ‘senkrechten und durch den Nullpunkt der Coordinaten ge- 
legten Ebene die Axen i und j gezogen, von denen die erste i ganz 
willkiirlich gerichtet sein kann; dann wird der Winkel 6 nach (55) 
bestimmt, in dieser Ebene von ¢ aus abgetragen, wobei der positive 
Sinn des Winkels von i nach j gerechnet ist; zuletzt werden die Schenkel 
Ta, und 7a, dieses Winkels, von denen der erste in der Richtung 7 
liegt, in dem Verhiltnisse 7'a,:70,=r—=/Yw?+2?+ y?+ 2 bestimmt. 
In ganz ihnlicher Weise wird der quadrantische Versor in (56) und 
somit ein Vector, betrachtet als specieller Fall einer Quaterne, construirt. 


30. Als einen analytischen Ausdruck des in Nr. 17. gegebenen 
Fundamentalgesetzes, betreffend die Rechnung im doppelten Axensysteme 
haben wir die in (52) gegebene Identitit zwischen einer Quaterne 
q=w+i2tj,y+k,2 ausgedriickt in einem beliebigen Axensysteme 
(i,j,%,) und einer. ebenen Complexen re*® zu betrachten; durch diese 
wichtige Identitat wird die Theorie der ebenen Complexe, so. weit 
sie sich auf die hier entwickelten Gesetze begriiuden lasst, fiir die 
Quaternen unmittelbar giiltig; und umgekehrt werden die Gesetze 
der Quaternen fiir die ebenen Complexe in verschiedenen Ebenen gelten, 
und somit das wichtige Problem, die Gesetze der Complexen in ver- 
schiedenen Ebenen zu finden, als vollstaindig gelést zu betrachten sein. 

Haben wir also, die Function f (reV-1°) =f(w+Y—1») einer 
ebenen Complexe, welche als Summe eines reellen und eines imaginaren 





*, Das Zeichen || bedeutet hier parallel und gleichgerichtet. 
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Theiles p(w, v) + /—1 v(w,v) darstellbar ist, so ergiebt sich, wenn 
man /— 1 = k = i, cos/+j, cos m-+k, cosn und kv =i,2+j,y + kz 
setzt, die folgende Identitit: 

(57) f(ret*) = f(w+ko) = f(wtietjy the) 
* = w(w, v) +0 (w, v) {i, cosl+-j, cosm+k, cosn}, 


und folglich, wenn f(w+i,2+)j,y+h,e) = W+i4X+5,Y+ 4,2 
gesetzt wird: 
W = 9(w, v) 


X = v(w, v) cos / 


(58) Y = ¢(w, v) cos m 
Z =y(w, v) cosn, 
= j C v x y od rol, (5 
wov=+y/xe+y+2*) und C= col = caw won [vergl. (55)]. 


Auf diese Weise haben wir, wenn g=w+i,2+j,y+ kez, 
w = einer reellen Zahl und x = einer ganzen reellen Zahl ist: 
(59) f(q) = qt = r# ee @+2*2) — y#|[cosu(6+2x2)-+ksinu(6+2x2)|, 
und somit, wenn nach dem Obigen g* = W+i,X+j,Y+4,Z ge- 
setzt wird: 
W = r“ cos pw (0+ 22) 
X =r sin w (6-+2x2) cos | 
Y =r sin uw (0+2x2) cos m 
Z =r" sin w (0+2x2) cos n, 
wo r, 8, 1, m und m nach (55) in den vier Coordinaten w, x, y, ¢ 
auszudriicken sind; damit ist die Potenzfunction einer Quaterne vollig 
bestimmt. In ganz derselben Weise lisst sich die Exponentialfunction 
f (q) = ef = eroso+ksino®) bestimmen und zerlegen 

31. Eine Summe von Quaternen gleich Null gesezt oder 

z=q=0 


(60) 


giebt nach Nr. 13. 
ZSq=0 und TVqg=—0. 

Setzen wir die Glieder der Summe 2q in die reducirte Form re*®, 
so reprisentirt die Vectorsumme 2Vq = 0 ein geschlossenes Polygon, 
dessen Seiten die Summanden sind [vergl. Nr. 4.|. Aus mechanischem 
Gesichtspunkte bedeutet die Summe 2Sq—0, dass die Summe der 
von den Scaliren Sq reprisentirten mechanischen Arbeiten Null ist, 
und die Summe 2 Vqg=0, dass die von den Vectoren Vq reprisentirten 
Drehungsmomente im Gleichgewicht sind, sobald sie als lineare Momente 
ein geschlossenes Polygon bilden [vergl. Nr. 24.]. 


*) Diese Wurzel und sin @ sind gleichzeitig positive oder negative Grissen 
({vergl. (55)). 

























Quaternen. 185 


Interpretation der Producte von drei und mehreren Vectoren. 


32. Es seien a,, «,, a, Vectoren mit gemeinschaftlichem Null- 
punkte O [Fig. 2], und A,,, A,, die Winkel «,Oa,, a,0a,, nach der 
Ordnung der. Indices gerechnet; es seien ferner ¢,,, ¢.; Einheitsaxen, 


senkrecht gegen die Ebenen der resp. Fig. 2. 

Winkel A,,, A,,, und A, der Winkel , a; 

ty2Ot.,, welcher, da er in einer auf a, 4 Pi 

senkrechten Ebene liegt, gleich ist dem f 7% 
Winkel zwischen den Ebenen der Winkel rh ee 

Aj, und A,,. Dieser Winkel soll positiv | Me. 

gerechnet werden im Sinne einer positiven | / “Ay 

Drehung um den Vector «, als Axe. Eine 9 ——— 


analoge Bezeichnung soll gelten fiir eine ie 

beliebige Anzahl von Vectoren. Dann 

bekommen wir nach (48), wenn «, =7§-+ jy -+k€ und das Axen- 
system (ijk) so gewihlt worden ist, dass i lings a, und A,, in der 
Ebene (ij) liegt und folglich ¢,, | hk: 

(61) a, ea, = {—T'a, Ta, cos A,o+kT' a,Ta,sin Ayo} (i€+jn +k). 
Sind dieselben. Vectoren in einem beliebigen Axensysteme (¢,j,4,) aus- 
gedriickt worden, also nach (48): 

ty Uy Ly 
ji th Y 
hy 2 2,| 
so miissen nach dem Fundamentalsatze (36) die in (61) und (62) er- 
haltenen Multiplicationsresultate identisch sein und folglich: 





(62) ey Oy Og = | — (4p, Yo + 2 20) 





| (0, %3 +3143 +, 23), 


Ly Ly Bs 
(63) Sa, a,a, = — Ta, Ta, sin Ay = —| 4; Yo Ys!- 
&, & 4 
Aber Ta,Ta, sin A,,§ reprasentirt, von dem Vorzeichen abgesehen, 
das Volumen des Parallelepipeds, welches aus den Vectoren «,, a, und a, 


als Kanten constuirt wird; also muss auch die Determinante in (63) 
numerisch dasselbe Volumen reprisentiren. 


33. Nach dem in Nr. 21. entwickelten distributiven Gesetze haben 
wir die Identitat o,a,a, + a, 0,0, = 0, (a, 0, + a,0,) — (aa, + a, &3) a, 
+ a, (@,a,-+a,0,), welche nach (17) so geschrieben werden kann: — 
(64) Via, a0, = a, St,a, — a Sao, + or, Ser, Oy. 
Driicken wir in (64) die Vectoren @,, «, @; in den Axensystemen (ijk) 
und (i,j,4,)-aus mit den in (61) und (62) gebrauchten Coordinaten, 
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so ist leicht zu sehen, dass die Vectortheile dieser Formeln mit dem 
Vectorausdrucke in (64) identisch werden. 

Zu bemerken ist nach (64), weil Va,a,a,— Va,(Sa,e,+ Va, e,) 
= a,Sa,a, + V(a, Va,a,), dass 
(65) " V(a, Vaeas) = , Sa, &, — &, Sa, ct, , 
eine Formel, welche sehr oft gebraucht wird. 

34. Setzen wir in (64) Ta, = Ta, = T7a,=—1, und quadriren 
diese Gleichung, so ergiebt sich nach den in Nr. 32. gegebenen Bezeich- 
nungen, wenn wir beachten, dass nach (11) 7?a,e,a, == S?a,a,a, 
— V*a,a,a,, folgende wohlbekannte Formel: 

1 —cos? A,,— cos? A,,—cos* A,, +2 cos A,, cos A,,cosA;, 
sin? A,, sin? .A,, sin? A, = ete. 
Andere sphirische Formeln kénnen in analoger Weise in unbegrenzter 
Menge hergeleitet werden [vgl. An elem. Treat. on Quatern. by Tait, p. 56). 

35. Es seien a,, @, --- @, Einheitsvectoren mit einem gemein- 
schaftlichen Nullpunkte O [Fig. 3]; dann bekommen wir nach dem 
associativen Gesetze und mit Hiilfe von (22) die folgende Identitiit: 
(66) i cs eo 


an ee 
@, G4 ly Oy 





Diese Formel kénnen wir auch nach (52) so schreiben, wenn wir die 
Bezeichnung («A),, ete. als identisch mit ¢,,A,, benutzen etc. 


(67) e Apt g e A)(r—1)r wee e A)es f e A)i2 =a) 1, 


wo also die Winkel A,,, A,,, --+ Aj—sr, Ari der Reihe nach die 
Seiten eines geschlossenen sphirischen Polygons sind. Zerlegen wir 
die Factoren [oder Versoren] dieser Formel nach (54), .so dass 

Fig. 3. el 4a == cos A,, + ¢,, sin A,, ete. gesetzt 
wird, und fiihren dann die Multiplication 
aus, so ergeben sich nach Nr. 13. zwei 
Gleichungen, die erste zwischen den Sca- 
lirtheilen, die zweite zwischen den Vec- 
tortheilen, welche letztere, wenn wir z. b. 
nach (5) ¢,.—=tcosl,,+jcosm,,-+ keos n,, 
ete. setzen, in drei verschiedene Glei- 
chungen zerfallt. Die Formel (67) mit 
ihren méglichen Entwicklungen enthiit, 
wie leicht zu erkennen ist, die ganze Theo- 
rie der sphirischen Polygone. 


Zu bemerken ist ferner, dass die Formel (67) die vollstdndige Lisung 


der Aufgabe, die Multiplicationsgesetze der Complexen in verschiedenen 
Ebenen zu finden, enthilt [vergl. Nr. 30.]. 











fiir | 
(68) 
oder 
(69) 
Dies 
bya! 
[ver 
(70) 
(71) 
Set: 
vec! 
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36. Als ein specieller Iall der Formel (67) ergiebt sich die Formel 
fiir das sphirische Dreieck 


(68) elt 4a . elt Am . gt An == | 

oder, wenn man auf beiden Seiten mit e¢4»*) multiplicirt: 

(69) elt Ala « Gl Adin cee elt Adis, 

Diese Gleichung zerfallt in die folgenden, wenn wir beachten, dass 
bi2* tog = — cos A,-+ a@, sin A, und folglich 1,,-+,,.—— cos A,—a, sin A, 


[vergl. (48)]: 

(70) cos A,, cos A,, — sin Aj, sin A,, cos A, = cos A,,, 

(71) ¢,.8inA,,cosA,,+-2, sin A,, cosA,,—a, sin A,,8inA,, sin A,—t,,8inA,. 
Setzen wir wie oben t,,==7cosl,,-+j cos m,,-+-kcosm,, und fiir die Kinheits- 
vectoren t.;, @,, t;, analoge Ausdriicke, so bekommen wir aus der Glei- 
chung (71) drei verschiedene Gleichungen fiir die Projectionen in dem 
Axensysteme (ijk). Weil die Gleichung (69) weiter in die Gleichungen 
elt Ada == elt Av). el An und el 42 = elt 4a. elt 4a transformirt werden kann, so 
ergeben sich zwei neue mit (70) und (71) analoge Formelgruppen, so dass 
wir zusammen zwolf Formeln fiir das betreffende sphiirische Dreieck 
erhalten. 

Als Ausdruck fiir das Polar-Dreieck des Dreieckes (68) haben wir 
die Formel 
(72) eh . ef@ Ah . ets ae 1, 

Daraus lassen sich fiir dieses Dreieck in analoger Weise die Formeln 
deduciren. 

Man ersieht hieraus, welcher Reichthum von Entwicklungen fiir 
die Sphirik in dieser Methode enthalten ist. 

37. Wir wollen jetzt das in Nr. 6. gegebene associative Gesetz . 
durch eine geometrische Deutung beleuchten. 

Bezeichnen wir zu diesem Zwecke nach Nr. 35. mit ¢4)e, et 4)m, 
e4)s drei Versoren; so ist die Identitit 
(73) elt Abs [elt Ada elt Aha] ae [elt Ara g(t Ala] elt Aa 
geometrisch zu deuten. 

Haben wir also drei Gross-Kreise einer Kugel mit ‘dem Radius 
eins, auf welchem drei Bogen A,,, A,,, Aj, nach der Zeichnung in 
Fig. 4 liegen, so kann man nach Nr. 28. diese Bogen lings ihren 
Kreisen so verschieben, dass je zwei die Seiten eines sphirischen Drei- 
ecks bilden; alsdann haben wir die dritte Seite dieses Dreiecks mit 
dem iibrigen Bogen zu combiniren. Die erste Combination der Ver- 
soren sei ef 4)=¢l4e, welche e 4)» giebt und somit den Bogen A,, als 
die dritte Seite des sphirischen Dreiecks, von dem zwei Seiten ‘A,, 





*) Man bemerke, dass A;, = — Aj; [vergl. Nr. 32.], indem 13, als identisch 
mit ¢;; anzusehen ist. 
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und A,, sind. Diese dritte Seite wird durch Verschiebung in ihrem 
Gross-Kreise mit dem iibrigen Bogen A,, combinirt, und somit haben 

Vie. & wir A,, als die dritte Seite 
eines neuen  sphirischen 
Dreiecks, von dem zwei Sei- 
ten A,, und A,, sind; die- 
ses sphiirische Dreieck ent- 
spricht also dem analyti- 


/ a Ss \. schen Ausdrncke et 4)« ¢(¢ 4)a 
, i k = el4)u, welcher mit der 
o. aa linken Seite der Formel (73) 

A an 26 7 


4,7 cE TE sidentisch ist. Ein analoges 

7 Ay \\ Verfahren *) giebt znerst die 
Construction des Ausdruckes 

elt Alu elt An == elt 4s und ferner des Ausdruckes e{ 4)»¢l 42 = elt 4u, der 
also mit der rechten Seite der Formel (73) identisch ist. Die nach 
diesen zwei Verfahrungsweisen erhaltenen zwei Bogen, die mit A,, be- 
zeichnet sind, miissen also nach dem in (73) benutzten associativen Gesetze 
identisch sein**), d. h. sie miissen auf demselben Gross-Kreise liegen, 
gleich gross und in denselben Sinn gerichtet sein. Dieselbe Con- 
struction kann auf ein Product von einer beliebigen Anzahl Vectoren 
ausgedehnt werden. 





38. Um die geometrische Bedeutung des in Nr. 6. gegebenen 
Gesetzes der Conjugirten eines Productes von Quaternen darzulegen, hat 
man nur die Gleichung (69) in folgende Form zu bringen: 

eft Ada elt Ader —= eft Ada 


Diese Gleichung, deren geometrische Bedeutung nach der Fig. 3 un- 
mittelbar einleuchtet, kann nach (53) so geschrieben werden: 


Ken Ket ie = K {et Ane An} ; 


und entsprechend fiir eine beliebige Anzahl Versoren. Die Werthe 
der Tensoren sind fiir dieses Gesetz natiirlich ganz gleichgiiltig. 


39. Ein Ausdruck von besonderem Intresse soll jetzt untersucht 
werden. Es sei in der Ebene (ij) eines Axensystemes (ijk) ein Vector 
« = Ta (icosA+jsinA) = Ta (cosA+ksin A)i = Tae4-i; der zu 
untersuchende Ausdruck ist alsdann e'®a. Wir bekommen unmittelbar 
die folgende Gleichung: 


*) Die nach diesem Verfahren angewandten Bogen sind in der Figur mit 
doppelten Strichen gezeichnet worden. 


**) Der geometrische Beweis dieser Identitiit dient bei Hamilton und Tait 
als Beweis des associativen Gesetzes der Quaternen. 








Op gl RP er OS Ey a sa = FF , 
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(74) a = Tae+4 . i = Taficos(0+ A)+jsin(0+A)], 
d. h. ein Vector « wird in seiner Ebene um einen Winkel © gedreht, 


wenn ein Versor als Factor vor ihm tritt, dessen Winkel © ist und dessen 
Axe senkrecht gegen die betreffende Ebene steht. 


In derselben Weise kénnen wir den Ausdruck «e—*® untersuchen. 
Wir setzen nimlich « = i 7'a(cosA—ksin A), und bekommen somit 


(75)  we-*® = iT ae *+4) — Ta[icos(A+6)+ jsin(A+6)]; 
also werden die zwei Ausdriicke in (74) und (75) identisch, oder 


(76) ea = ae, 
Setzen wir vor jede Seite dieser Gleichung den Factor e*®, so ergiebt sich 
(77) AR) g am eho ge—te, 


d. h. der Ausdruck e*® ae—*® bedeutet einen Vector, mit dem der Vector 
a identisch sein wird, wenn er um einen Winkel 20 in seiner Ebene um 
die Axe k gedreht wird. 


40. Es sei ferner in dem Axensysteme (ijk) eine Quaterne 
q=w+izc+ jy+kz; das Product e* ge—*° wird alsdann w--e'® (ix--jy) e—*° 
+ ke oder nach (77) w+ &@ {ix + jy} +kz, und somit haben 
wir die Identitit: 


(78) eoge te —w 4 HOO Lintjy} +he=q, 


d. h., der Ausdruck e*®qe-*°® bedeutet eine Quaterne q,, mit der die 
Quaterne q identisch sein wird, wenn ihre Axe Ax. q um einen Winkel 
26 um die Axe k gedreht wird. 

Die geometrische Deutung dieser Formel ergiebt sich folgendermassen: 

Auf einer Kugel mit dem Radius 1 und der Polaraxe k [Fig. 5] 
zeichne man im Aequator von dem 
Durchschnitte mit dem Bogen << q 
den Winkel 2 6; der Bogen des 
Ausdruckes ge—*® wird dann die 
dritte Seite eines sphirischen Drei- 
ecks, von dem zwei Seiten — 0 
und <q sind; diese dritte Seite, 
in ihrem Gross-Kreise verschoben 
[Nr. 28.] und mit 6 combinirt, 
giebt den Bogen des Ausdruckes 
q, = &°qe-*® als dritte Seite eines 
neuen sphiirischen Dreiecks, das 
jenem gleich ist; die Bogen <x q 
und <q, sind also gleich, aber 
die Axe Ax. gq muss um den Winkel 2 6 um die Axe k gedrebt werden, 
um mit der Axe Ax. q, identisch zu werden. 
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41. Setzen wir p—ret®, wo also Tp=—r, <p=—6 und Ax. p=k 
ist, so kénnen wir, weil nach (59) p-' = r~'e-*®, den Ausdruck (78) 
so schreiben: 
(79) pap *=%3 
es bedeutet also in dieser Formel q, eine Quaterne, mit der die Quaterne 
q identisch sein wird, wenn ihre Axe Ax. q um einen Winkel 2 X p 
um die Axe Ax. p gedreht wird. 
Als ein specieller Fall von (79) ergiebt sich die Formel 
(80) aQa-t=o,, 
wo « und g und folglich auch @, Vectoren sind. Betrachten wir diese 
Vectoren nach (56) als quadrantische Versoren, so bedeutet also 9, einen 
Fig. 6. Vector [| Fig. 6), mit dem der Vector @ identisch 
sein wird, wenn er um den Winkel x um den Vec- 
tor ». als Axe gedreht wird. 
Wird in der Formel (80) ¢ =— @ gesetzt, so 
kénuen 6 und @g, als der einfallende und reflectirte 
‘Strahl gegen eine Fliche, deren Normale a ist, 
betrachtet werden. Beachten wir, dass a, 6 und 
———j @, in einem beliebigen Axensysteme ausgedriickt 
werden kénnen, so ist die Bedeutung der Formel 
(80) fiir die Theorie des reflectirten Lichtes augen- 
fallig. . 
42. Mit Benutzung der in (69) gegebenen Bezeichnung der Winkel, 
ergiebt sich nach (78) die geometricshe Bedeutung der Identitit 


(81) e& Ada elt Abe g e— A) e—(t Ala == elt Als g e~ (@ Abs —— I 





in folgender Weise: 


Drehen wir die Axe einer Quaterne Ax. q zuerst um einen Winkel 
2A,, um die Axe t,, und dann um einen Winkel 2.A,, um die Axe ty, 
so ist die Lage der Axe Ax. q nach diesen zwei Drehungen identisch 
dieselbe, als wenn sie um einen Winkel 2A,, um die Axe. t,, gedreht 
worden wiire, wenn niimlich A,, die dritte Seite eines sphdrischen Drei- 
ecks ist, von dem zwei Seiten A,, und A,, sind*). 





*) Ein Ausdruck von der Form 


(my (ary (yh 


WO @,, @ und a, Einheitsvectoren sind, der sich auch schreiben lisst: 


eb (Abas. gb (¢ Ade. gf (¢ Adie 


hat eine fiir die Sphirik merkwiirdige Bedeutung |vergl, Tait, An elem. Treat. 
on Quat. pag. 58}. 
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Die Formel (81) erhalt unmittelbar ihre geometrische Erliuterung 
aus der Fig. 7, wo vor und nach den zwei ersten Drehungen [2 A,,, | 
2 A,,| der Winkel < q durch voll- 
gezogene Striche, vor und nach der 
dritten Drehung [2 A,,]| derselbe 
Winkel durch punktirte Striche be- - 
zeichnet ist, entsprechend fiir mel- 
rere Drehungen. 

In Analogie mit (79) kann die 
Formel (81) so geschrieben wer- 
den, wenn p, und p Quaternen 
bedeuten, deren Versoren resp. ¢ 4= und e 4)» sind: 


(82) P\PIP Py = 
und entsprechend fiir eine beliebige Anzahl Factoren. 


43. Wollen wir einen Vector a, nach den Richtungen der ge- 


gebenen Vectoren a,, @,, a, zerlegen, so ergiebt sich unmittelbar nach _ 
(17) und Nr, 21. die Identitit: 


(83) a, Sa, a0, = a,Sa,a,a, — a,Sa,a,a, + a,Sa,a,a,, 


Fig. 7. 





wenn wir beachten, dass die Stellung der Sealiire als Factor in einem 
Producte gleichgiiltig ist. 

Wollen wir aber einen Vector a, nach den durch die drei Vecto- 
ren Va,a,, Vo,a,, Va,a, angegebenen Richtungen [vergl. (25)] zer- 
legen, so ergieht sich in derselben Weise oder nach einer von Tait*) 
angewandten Herleitung die folgende Identitiit: 


(84) a,Sa,a,0, = Va, a,Sa,e, + Va,e,Sa,a, + Vaza,Sa,o,. 
Analoge Identitiiten von vier und mehreren Vectoren lassen sich 


nach den in (17) und Nr. 21. gegebenen Gesetzen in unbegrenzter 
Menge entwickeln 


Transformation zu neuen Axensystemen und zu neuen Nullpunkten. 


44, Wir wollen jetzt einen. in dem Axensysteme (¢jk) ausge- 
driickten Vector 9 =ix-+jy+ kz zu einem neuen Fig. 8. 
Axensysteme (i,j, %,) mit demselben Nullpunkte O 4k, 
und mit der Axe k=k, transformiren [Fig. 8]. Setzen 
wir zu diesem Zwecke den Winkel 1,0i— K, von 
der neuen Axe i, nach der alten Axe i gerechnet, so 
ergiebt sich unmittelbar nach (78), wenn 9, =7,2,-+ @ 
jiY, +h,2, der Werth von g in dem neuen Axen- 
systeme (i,j,/,) ist: é 
*) An elem. Treat. on Quat. pag. 45. 
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(85) ot oe BX, 
wo, statt der Drehung [= K] des Vectors @ um die Axe k, das Axen- 
system (ijk) selbst in die neue Lage (i,j, k,) wm die Axe k= k, um 
den Winkel = K gedreht wird, wenn K = << i,Oi von der neuen Axe 
i, nach der alten Axe i gerechnet wird. 
Weil nach (78) 


et** og t** — (i+ jy) + ke =(cosK+ksinK) (iz+jy)+kz, 
so bekommen wir, nach Ausfiihrung der Multiplication und Ersetzung 
der Axen i, j, k in dem Resultate durch i,, j,, k,, folgende wohlbe- 
kannte Formeln: 
“,=—ax2cos K — ysin K, 
(86) y, =«xsin K+ ycos K, 
8,== 8. 


45. Setzen wir beiden Seiten der Gleichung (85) die Versoren 
e-4** und e+** resp. vor und nach, so ergiebt sich die Gleichung: 


(87) g=e Ko eltk, 


wodureh also g,, in dem Axensysteme (i, j,/,) ausgedriickt, zu dem 
neuen Axensysteme (ijk) transformirt worden ist. 


46. Haben wir in (85) den Vector 9, zu einem neuen Axen- 
systeme (i,j, %,) zu transformiren, und setzen wir die Axe i, =i, und 
xj,0j, = I,, so ergiebt sich, wenn 9, = i,x,-+ j,y, + k,2, den Werth 
von g, nach dieser Transformation bezeichnet, die folgende Formel: 


(88) = eG GEE gg HK HU 


wo (iJ), statt i, J, geschrieben worden ist [vergl. Nr. 35.]. 

In derselben Weise lassen sich Transformationen zu neuen Axen- 
systemen in einer beliebigen Anzahl ausfiihren, wobei immer zu be- 
merken ist, dass, wenn um eine der Axen i,, j,, k, z. B. i, gedreht 
wird, der Drehungswinkel von j,;; zu j, u. 8. w. in cyclischer Folge 
gerechnet wird. Eine Transformation von besonderem Interesse ist 
die folgénde, wenn 9, = i,2, + j,y, + k,2, gesetzt wird: 


(89) Oy — eb OM bn AEE gg EEK 6 AED GAR 


welche, ausgefiihrt, die wohlbekannten Euler’schen Coordinaten- 
Transformationsformeln ergiebt. 
Zu den Formeln (88) und (89) haben wir zu bemerken, dass die 


in Nr. 42, behandelte Reduction der Versoren auch in ihnen angewandt 
werden kann. 
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47. Hin Vector @ wird zu einem neuen Nullpunkte transformirt 
durch die Gleichung: 


(90) P=a +e, 

wo die Vectoren P und « von dem neuen Nullpunkte und @ von dem 
Punkte « als Nullpunkt zu rechnen sind. Sind die drei Vectoren P, 
« und @ in demselben*) Axensysteme (ij) durch die resp. Coordi- 


naten X Y Z, abe und xvyz ausgedriickt, so-ergiebt sich das Formel- 
system : 


X=a+z2, 
(91) Y=b-+y, 
Z=c+2é. 


Diese zwei Transformationen: 1) zu neuen Axensystemen und 
2) zu neuen Nullpunkten, kénnen in verschiedener Weise combinirt 
und durch die Anwendung des distributiven Gesetzes vollstindig aus- 
gefiihrt werden; hiermit ist die allgemeine Lésung des Problems der 
Coordinatentransformationen in der Cartesianischen Geometrie erledigt. 


48. Als eine bemerkenswerthe Anwendung der hier entwickelten 
Formeln ergeben sich die astronomischen Coordinatentransformationen. 
Setzen wir z. B. in (88) 9 =i sin A cosh +j cos A cosh + ksinh, 
Q, = i, cos « cos d + j, sin «cos d +k, sind, k= der Axe gegen den 
Westpunkt, K = — ({a— g), i, = der Polaxe, J, = 0—ja[A,h 
a, 0, m und 6 bezeichnen resp, das Azimuth, die Héhe, die Rectascen- 
sion, die Declination, die Polhéhe und die Sternzeit], so bekommen 
wir, ohne das sphirische Dreieck zu brauchen, die bekannten Relationen 
zwischen den erwihnten Gréssen; u. s. w. 


Upsala, November 1876. 


*) Wir haben hier zu bemerken, dass Axensysteme mit gleichgerichteten 
Axen als identisch anzusehen sind [vergl. Nr. 4.]. 
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On the theory of Partial Differential Equations. 


By A. Cayuey. 


In what follows, any letter not otherwise explained denotes a 
function of certain variables (x, y, p, q), or (%, y, %, p, q, 7), &e. 
as will be stated in each particular case. 

An equation a = const. denotes that the function a@ of the variables 
is in fact a constant (viz. by such equation we establish a: relation 
between the variables), and when this is so, we use the same letter a 
to denote the constant value of the function in question: I find this 
a very convenient notation. 

Thus if the variables are x, y, z, p, g, r and if p, q, r are the 
differential coefficients in regard to x, y, z respectively of a function 
V of x, y, 2, then.H (as a letter not otherwise explained) denotes a 
function of ~, y, 2, p, q, 7, and considering it as a given function, 


H = const. 


will be a partial differential equation containing the constant H. For 
instance if H denote the function pgr — xyz, H = const. is the partial 
differential equation, pqgr —xyz—H (a given constant). 

The integration of the partial differential equation, H = const., 
depends upon that of the linear partial differential equation 


(H, 0) = 0, 
where as usual (H, 9) signifies 


é(H, 9) 


@(H, 9) _6(H, ®) 6(H, Oy 
0 (p, &) + Fae - a(r,2) ? 


and it can be effected if we know two conjugate solutions a, b of 
the equation (H, 0) 0, viz. a, b as solutions are such that (H, a) = 0, 
(H, 6) = 0, and (as conjugate solutions) are also such that (a, b) = 0; 
in this case if from the equations 


-H = const., a= const., b= const. 
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we determine p, g, r as functions of x, y, , the resulting value of 
pdz+ qdy + rdz is an exact differential, and we have 


V=A+ {(pdz+qdy+rdz), 


a solution containing three arbitrary constants 4, a,b, and therefore a 
complete solution of the proposed partial differential equation H = const. 

But (as is known) there-is a different process of integration, for 
which the conjugate solutions are not required, and which has refe- 
rence to a system of initial values 2, y¥), 2), 99, Yo, %o: Viz. if the 
independent solutions of (H, 0) = 0, are a, b, c, d, e, and if ay, by, 
Co, dy, & denote respectively the same functions of the initial variables 
that a, b, c, d, e are of x, y, 2, p, q, r, then if from the equations 


a=a, b=b, c=, d=d, e=&, H=— const. 


we express p, q, r as functions of x, y, 2 and of x, yy), 2, H, these 
last being regarded as constants, we have pdx + qdy + rdz an exact 
differential, and V = 4+ f (pdx+qdy + rdz), a solution containing 
the constants A, 2), y), % (that is one supernumerary constant), and 
as such a complete solution. 

It is interesting to prove ey: that pdx + qdy+rdze is an 
exact differential. 

I consider first the more simple case where the variables are p, 
q, £, y. Here p, qg are to be found from the equations 


a=a,, b=b,, c=, H = const. 


and it is to be shown that pdx + qdy is an exact differential. 
Considering p, 4, ~), % a8 functions of the independent variables 
x, y, then differentiating in regand to x, and eliminating 2, Sn > 
Sm, we have 
da da dq da day day | 
| da er dz’ dp’ dp’? dq 








aby dd dq ab diy aby | 

| dx dq dx’ dp’ dp’ dq@ | 

de 4 de dq) de dq dey | =n @, 
dx bed dz’ dp’ dp,’ dq |. 

| dH dq 


eer da? 


or introducing a well known notation for functional determinants, and 
expanding the determinant, this is 


(aq, bo) § O(H; ¢) a(H, = $2} 
; 13° 















196 A. Cartey, 


But in the same way 


(dq, b) f O(H,¢) , @(H,e) $2\ ne 
O(Po.G) Le(g,y) + 0(q,p) dy ee: Dy 





or adding these, attending to the value of (H,¢), and observing that 
OH)  — 2H we have 
0(4. P) o(p, 4) 


@ (ao, bo) 0(H, ¢) u% wm it 
8 (Pos %) {(H, ©) + 36° q) “ \ + be. 0, 











the terms denoted by the &c. being the like terms with b, c, a and 
c, a, b im place of a, b,c. We have (H,a)=0, (H, b) =O, (H, ec) =0, 
and the equation in fact is 





{ 8 (@, by) ete) | (a4 dp: = 


O(p,q) O(p,g)S\da dy. 
viz. we have ot. Seer a = (), the condition for the exact differential. 


Coming now to the case where the variables are x, y, 2, p, q; 1, 
and im the six equations treating p, 7, 7, Py, %, % a8 functions of 
the independent variables x, y, 2, — then Aes we TET: in regard 


to x and proceeding as before, we find for —— the equation 


Eitan ante) fo @(a,b,H) , @(a,b,H)) a, 
O(Por deste) Lede O@.P.d + 8 Farpary + he. =0, 


and we have in the same way for rr the equation 


0 (Co, do, %) f dp O(a,b,H) , O(a, b, H) a a 
@ (Pos dest) Lede a(p,r,q) + 0,7, 4) et eae 
or, adding the two equations, 


8 (Co do, 0) {rar (a,b, H) 1 2(a,b,H) 1 a(a,, 1) res 
a) 5 ©. p.a) d@.p.@ tb dG.r, of To =o 


where the &c.’s indicate the like terms corresponding to the different 
partitions of the letters a, b, c, d, e. 


The equation may be simplified; we have identically 


2 (Pos Gos To) qo» Tv) da 





ab dH b, H > 
wa ¢ (Os az, 8) — gy 8) ia ‘ + wes 4 


or —_ (H,a) =0, (b, H)=0, the left hand side is simply 


— Z (a, b), and the equation becomes 


O(c, ) (Co, do, eo) dr dp O(a, b »H) dH l cy 
Te dsl dG.o.@ ~~ dq o 9s + & 9. 


0 (Bos Gos To) 
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This ought to give : is _ $e = 0, and it will do so if only 


O (Cy, dy, &) i 

a Dp ward @ a, b)} = 

this is then the equation which has to be proved. By the Poisson- 

Jacobi theorem (a, b) is a function of a, b, c, d, e and if we 
write 

0 (ay, by) +4. O(a, bo) + 0 (ay, by) 


(a, by) — 0 (Do, 3 Xo) O(%s Yo) 








0( (To, 2) 


then (a), by) is the same function of a,, by, €y, dy, 3 but these are 
= a, b, c, d, e respectively, and we thence have (a, b) = (a), b), 
and the theorem to be proved is 


V { A(ey, do, €) 
\ 2 (Pos Gos To.) (a ied b»)} —0. 


But substituting for (a), b)) its value, the function on the left hand 
is (it is easy to see) the sum of the three functional determinants 


@ (do, bas Cos 4 0» €9) @ (ay, bo, Coy do, ey) 0 (49, bo, Co, do, &) 


a (Por 0» To Pos Xo) O (Po, Ios Yo» Yo» Yo) 0 (Po» Go» To Tor 2) ? 





each of which vanishes as containing the same letter twice in the de- 
nominator, that is as having two identical columns; and the theorem 
in question is thus proved. And in the same way a — es , a -- TT 
“are each = 0, or we have pdx + qdy + rdz an ae differential. 


The proof would fail if the factors multiplying —* a. — 4, &e. or 


any one of these factors were = 0; I have not Ned AEE examined 
this, but the meaning would be, that here the equations in question 
a =a, &c., H =-const. are such as not to give rise to expressions for 
Pp, a, r as functions of xv, y, 2, Ly, Yo, 249, H, as assumed in the 
theorem; whenever such expressions are obtainable, then we have 
pdx + qdy+rdz, an exact differential. 

The proof in the case of a greater number of variables, say in 
the next case where the variables are zw, y, 2, Ww, p, q, 7, 8 would 
present more difficulty — but I have not proceeded further in the 
question. 

It is worth while to put the two processes into connexion with 
each other: taking in each case the variables to be 2, y, 2, Pp, q, 7; 
and the partial differential equation to be H = const.; 

In the one case, a, b being conjugate solutions of (H, 0) = 0 

from the equations H = const., a = const., b = const., 
we find p, q, r functions of z, y, 2, H, a, b, 
and then pdx + qdy + rdz an exact differential. 












, 
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In the other case,.a, b, c, d, e being the solutions of (H, 0) = 0, 

from the equations H = const., a=a,, b=b, c=, 

d=d,., ¢= 6, 

we find p, q, r functions of x, 4%, 2, H, 

and then pdx + pdy + rdz is an exact differential. 
It may be added that if from the last mentioned equations we 
determine also p,, q, 7 a8 functions of x, y, 2, %, Yo, 2 then con- 
sidering only H as a constant, we ought to have pdx + qdy + rdz 
— Po d%, —q,dy,—7,d% an exact differential; I have not examined 
the direct proof. 


Cambridge 28" Nov. 1876. 

















Ueber partielle Differentialgleichungen hdherer Ordnung, 
die intermediire erste Integrale besitzen. 


Von 


A. V. BAckuunpb in Lund. 


I. 


Wenn, wie aus den neueren Arbeiten von Herrn Lie evident ist, 
die Theorie einer gewissen Classe von Flaichentransformationen, nam- 
‘ lich die Theorie der endlich-deutigen derselben, der sogenannten Be- 
rihrungstransformationen, die ganze Theorie der partiellen Differen- 
tialgleichungen erster- Ordnung nach sich zieht, indem diese beiden 
Theorien sich vollstiindig decken, so lisst sich erwarten, dass in glei- 
cher Weise die mehrdeutigen Filachentransformationen iiber andere 
geometrische Configurationen als die durch partielle Differentialglei- 
chungen 1. 0. dargestellten Unterricht geben werden. Schon in mei- 
nem friiheren Aufsatze , Ueber Flichentransformationen* im 1X. Bande 
dieser Annalen, ist, bei einer kurzen Besprechung der einfachsten 
Classe mehrdeutiger Flichentransformationen des Raumes von drei Di- 
mensionen*), auf partielle Differentialgleichungen 2. O. hingewiesen, 
deren vollstindige Lésung auf die Aufsuchung einer zweifachen Schaar 
von partiellen Differentialgleichungen 1. O. hinauskommt, Gleichungen 
2. 0., die als Transformationen von Gleichungen 1. O. entstehen. 


Es ist gegenwiartig meine Absicht, erstens die Theorie der mehr- 
deutigen Flichentransformationen etwas ausfiihrlicher, als es in jenem 
Aufsatze geschehen ist, darzulegen, sodann die Natur derjenigen par- 
tiellen Differentialgleichungen, zu denen in erster Linie die Flachen- 
transformationen Anlass geben, zu beschreiben, und endlich die aus 
diesen Betrachtungen herfliessende Methode zur Erledigung der inter- 
mediiaren ersten Integrale einer gegebenen partiellen Differentialglei- 


*) Diese Transformations-Classe wird auch von Herrn Paul du Bois-Rey- 
mond in dessen Arbeit ,,Beitrige zur Interpretation der partiellen Differential- 
gleichungen.“: Leipzig 1864, 8. 173 erwihnt. 
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chung, — sofern die Gleichung solche Integrale hat, — auseinander- 
zusetzen*), 


“Hierbei muss ich bemerken, dass das Problem der Herstellung 
der ersten Integrale schon durch eine von Herrn Darboux in den 
Comptes rendus T. LXX ausgefiihrte Untersuchung, die sogar partielle 
Differentialgleichungen allgemeinerer Art als die hier zu Rede kommen- 
den umfasst, als erledigt angesehen werden muss. 


§ 1. 
Allgemeines iiber die mehrdeutigen Flachentransformationen. 
1. Durch irgendwelche n + 1 Gleichungen: 


X, — F, (22, mee In Py » * Pn Dk, ky — * Pkyky.. ky ii ‘), 


X, = F, ( )s 
» = F, ( ), 
Z =F ( = ) 


(Pre...k, gleich dem m" partiellen Differentialquotienten von z nach - 


Ly, Le, ++ * Ue,» WO k,k,-++k,, irgendwelche der Zahlen 12- - - n be- 
deuten) ist, wie ich in einem fritheren Aufsatze**) gezeigt habe, eine 
Flaichentransformation des Raumes 2,4; (22, +++ 2%,) vollstiindig be- 
stimmt, indem die tibrigen Gleichungen dieser Transformation aus jenen 
durch die Bedingung, dass das Gleichungssystem 


dz— Zpdz=—0, dp — Upidz—0,------ 
in das ahnliche System: 
dZ—ZPdX;=—0, dP, — TPdX;—0,------ 
transformirt werden soll, herzuleiten sind. — Ich habe auch hervor- 


gehoben, gebe iibrigens unten einen neuen Beweis dieses Satzes, dass 
nur in dem Falle, wo die Gleichungen (A) von der Form sind: 


X, = F, (42, +++ Xn Py > ++ Dn); 
X, = F, ( ); 
Z=F ( )» 


*) In zwei kleineren Aufsiitzen: Ueber eine gewisse Gattung partieller Diffe- 
rential-Gleichungen zweiter Ordnung (Sitzungsberichte der physikalisch - medicini- 
schen Societit zu Erlangen. Sitzung vom 6. Mirz 1876); Résumé einer Untersu- 
chung betreffend partielle Gleichungen beliebiger Ordnung mit einer beliebigen 
Zahl Verinderlichen (Jahresschrift der Universitit Lund, T. XII, 13. Marz 1876) 
bin ich schon auf die Behandlung derartiger partieller Differential-Gleichungen 
eingegangen. 

**) In diesen Annalen Bd. [X, pag. 297, 
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und wenn, bei Befriedigung der obengenannten Bedingung, fiir P, --- P, 
Functionswerthe kommen: 

P, =, (20, +++ an Py >> Da), 

P, = ®, ( ); 

P, ~ ®, ( . ) ‘3 
dass also nur, wenn eine Lie’sche Beriihrungstransformation vorliegt, 
die Flachentransformation eindeutig (endlich-deutig), anderenfalls mehr- 
deutig (unendlich-deutig) ist. Von den mehrdeutigen Flaichentransfor- 
mationen wird hier die Rede sein. Es soll das Niichstfolgende, wenn 
es auch in erster Linie blos die einfachsten derselben behandelt, dazu 


dienen, die wesentlichsten Kigenschaften aller solcher Transformationen 
erblicken zu lassen. 


2. Seien die Gleichungen (A) von der Form: 
X, = F, (2%, +++ Xn Dy : -* Dn), 
(1) X, = F, ( ), 
=F ( ); 
wo die Functionen Ff’, F; willkiirlich’, aber nicht zu je zweien involu- 
torisch sind. Durch letztere Beschrinkung sind die eindeutigen Fla- 
chentransformationen ausgeschlossen. 
Indem man diese Gleichungen differentiirt und in die Differentiale 
der Functionen F;, F' setzt: 
dz= 2Upidu, dp, = Up,ida; 
bekommt man aus der Gleichung 
adZ — Pd X;=0 oder dF — TPjdF; = 0, 
die unabhiingig von den Werthen der dz; bestehen muss, » Gleichun- 


gen zur Bestimmung von P,---P,. In dieser Weise findet man fol- 
gende Reihe von Gleichungen, die der Transformation (1) zugéhéren: 


oa Witlan. sae Pri Par ‘ (i oe n), 
wo die Gleichung 2. O. @ = 0 das intermediire Integral: 
eine arbitrire Function von (FF, +--+ F,) =9, 
die Gleichung ®; = 0 das intermediire Integral: 
eine arbitriire Function von (FF, +++ Fi;-12Pi41.++ + Fn) = 9 








@) B= 


besitzt. Weiterhin erkennt man, dass alle Gleichungen (2), wenn P; 
als Constanten betrachtet werden, ein intermediires Integral gemein- 
sam haben, niimlich: 


F -- > PF; = Const. : 
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dass also je zwei derselben » — 1 gemeinsame intermediire Integrale 
besitzen, und sodann schliesslich, dass eine jede 
%; 
P= > 
ein vollstindiges intermediires Integral der Form besitzt: 
eine arbitrare Function von (F—P,F;, F, +--+ Fi-1 Fig +++ Fy) =0. 
3. Wie durch die Transformation (1) die Flaichenelemente des 
Gebietes (ZX) umgeformt werden, ist hiernach leicht zu erkennen. 
Wihrend ein Flichenelement (zxp) des Gebietes (zz) in einen Punkt 
(ZX) oder besser in alle an diesen Punkt sich anschliessenden E:emente 
(ZX P) tibergeht, verwandelt sich das Flichenelement (ZX P) zuniichst 
in oo" an die co" Punkte einer Fliche*) sich anschliessende, dieser 
Flache aber nicht als Flichenelemente zugehérende Elemente (¢ xp). 
Es scheidet aber weiter, nach den Gleichungen: (2), das dem Elemente 
(ZX P) zugehérige Werthesystem von P,--- P, auf einem jeden der 
co” entsprechenden Elemente (zzp) eine Schaar von Werthen von px; 
aus, die durch Gleichungen folgender Form: 


Hy + Mm, yy + My Ppp + ++ Me Pin =O, 
te EES ee a, 
Bn + m, Put Ms Pra + stem: Mn Prin = Q, 
dargestellt ist. So dass alle einem beliebigen (¢xp) zugehérigen px 
eine lineare n-fach-unendliche Reihe derartiger, den besonderen Wer- 
then von P,--- P, entsprechenden Schaaren (3) bilden. 
_ 4. Eine Ebene Z — P, X, —--- P, X, = Const.**) wird in eine 
partielle Differentialgleichung 1. Ordnung: 


F— P,F, —--+ P, F, = Const. ; 


eine beliebige Flache des Gebietes (7X): f (ZX, --- X,) =O eben- 
falls in-eine partielle Differentialgleichung 1. O.: 


(FF, «++ F,) =0 


verwandelt; und ebenso wie die Flaiche als Umhiillungsgebilde von 
Ebenen Z — 2 P,X; = C wu betrachten ist, muss die entsprechende 
partielle Differentialgleichung 1. O. als Umhiillungsgebilde von~ par- 
tiellen Differentialgleichungen F' — 2 P,F'; = C aufgefasst werden. 
Denn es gilt allgemein der Satz, dass, wenn zwei Flichen des Gebietes 


*) Vorausgesetzt, dass bei Elimination von p aus den Gleichungen (1) nur 
eine Gleichung in Z, X, 2, x resultirt. Wie das Obige za modificiren ist, wenn 
statt einer, zwei, drei... Gleichungen resultiren, ist wohl ohne Weiteres klar. 

**) Die P; als Constanten betrachtet. 
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(ZX) sich beriihren, so beriihren sich auch die entsprechenden par- 
tiellen Differentialgleichungen des Gebietes (¢7), d. h. die einem ge- 
meinsamen Elemente (zxp) beider Gleichungen unendlich benachbarten 
Elemente der einen Gleichung sind auch Elemente der anderen Glei- 
chung. 

Es entspricht auch dem den beiden Flichen in deren Berihrungs- 
punkte gemeinsamen Elemente (ZX P), auf einem jeden der dem Punkte 
(ZX) entsprechenden (zxp), eine gewisse Schaar (3) von p;,, und diese 
Schaar gehdrt gleichzeitig den beiden fraglichen Gleichungen 1. O. zu. 

5. Einer partiellen Differentialgleichung 1. O. 

O(ZX,---X, P,--+- P,) =0 

entspricht im Gebiete (zx) eine partielle Differentialgleichung 2. O. — 
Von dieser Gleichung bemerken wir zuniichst, dass die Integralflaichen 
derselben, da sie aus den Integralen von © =O durch die Transfor- 
mation hervorgehen, selbst als Integrale von partiellen Gleichungen 
1. O.: f(FF,---F,) =0 erscheinen miissen. Letztere Gleichungen 
werden somit intermediire Integrale der partiellen Gleichung 2. O. 
Es giebt ,-entsprechend den Integralflichen von @ = 0, unendlich viele 
solche intermediire Integrale; durch eine Schaar von oo” derselben 
werden die iibrigen als Umhiillungsgebilde erzeugt werden kénnen. 

Den linearen partiellen Differentialgleichungen 1. O. in (ZX) ent- 
sprechen partielle Differentialgleichungen 2. O. in (zz) mit einem In- 
tegrale der Form: 

eine arbitrare Function von (u,u,- ++ U,) = 0, 
WO U,, Uy, *+* Un Functionen von 2, 2, p sind. — 

Die in dieser Weise zu gewinnenden Gleichungen 2. O. sind, wohl- 
bemerkt, keineswegs die allgemeinsten Gleichungen 2. O. mit der grésst- 
méglichen Zahl intermediirer Integrale. Sie bilden unter ihnen eine 
specielle Gattung, indem die »—1-fache Reihe von Schaaren (3), in 
welche die p,; sich vertheilen, die durch irgend eine dieser Gleichungen 
einem jeden (zxp) zugeordnet werden, nothwendig in der am Ende 
der 3. Nummer bestimmten n-fachen Reihe enthalten sein muss, — 
Ein jedes intermediire Integral ist ja auch von der Form: 

f (FF, ++: F,) =0. 

Zwei Gleichungen 1. 0; in (ZX), die in Involution liegen, ent- 
sprechen zwei Gleichungen 2. O. in (2x), die oo"—’ intermediire Inte- 
grale gemeinsam besitzen. Diese Integrale entsprechen den gemein- 
samen Integralen der Gleichungen 1, O. in (ZX). 

6. Um auch das Verhalten der Figurén in (zx) gegeniiber dieser 
Transformation etwas zu kennzeichnen, mag kurz erwahnt werden, wie 
man das im Gebiete (ZX) befinliche Bild einer in zx gegebenen par- 
tiellen Differentialgleichung 1. O. herzuleiten habe. 


204 A. V. Bicxrunp. 


Zu diesem Zwecke brauchen wir noch die der Flaichentransforma- 
tion (1) zugehérenden Ausdriicke fiir P,,. Diese Ausdriicke ergeben 
sich durch Differentiation in Bezug auf 2,2, +--+ 2, von 

P; — Pir X, — Piz XxX, — 7.0.8 Pin X, = Const., = 1,2. -=M), 
wo die P;, als Constanten zu betrachten sind. 

Die Darstellung der Figur, in welche die partielle Differeutial- 
gleichung 

f (2%, +++ tn Py+ ++ Pn) =O 
durch die Transformation (1) itibergeht, geschieht nun durch Elimination 
von Z, 2, p aus (1) und einer Reihe von Gleichungen, unter denen 
f(zxp) =O die erste ist, wihrend die zweite die Form hat: 
[fZ] — =P, [fxXj =—9, 
genau die Form einer Involutionsbedingung zwischen f =O und 
Z— X= P,X; = C, sofern in der letzteren Gleichung die P; als blosse 
Constanten betrachtet werden. — Driickt man weiter aus, dass die 
Gleichung 
(f2Z] — SPi[f Xi] — Dif Xi| Pu Xi = C, 
wo P;, P;, ebenso wie die im dritten Terme vorkommenden [/X;] als 
blosse Constanten stehen, — mit f= 0 und mit Z — 2 P;X; = C in 
Involution liegt, so hat man zwei weitere Gleichungen der fraglichen 
Reihe. Durch eine ahnliche Behandlung dieser letzteren Gleichungen 
findet man neue. — Dieser Process ist identisch mit einer Elimina- 
tion der kleinen Buchstaben z, x, px, per: ++ aus den Gleichungen 
der Flachentransformation, aus {/(¢2p) = 0 und aus den Derivirten von 
f= 0 in Bezug“auf 2, --- 2. 

Eine Gleichung 1. O. des Gebietes (27) wird also im Allgemeinen 
in eine Figur in (ZX) iibergefiihrt, die durch ein System partieller 
Differentialgleichungen hédherer Ordnung .analytisch definirt ist. Im 
Falle »—2 wird dieses System aus zwei partiellen Differentialglei- 
chungen 2. QO. bestehen. — 

7. Es ist oben gezeigt worden, dass es in (zx) eine ausgezeichnete 
Classe von Gleichungen 2. O. giebt, deren vollstindige Lésungen durch 
partielle Differentialgleichungen 1. 0. vermittelt werden. Diese Glei- 
chungen sind durch Anwendung, der Flichentransformation (1) aus den 
partiellen Gleichungen 1. O. des (ZX) entstanden. Betrachten wir 
jetzt eine partielle Differentialgleichung 2. O. in (ZX): 

@ (ZX, «+ - Ka P, > «Po Paes: Pra ++ Pas) = 0; 


derselben entspricht durch “die Substitutionen (1), (2) u. s. w. eine 
partielle Differentialgleichung 3. O. in (gx), die intermediire zweite 
Integrale: f (FF, - «+ F,) = 0 besitzt, entsprechend den Integralflichen 
von ® = 0. Wenn insbesondere © = 0 ein intermediires Integral 
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hat, so hat die entsprechende Gleichung 3. O. ein erstes Integral. 
Und als Bilder derjenigen Gleichungen 2. O. des (ZX), die 00” erste 
Iutegrale besitzen, bekommen wir also eine Classe von Gleichungen 
3. O., die intermediire, sowohl] erste als zweite, Integrale zur grésst- 
moéglichen Zahl besitzen, Gleichungen, deren Integralfliichen stets in 
einem zweiten und hernach in einen ersten Integrale enthalten sind. — 
Es ist natiirlich nur eine specielle Gattung derartiger Gleichungen, die 
in dieser Weise gewonnen wird, da ja schon die ersten Integrale der- 
selben einer sehr speciellen Gattung von Gleichungen 2. 0. mit co* 
intermediiiren Integralen zugehéren. 

Indem wir in dieser Weise fortgehen, kénnen wir allgemein den 
Satz aussprechen: LKiner beliebigen partiellen Differentialgleichung in 
(ZX) entspricht eine partielle Differentialgleichung ndchsthiherer Ord- 
nung in (2x), die partielle Differentialgleichungen erster Ordnung als 
intermedidire Integrale besitet. Insbesondere wird man zu einer Gattung 
partieller Differentialgleichungen gefiihrt, die intermedidre erste, zweite, 
dritte --- Integrale zur grisstmiglichen Zahl besitzen, und deren voll- 
stiindige Lisungen daher durch Erledigung von Systemen partieller Glei- 
chungen 1. O. erzielt werden kinnen*), — 

Die einer Gleichung 2. O. des (ZX) entsprechende Gleichung 
3. Q. kénnte intermediiire erste Integrale besitzen, wenn auch die Glei- 
chung 2. O. solche nicht hiitte. Alsdann aber wiirden die nach dem 
Vorangehenden stets vorhandenen zweiten Integrale der Gleichung 3. O. 
keine intermediire der ersten Integrale sein. Beispielsweise erinnere 
ich an die friiher von mir in der 17. Nummer der obencitirten Abhand- 
lung gegebene Erweiterung einer Theorie von Legendre betreffend 
die Gleichunygen in R,: F'(p,;p,.P.2) = 9, wo eine Gleichung 3. O. 
der erwihnten Art als Transformation einer Gleichung 2. O. in (ZX) 
auftritt, und wo die zweiten Integrale der Gleichung 3. O. keineswegs 


_Integrale der ersten Integrale derselben ausmachen. 


Gleichungen 2. O. in (ZX), die gemeinsame Integralflachen be- 
sitzen, entsprechen Gleichungen 3. O. in (¢7) mit ebensovielen ge- 
meinsamen zweiten Integralen. 

8. Eine Gleichung 2. O., die einer Gleichung 

f(ZX,--+- Xa P,-++ Pa) =0 
entspricht, wiirde andere erste Integrale als die von der Form: 
9 (FF, +++ F,) =0, 
besitzen kénnen. Da aber alle Integralflichen der Gleichung 2. O. in 


*) Die intermediiiren ersten Integrale einer Gleichung — unten wird es -be- 
wiesen — sind nimlich stets durch ein System partieller Differentialgleichungen 
1. QO. zu bestimmen, 
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diesen letzteren intermediiren Integralen enthalten sein sollen, 80 
miissen diese mit den neuen intermediairen Integralen, falls solche 
existiren, Integralfliichen zur grésstméglichen Zahl gemein haben. 
Denn nehmen wir beliebig eine solche Mannigfaltigkeit von oo"—' Ele- 
menten (zxp), deren jedes mit allen unendlich benachbarten vereinigt 
liegt, und die siimmtlich einem der neuen intermediiren Integrale an- 
gehéren. Diese M, _, gehért gleichzeitig einem gewissen der friiheren 
intermediiren Integrale an. Die durch dieselbe M,_1 gelegte Inte- 
gral-M,, jenes neuen intermediiiren Integrals muss dann, weil dieselbe 
doch in einem der friiheren intermediiiren enthalten sein soll, gerade 
dem letztgenannten dieser intermediiren Integrale als Integral-M, zu- 
gehéren. Alle M,_,, die einem der neuen und einem der friiheren 
intermediiiren Integrale gemeinsam sind, bestimmen in dieser Weise 
gemeinsame Integral-M,,, — was auf das oben Behauptete hinauskommt. 

Insbesondere kénnte es geschehen, dass sich die Integralflichen der 
Gleichung 2. O. so zu Integralen zweier verschiedener Gruppen von 
Gleichungen 1. O. vertheilen liessen, dass jede Gruppe fir sich simmt- 
liche Integralflichen gabe. Dann wire die Gleichung 2. 0. nothwendig 
eine solche, die zwei erste Integralschaaren von der Form: 


eine arbitr. Function von (u,u, - ++ U,n) = 0, 
eine arbitr. Function von (v,v, - +--+ 0,) = 0 
gestattete; — hierbei [wx] = 0, (¢,4h = 1,2---n). 


g 2. 


Einige besondere Gattungen von Flichentransformationen. 


9. Wenn das Gebiet (ZX) der Transformation (1) durch eine 
Beriihrungstransformation in ein anderes Gebiet umgeformt wird, so 


ist das Entsprechen zwischen diesem neuen Gebiete (ZX) und dem 


friiheren (27) durch Gleichungen der Form. ausgedriickt: 


Z = F (2x4, +++ Sn py +++ Pa Py ++ Pik~** Pnn)» 
en Ye ); 
(4) P, = 9; ( ), 


Pig = Dix (2%, +++ Lye ss Pers Pin>** Pints ** Pann), 


Diese Gleichungen stellen eine Flichentransformation dar, die den- 
jenigen Transformationen (A) angehért, deren n+-1 erste Gleichungen: 
Z=—F, X;= F; Gleichungen 2. O. in (zz) sind. Aber die genannte 
Transformation bildet eine specielle Gattung der letzteren, insofern 
dieselbe fiir die Gréssen P; Ausdriicke giebt, in welche die p;,, nicht ein- 
gehen. Sie sind jedoch keineswegs die einzigen Transformationen dieser 
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Art, keineswegs die allgemeinsten jener Eigenschaft. Die Transforma- 
tion (4) ist nimlich dadurch charakterisirt, dass die Gleichungen 2. O.: 
F=C, F;=C der in der 5. Nummer angegebenen speciellen Gat- 
tung von Gleichungen mit intermediiren Integralen angehéren, und 
dass weiterhin je zwei derselben, nach dem Satze am Schlusse der 5. 
Nummer, co"—! gemeinsame intermediare Integrale besitzen. Die Er- 
érterungen der nichstfolgenden Nummern werden beweisen, dass irgend- 
welche »-+ 1 Gleichungen 2. 0.: F=Z, F;=—X;, von denen je 
zwei Gleichungen oo"—'! intermediire Integrale gemeinsam haben, eine 
Flaichentransformation begriinden, die ebenfalls die P; unabhangig von 
den pjx, macht. Weil die dabei benutzten Gleichungen 2. O. die all- 
gemeinsten sind, die oc* intermediiire Integrale zulassen, so werden 
diese Transformationen allgemeiner als die Transformationen (4). 


10. Es gilt allgemein folgender Satz: Eine jede Fléchentransfor- 
mation: 


| 


1 


(5) 


(20, +++ Sys Diss * Deke? * Deby... by) 
( ); 
8 ( ), 


die fiir P,P,---P, Ausdriicke giebt, die keine weiteren Differential- 
quotienten von 2 enthalten, also: 


SN 


F 
F; 
F, 


P,=9, (ex, Ss oe |) ea * Dkk. Tem) 9 
(6) P, = ®, ( ), 


Esahalte 98 > git teat nA 


ist nothwendig von solchen Gleichungen F =c, F',=c,-+- F,=c ab- 
héingig, deren jede ein erstes Integral mit n willkiirlichen Constanten 
besitat. 

Beweis. Setzt man in die Differentiale von dZ, dX; fir dz, 
dpe,+ +> ADK, by... yy die Werthe . 


Zz pidx;, 2 prid xi, wig, Z Phy by... yg it Ui 


ein, so sollen P,, -- P, die Relation dZ — P,dX,—---P,dX,=—0 
identisch befriedigen, und sie werden also durch folgende Gleichungen 
zu bestimmen sein: 


dZ aX aX, 
(a) dx. gar we Perr (i = 1, 2,+++M), 





wenn — < eine vollstandige Differentiation nach x; bezeichnet, dabei 








208 A. V. Bicxtunn. 


2, Pi, Px, *** als Funetionen von z,, --+ 2, betrachtet, und 
= = p; ete. 

Wenn aber hierdurch fiir P, --- P, Werthe unabhiingig von den 
(m + 1)'* Differentialquotienten von z sich ergeben sollen, so miissen 
fiir diese Werthe von P; die Glieder der Gleichungen (a), die die be- 
sprochenen (m -+- 1)'«" Differentialquotienten von z enthalten, wegfallen, 
also ; 


(b) aZ lp __—& 0Xn 


+ ths ry, pen Mg aT 
OPA, by... bn : OPye,.. 8 " OPix, . : 





m ookm 


unter S einen partiellen Differentialquotienten verstanden. 


Die Zahl dieser Gleichungen ist gleich der Zahl der m'e" Differen- 
tialquotienten von z; sie zeigen, dass Z die Grossen p,,i,...4,, nur in 


einer Combination enthalten kann, die einer Function von X, X, --- X, 
gleichkommt, darum: 


(7) Z=f (ex, Pat Zn P; vs * Pu Pr, ky ie * PAA-« 8g 
und weiterhin: 


(c) Pi = - Sree 


X, X, “7 X,)*) 


—1 


»» 
N 





ib] 


Wenn zur Abkiirzung mit << bezeichnet wird: 


oV eV aV eV 
Oa, + Pits + 3)! Gp, + + ay Pith a 


Phy be «:. . Bp —1 








(wo V eine Function von 22;p; - + - pi,x,...%, bezeichnet), so nehmen, 
wegen (b), die Gleichungen (a) die Form an: 

aZ a’X, aX, 

dz, — 2, dz, Be dx, re &, 


oder schliesslich, wenn fiir Z der Ausdruck (7), fiir P; der Ausdruck 
(ce) eingefiihrt wird: 


d - 
(d) dE = ? @=1,2---n), 


sofern bei dieser vollstindigen Differentiation die Gréssen X; als Con- 
stanten behandelt werden. 


*) Die Functionen X; kénnen in Bezug auf p, ,, x, You einander abhingen. 
In diesem Falle resultiren mehrere Gleichungen (7) (siehe unten Nr. 13.) oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, eine Gleichung der Form: Z = f+ if, + rh+-:::: 
und das bald anzugebende Integral der Gleichungen F =c, F',; = c; wire dann 


durch das Gleichungssystem: f=c, f,(e;\ = 0, f,(e) =0,--- ausgedriickt 
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Weil nun die Gleichungen (d) fir alle diejenigen Werthe von 
Pk,ky...k,» ie den Gleichungen: 
Z=F, 
X; = F; 
geniigen, giiltig bleiben, so muss die Gleichwng (7)*): 
(e) c= f(2xp;-- * Pky ky. . km 11 2 * °° Ca) 
ein gemeinsames Integral der Gleichungen 
Zac, X,—c,, X,—,-+: Xe 
sein. 

Wenn aber diese » + 1 Gleichungen ein gemeinsames erstes Inte- 
gral (e) besitzen, so haben je m Gleichungen derselben oo! gemeinsame 
erste Integrale, je » — 1 derselben oo? derartige gemeinsame und end- 
lich irgend eine, z. B. Z—c oder F —c ein erstes Integral mit n 
willkiirlichen Constanten ¢,, ¢,, +++ ¢,. — W. 2. b. 


11. Dieser Satz lisst sich umkehren folgenderweise: Durch irgend- 
welche n +1 Gleichungen: 


Z= F (2xip; - °° Dike... Rim)? 
X; = F;( ); 


die, wenn Z, X; als Constanten betrachtet werden, ein gemeinsames erstes 
Integral (1) besitzen, ist eine Flichentransformation der oben genannten 
Art begriindet, 

Sollen namlich die Gleichungen Z7 = F, X; = F; ein erstes Inte- 
gral gemein haben, so miissen zuniichst aus denselben die Differential- 
quotienten ;,x,...%,, eliminirt werden kénnen, so dass eine Gleichung**) 


Be Z =f (22, Di + + * Diyky.. . byy—y 1 Xy + + + Xn) 
resultirt. Alsdann aber werden Gréssen P, - - - P, stets so zu bestimmen 


sein, nimlich P; = oe , dass den deni (b) Geniige geleistet 
wird. Weiterbin miissen, soll die Gleichung (7) ein gemeinsames Inte- 
gral von Z=F, X;= F, darstellen, die Gleichungen (d), d. i. 
es 
Ge = 9, G=1,2---m), 
gerade diejenigen Werthe von p,,s,...%,, geben, die fir 7— F, X;= F; 
gemeinsam sind. Also werden nun auch durch jene Werthe fiir P; 


*) Oder, wenn mehrere Gle?chungen (7) resultiren, das System dieser Glei- 
chungen, (Vgl. die vorangehende Note.) 

**) Oder gelegentlich mehrere Gleichungen. Fiir den Fall mehrerer Gleichungen 
verweise ich auf die 13. Nummer. 
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die Gleichungen (a) befriedigt. D. h. durch die Gleichungen Z = F, 
X; = F; ist eime Flaichentransformation bestimmt, deren Gleichungen 


fiir P; heissen: P; = $k , Gleichungen, die p,, ky... kms Dicht enthalten. 


12. Die Transformation (5), (6) kann ebenso vollstiindig wie durch 
jene Gleichungen (5) durch die einzige Gleichung (7), die ich unter 


der Form schreibe: 
(8) f (825° + * Diyky.. ky X X_ + + + XnZ) =O 


dargestellt werden. — Aus dieser Gleichung leitet man naimlich durch 
volistiindige Differentiation in Bezug auf a; und X; die 2n Glei- 
chungen her: 


d 7] . ¢ 
Q ~o=—0, 4+ PZh—0, G=1,2,---m), 


die in Verein mit der Gleichung (8) die Werthe von ZX;P; in der 
friiheren Form ergeben. 


13. Aber auch ein Gleichungssystem : 


hi (22; pi - ° * Phy ky... kon —1 2 Ay eae X,) = 0, 


fe ( )=0, 
(k << n+ 2)*) 


giebt zu einer Flichentransformation dhnlicher Art Anlass. Die Glei- 
chungen derselben werden durch Elimination von 7X4 aus (10) und 
den folgenden ssid abgeleitet : 


mk m=k 
(11) 2 Ge a2 an e+ AD tn 38 he 
(¢=1, 2,--- n). 


Die zu dieser Transformation gehérigen Gleichungen (5) be- 
sitzen insbesondere die Eigenschaft, dass das Resultat der Elimination 
von den Grdéssen Pkky...k, 208 denselben nicht ays einer Gleichung, 
sopdern aus k Gleichungen besteht. 

Dass wirklich diejenige Transformation, die in der angefiihrten 
Weise durch die Gleichungen (10) bestimmt wird, eine Flichentrans- 
formation ist, erkennt man einfach daraus, dass die Differentiale der 
Gleichungen (10), wenn die Substitutionen von 





*) Fir k=n-+1 kommen wir zu einer allgemeinen Transformation (A), 
deren » + 1 erste Gleichungen partielle Gleichungen m — 1. QO. in (¢x) sind. 
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Z pda; statt dz, Z; mid; statt dp, u. s. w. 
vorgeuommen werden, wegen der Gleichungen (11), geben: 
= Pid X; =dZ. 

Hieraus schliessen wir weiter, dass die Gleichungen (10) ganz be- 
liebig zu nehmen sind. 

14. Durch die Transformationen (8), (10) werden die beiden Ge- 
biete (ZX), (2x) in wesentlich derselben Weise auf einander bezogen; 
nur im Einzelnen ist in dieser Hinsicht ein Unterschied zwischen bei- 
den Transformationen erkennbar. 

Eine Transformation, die durch eine Gleichung (8) besimmt ist, 
fiihrt jeden Punkt (ZX) in eine partielle Differentialgleichung m — 1. 
Ordnung in (2) iiber, und also wird der Punkt (ZX) in die Gesammt- 
heit aller Integrale dieser Gleichung verwandelt. Eine Transformation 
dagegen, die durch k Gleichungen (10) ausgedriickt wird, und die folg- 
lich einen jeden Punkt (Z X) in ein System von k partiellen Gleichungen 
m — 1. Ordnung in- (27) verwandelt, transformirt den Punkt im All- 
gemeinen nicht in Flachen. 

Kiner Mannigfaltigkeit in (7X), die durch r Gleichungen zwischen 
Z, X; dargestellt ist, wird, vermittelst einer Transformation (8), in eine 
partielle Differentialgleichung m— 1. Ordning in (zx) tibergefiihrt, 
namlich in das Umhiillungsgebilde der den Punkten der Mannigfaltig- 
keit entsprechenden Gleichungen (8). — Derselben Mannigfaltigkeit ent- 
spricht, bei einer Transformation (10), wenn r+k <n-+ 2, eine 
partielle Differentialgleichung m — 1. Ordnung, wenn r +k > n+ 2, 
ein System derartiger partieller Gleichungen. Beide Transformationen 
fiihren folglich die F lichen, Mannigfaltigkeiten von n Dimensionen, immer 
in partielle Differentialgleichungen m — 1. Ordnung des Gebietes (2x) 
iiber, und eine jede partielle Differentialgleichung 1. O. des (ZX) wird 
daher stets in eine partielle Differentialgleichung m. Ordnung- des (zx) 
verwandelt; und zwar werden dies solche Gleichungen m. Ordnung, die 
erste Integrale zur grésstmdglichen Zahl besitzen, deren stimmtliche Inte- 
grale also Integrale von ersten Integralen ausmachen. 

Kiner partiellen Differentialgleichung 2. O. in (ZX) entspricht 
eine partielle Differentialgleichung m-+ 1. Ordnung in (22), die 
intermediiire zweite Integrale, entsprechend den Integralfliichen der 
Gleichung 2. O., besitzt. Wenn insbesondere die Gleichung 2. O. 
erste Integrale zur grésstmdglichen Zahl hat, so hat die Gleichung 
m-+ 1. O. ebenfalls erste Integrale, von denen die erwaihnten zweiten 
intermediiire Integrale ausmachen. U. s. w. Vgl. Nr. 7. 


15. Offenbar werden zwei partielle Differentialgleichungen 1. O. in 
(ZX), die Integralfliichen zur griésstmiglichen Zahl gemein haben, die 
also in Involution liegen, in zwei partielle Differentialgleichungen m. Ord- 


14* 
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nung in (2x) tibergefiihrt, die erste Integrale zur grisstmiglichen Zahl 
gemein haben; und umgekehrt, wenn dies mit zwei Gleichungen m. O. 
in (2x), die zwei Gleichungen 1. O. in (ZX) entsprechen, der Fall ist, 
so miissen letztere Gleichungen in Involution liegen. 

Hieraus folgt, dass je zwei der Gleichungen m. Ordnung der Trans- 
formation (5): X;—¢,;*), P,—=c, oo"—' gemeinsame erste Integrale 
besitzen, falls i und k verschieden sind. — Dasselbe trifft fiir je zwei 
Gleichungen: P;—c;, P, = c, ein; friiher haben wir gesehen, dass 
dies auch von je zwei der Gleichungen Z = c, X;=—c¢;, Xi = ¢& gilt. 


16. Wenn das Gebiet (ZX) der Transformation (5) durch eine 
Flachentransformation: 


Z =f (ZX,--- Xn P,--+ Pr); 
Xi = fi( ) 
in ein anderes Gebiet (Z’ X') iibergefiihrt wird, kommen die Figuren 
dieses neuen Gebietes und die des friiheren (gz) in dieselbe Beziehung 
zu einander, als wenn man durch-die einzige Flichentransformation 
Z =f (FF, +++ F,9®, -++@,), 
Xi =f a( ) 
vom einen zum anderen Gebiete hervorgegangen wiire. 

Wenn insbesondere die so gewonnene Transformation eine Trans- 
formation (5), (6) wiire, so wiirden, nach dem eben Erérterten, je zwei 
der Gleichungen f= c, f; = c¢;, f; =, 00*—' erste Integrale gemein 
haben, und daher, nach dem Satze der nichstvorangehenden Nummer, 
je zwei der Gleichungen in (Z7X):f(ZX;P) =c, fi (ZX: Pi) = ci, 
fe (ZX,P;) = cq zu einander involutorisch sein. Mit anderen Worten, 
es miisste dann die Transformation von (ZX) in (Z’ X’) eine Lie’sche 
Beriihrungstransformation sein **). 

17. “Als eine Consequenz dieses Satzes werde ich beweisen, dass 
es keine Flachentransformation (5), (6) giebt, bei welcher fiir die Gréssen 
P,,x, wie fiir die Grissen P; Ausdriicke sich ergeben kinnen, die von 
den m +- 1" Differentialquotienten von z frei sind. 

Denn wire es méglich, dass vermége einer Flichentransformation 
(5), (6) sich ergeben kénnte: 

Pri, = Vi,b, (225+ + + Pio + + Darky * * Dik. ky)? 


“so wiirde man durch Transformation des Gebietes (ZX) vermittelst 
einer Flaichentransformation: 


*) Dob. F,(20,;-+- Ppa. .a,) = GW. 8. w. 


**) Die Anwendung einer Flichentransformation (5), (6) auf eine andere der- 
selben Natur giebt eine neue derartige Fiichentransformation: (5), (6). 
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“=P, Xi=X,-Pi =P, (=1, 2, ---n), 
eine Transformation erhalten: 


Z' aa %, (2x; +7 * Di ee * Dike. . chm) 
X; = F; ( ), 
P; = 9,;( ), 


was erstens eine Flichentransformation wire, und alsdann nothwendig 
eine Flaichentransformation (5), (6), denn es gehen nicht hdhere 
Differentialquotienten von z in P/ als in Z’, X; ein. Aber die ange- 
wandte Transformation von (ZX) in (Z’ X’) ist keine Berihrungs- 
transformation; also ist es unméglich, dass die erhaltene Transformation 
von (zz) in (Z X’) eine Fliichentransformation (5), (6) sein kann, 
d. h. es ist unméglich, dass P/ oder dass P;; eine Function blos von 
2, 2X, +++ Pi, *** Pre...k, Sein kann. W. z. b. 


18. Es giebt somit, die Lie’schen Beriihrungstransformationen 
ausgenommen, keine Flichentransformation, die die Werthesysteme 
(2a;pipr,e,)) (2 XiP;Ps,x,) in eimander iiberfiihrt, auch keine, die die 
Werthesysteme (22: pipr,i, Pris), (4 Xi Pi Pi,i,Pi,,%,) i eimander ver- 
wandelt, u. s. w. — Aber eine jede eindeutige (endlich-deutige) Flichen- 
transformation muss unendlich kleine Flachenstiicke wiederum in un- 
endlich kleine Flichenstiicke iibertragen. So dass die Lie’schen Be- 
riihrungstransformationen die einzigen eindeutigen (endlich -deutigen) 
Flichentransformationen zweier Gebiete (ZX), (ex) eines Raumes Ry+1 $ 
sind, die einzigen, die eine jede Fliche des einen Gebietes in nur eine 
Flache (oder in einige Flachen) des anderen Gebietes iiberfiihren, — ein 
Satz, den ich friiher durch mehr rein geometrische Betrachtungen ent- 
wickelt habe. 


§ 3. 
Anwendung des Vorangehenden auf den Raum von drei Dimensionen. 


19. Ist im Raume R, eine Flichentransformation vorhanden, die 
keine Beriihrungstransformation ist: 


| Z=F (exypq), 
(12) X=F(  ), 
[rome “9. 


so wissen wir aus dem anfangs Erérterten, dass dieselbe aus den 
Gleichungen 1. O. des Gebietes (ZX Y) Gleichungen 2. O. in (zxy) 
macht, die eine specielle Gattung von Gleichungen 2. 0. mit co? inter- 
mediaren Integralen bilden. — Es kann diese specielle Gattung von 
Gleichungen folgendermassen anschaulich charakterisirt werden. 
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Die zu der Transformation (12) zugehérigen Werthe von P, Q 
findet man, nach der im ersten § gegebenen Vorschrift, durch voll- 
stindige Differentiation hinsichtlich x, y der Gleichung: 


F — PF, — QF, = Const. 
Fasst man die dabei auftretenden zweiten Differentialquotienten 
von 2: r, s, t, als Coordinaten der Punkte eines Raumes Rf,’ auf, so 
sieht man, dass durch die erwihnte Rechnung jedem Flichenelemente 


(2xypq) eine von P, Q abhingende Gerade des R,’ zugeordnet wird, 
namlich die durch die folgenden Gleichungen dargestellte Gerade: 


oe tS P(e) G+ 0 ery Piri _ghhi)> 
- ie Pp — as = 0, 
(13) . 
. ~P(Gy+9 38) Oy +4 ae Po -@ A 
% oe — pon 9°): —0. 





Alle derartigen oo*, den verschiedenen Werthen von P, @ ent- 
sprechenden Geraden bilden folglich eine Congruenz eines Complexes 
von geraden Linien: 

r=ms+u, s=mi+yr, 
dessen Geraden einen unendlich’ entfernten Kegelschnitt treffen, so dass 


der durch einen beliebigen Punkt bestimmte Complexkegel algebraisch 
folgendermassen sich ausdriickt: 


(14) (r—1 9) (t¢—t) — (s—s))? = 0. 

Und weil die Gleichungen (13) vom ersten Grade in P, Q sind, 
muss die fragliche Congruenz durch eine in den Complex- Liniencoor- 
dinaten m, w, v lineare Gleichung ausgedriickt sein, was geometrisch 
darauf hinauskommt*), dass die Congruenz der Geraden (13) den In- 
begriff aller derjenigen Geraden des vorher genannten Complexes aus- 
macht, die eine gewisse durch die Functionen F, I',, F, bestimmte Com- 
plexlinie treffen. 

Diese Complexlinie ist iibrigens dadurch ausgezeichnet, dass einem 
jeden ihrer oo' Punkte (rst) nicht ein Werthsystem (PQ), sondern 
co' Werthsysteme entsprechen. 

Betrachten wir hiernach die Gleichung (7X YPQ) =—0. Der- 
selben entspricht im Gebiete (exy) eine Figur, die aus allen denjenigen 


*) Die Bedingung des Schneidens zweier Complexlinien (mu v) (m' uw’ v’) ist 
namlich 


w— w+ mor’ — vm’ = 0. 
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Werthsystemen (¢rypqrst) zusammengesetzt ist, die den Elementen 
(ZX YPQ) der Gleichung © =O entsprechen. Es resultirt also eine 
Gleichung 2. O. in (exy), die jedem (¢xypq) einfach unendlich viele 
solche Schaaren von (rst) zuordnet, die in R,’ als Geraden der eben be- 
sprochenen Congruenz zu interpretiren sind. 

Von allen diesen durch die Transformation (12) aus den partiellen 
Gleichungen 1. O. m (ZX Y) entspringenden Gleichungen 2. O. in 
(exy) gilt démnach als gemeinsame charakteristische Eigenschaft, dass 
eine jede derselben einem jeden (zxypq) einfach unendlich viele Schaaren 
von je oo! (rst) zuordnet, die, wenn r, s, t als Punktcoordinaten eines 
R, gedeutet werden, Linienflichen einer bestimmten Congruenz bilden, 
— nédmlich Linienflichen der Congruenz derjenigen Geraden, die einen 
festen unendlich entfernten Kegelschnitt und zugleich eine denselben Kegel- 
schnitt treffende Gerade schneiden. 

Wenn insbesondere es modglich ist, eine Function p(zrypq) zu 
finden, die mit F’, F',, F', involutorisch ist, mit anderen Worten, wenn 
die Gleichungen: 

[Fo] =0, [Fw]=0, [Fg] =0 
eine gemeinsame Lésung g = g (¢xrypq) besitzen, dann giebt es fiir 
alle Gleichungen 2. O. ein gemeinsames erstes Integral g (zrypq) =e, 
indem nun die zu deén letzteren Gleichungen zugehérigen (rst) gerade 
die Punkte der eben besprochenen festen Geraden werden. , 
20. Durch eine Flaichentransformation: 


(15) [(exypgX¥Z)=0, 
die andererseits ausgedriickt ist durch die Gleichungen: 


Z=F (exypqrst), 


X= F,(° )» 
(15’) Y = F, ( ), 
P= 9, ( ); 
Q = , ( ); 


wird ebenfalls jede’ partielle Differentialgleichung 1. O. in (Z X Y) 
in eine partielle Differentialgleichung 2. O. in (¢xy) mit oo? intermediiren 
Integralen verwandelt; aber diese Gleichungen sind, wie wir bald er- 
kennen werden, gewissermassen die allgemeinsten ihrer Art. 

Erstens bemerken wir, dass die auftretenden intermediaren Integrale 
jener Gleichungen, da sie den Flachen oder Curven des (ZX Y) ent- 
sprechen sollen, nothwendig Umhiillungsgebilde zweifach oder einfach 
unendlich vieler der Gleichungen 1. O. (15) sein miissen. Aber ein 
Umhiillungsgebilde irgend welcher oo? oder co' Gleichungen wird in 
einem beliebigen seiner Elemente (¢xypq) von einer dasselbe Element 
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enthaltenden, umhiillten Gleichung: f(zxypq) = 0 beriilirt, d. h. es 
miissen, wenn p(2rypq)=0 die Gleichung des Umhiillungsgebildes ist, 

7] 7] 7] @ é 7] 

oP? ro Se +P 5e oe tbs 
proportional beziehungsweise 

7] 7] é 7] ¢ é 

tp oq? Bet Pon? ay tl os 
sein, und daher die dem Elemente (zxypq) durch g = 0 und durch 
{=O zugeordneten ,charakteristischen Richtungen und Biischel von 
co' (rst) mit einander zusammenfallen. So dass durch die in Frage 
kommenden intermediiren Integrale keine anderen Biischel von (rst) 
den Elementen (zxypq) beigelegt werden als diejenigen, die schon 
durch die co* Gleichungen 1. O. (15) zu Stande gekommen sind. Nun 
giebt es von diesen Gleichungen nur oo”, die ein beliebig genommenes 
Element (¢xzypq) enthalten, und die von denselben herriihrenden co? 
Biischel von (rs#) bilden sich in R,’ (siehe die vorangehende Nummer) 
als co’ Geraden des Complexes (14) ab. Ein jedes der genannten inter- 
mediaren Integrale ordnet daher einem jeden seiner [lachenelemente 
(exypq) einen Biischel von (rst) zu, der in R,' eine Gerade einer be- 
stimmten Corigruenz des Complexes (14) wird. 

Eine jede partielle Differential- Gleichung 2. O., die aus einer partiellen 
Differential -Gleichung 1. O. des (ZX Y) vermittelst der Transformation 
(15) hervorgegangen ist, und die folglich intermediire Integrale der er- 
wahnten Art zur grésstméglichen Zahl besitzt, die desswegen einem 
jeden Elemente (zzypq) oo' den Integralen zugehérige Biischel von 
(rst) zuordnet, wird hiernuch, wenn 2, x, y, p, q als Constanten, r, s, t, 
wie friiher, als Punktcoordinaten eines R,' aufgefasst werden, eine 
Tinienfliche der eben erwiihnten festen Congruenz darstellen. 

Es ist diese Congruenz die allgemeinste Congruenz des Com- 
plexes (14), die durch oo* Gleichungen 1. O. begriindet wird. Umge- 
kehri wird, wie ich unten (Nr. 28., 29.) zeigen werde, einer beliebigen 
Congruenz des Complexes (14) nicht eine, sondern eine ganze Classe 
von Transformationen (8) oder (10) entsprechen*); durch eine Classe 
Transformationen des 2. § bekommt man dann aus Gleichungen 1. O. 
alle Gleichungen 2. O. mit der grésstméglichen Zahl intermeditirer Inte- 
grale, die im Raume R,’ Linienfliichen einer und derselben beliebig ge- 
wihlten Congruenz des Complexes (14) reprisentiren. 

Die Gleichungen 2. 0. einer Congruenz, die durch eine und die- 
selbe Transformation (15) aus den Gleichungen 1. U. hervorgehen, sind 


*) Tnsbesondere der in vorangehender Nummer erwihnten speciellern Con- 


gruenz Transformationen (12) und aus dieser durch Beriihrungstransformationen 
herzuleitende (4). 
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dadurch vor den anderen derselben Congruenz zugehérenden Gleichun- 
gen ausgezeichnet, dass deren Integrale Umhiillungsgebilde von Glei- 
chungen derselben dreifachen Schaar (15) sind.: 

21. Diese Gleichungen 2. O. finden ihre Lésung durch die Er- 
ledigung der entsprechenden partiellen Differential-Gleichungen 1. O., 
oder, wenn man so will, die Theorie dieser letzteren iibertragt sich durch 
die Flachentransformation (15) in die Theorie jener. Um die fraglichen 
Gleichungen 2. O. zu lésen, kann man daher diejenigen Gleichungen 
2. O. aufstellen, die zu derselben Flichentransformation gehéren, wie 
die vorgelegte Gleichung, und deren jede’ mit dieser oo' intermediiire 
Integrale gemein hat*). Man bekommt dann ein dem Charakteristiken- 
systeme einer Gleichung 1. O. entsprechendes System von Mannigfaltig- 
keiten, zusammengesetzt aus oo* Flichenelementen (zxypq)**). Ebenso 
wie man aus den Charakteristiken der Gleichung 1. O. die Integrale 
derselben bildet, setzt man aus den letztgenannten Mannigfaltigkeiten 
die intermediiren Integrale der Gleichung 2. O. zusammen. 

Unter den angegebenen Gleichungen 2. O., deren jede mit der 
vorgelegten Gleichung oo! gemeinsame Integrale besitzt, kann man 
zwei Gleichungen auszeichnen, die ebenfalls mit einander selbst oo! 
intermediiire Integrale gemein haben. Beiliiufig bemerke ich, dass, unter 
U,=c, U,=c diese Gleichungen verstanden, alle anderen Gleichungen 
der obigen Art von der Form sind 


p (U, U, U;) = 0; — 
wo U, =e irgend eine dritte dieser Gleichungen, die von U,, U, un- 
abhingig ist, bezeichnet. — 

Oder man gewinnt durch blosse Elimination von r, s, ¢ aus der 
anfanglichen Gleichung und den eben genannten zwei: U,=c, U,=c 
eine Gleichung, die blos von x, y, 2, p, q abhingt. Diese Gleichung 
mit den zwei willkiirlichen Constanten c, c’ stellt ein System von oo? 
intermediiren Integralen der anfinglichen Gleichung 2. O. dar. Wie 
mehrmals gesagt, alle anderen intermediiren Integrale derselben sind 
als Umhiillungsgebilde je einfach unendlich vieler dieser co? herzuleiten, 
— was durch Differentiation und Elimination geschieht. 

22. Einer jeden Fliiche in (ZX Y) entspricht, wie wir schon 
wissen, eine partielle Differential-Gleichung 1. O in (¢vy). In erster 
Linie aber entspricht, sofern man fiir die Flaichentransformation die 
Gleichungsform (15’) anwendet, einer jeden Fliche »(X YZ) = 0, die 
man als blosse Punktmannigfaltigkeit betrachtet, eine partielle Diffe- 


*) Vgl. hierzu § 4. 
**) Betreffend die charakteristische Eigenschaft dieser Mannigfaltigkeiten ver- 
weise ich auf die Note der Nr. 39. 
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rentialgleichung 2. O. p (fF, F, F)=0. Den Curven der Flache 
entsprechen die intermedidren Integrale der Gleichung, aber dieselbe 
hat nun ein singuliires erstes Integral, indem fiir jene Gleichungen 
9 (FF, F) = 0 ein Umhiillungsgebilde aller oo? Integrale einer voll- 
stindigen Lésung existirt. Dieses Umhiillungsgebilde, welches das sin- 
gulire Integral ausmacht, wird gerade diejenige partielle Differential - 
- gleichung 1. O., die der Fliche als zweifacher Mannigfaltigkeit von 
Elementen (ZX Y PQ) eutspricht. 

23. Den Gleichungen 2. O. in (ZX Y) entsprechen Gleichungen 
3. O. in (ezy), welche intermediire zweite Integrale besitzen, die Umhiil- 
lungsgebilde zweifach bez. einfach unendlich vieler von den Gleichungen 
(15) sind. — In dieser Weise bekommt man eine Classe von Gleichungen 
3. O., deren jede durch eine partielle Differentialgleichung 2. O. wnd 
partielle Differentialgleichungen 1. O. thre Lisung findet. 

Wenn insbesondere die Gleichung 2. O. des (ZX Y) oo* erste Inte- 
grale hat, wird die entsprechende Gleichung 3. O. des (2xy) sowohl 
erste als zweite intermediire Integrale zur grésstmoéglichen Zahl be- 
sitzen. So dass ein jedes erstes Integral einer solchen Gleichung 3. O. 
selbst oo? erste Integrale hat; die Erledigung der Gleichung 3. O. wid 
dann durch Gleichungen 1. O. erreicht. 

Dass die ersten Integrale dieser Gleichung 3. O. Linienflichen einer 
und derselben Congruenz darstellen, ist eine fiir alle Gleichungen 3. O. 
mit der grésstméglichen Zahl intermediarer Integrale gemeinsame Eigen- 
schaft (vergl. unten Nr. 36.). 

24. Von der durch zwei Gleichungen: 
f (exypqX YZ) =—0, 
?( yo 0 
bestimmten Flichentransformation will ich nur Folgendes bemerken. 

Einem jeden Punkte (X YZ) entspricht ein Gleichungspaar (16), 
einer jeden Curve des Gebietes (ZX ¥), sofern man sie als blosse 
Punktmannigfaltigkeit betrachtet, eine einfache Schaar von Gleichungs- 
paaren (16), — aber als Mannigfaltigkeit von oo' Elementen - Biischeln, 
eine partielle Differentialgleichung 1. 0., die durch Elimination von 
X, Y, Z aus den Gleichungen (16) und den zwei Gleichungen der 
Curve erhalten wird; einer jeden Fliche, als Punktmannigfaltigkeit 
aufgefasst, entspricht eine partielle Differentialgleichung 2. O., welche 
die den Punkten der Fliche entsprechenden Gleichungspaare (16) zu 
ersten Integralen hat, die also jedem Flichenelemente (¢xypq) eine 
Linienflache (oder einige Flaichen) zweiten Grades des Complexes (14) 
als Orte der zugehérenden Werthe von r, s, ¢ zuordnet; die singulire 
Lésung dieser Gleichung 2. O., — eine partielle Differentialgleichung 
1. O., die, wie aus den Gleichungen (11) der Nr. 13. ersichtlich, als 


(16) 
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eine Art von Brennfliche der Congruenz der oo? genannten Gleichungs- 
paare (16) anzusehen ist, — ist die der Fliche als zweifacher Elementen- 
mannigfaltigkeit entsprechende Figur*). 

Das Gleichungspaar (16) bestimmt als Ort der zugehérenden Biischel 
von (rst), gegeben durch die Gleichungen (11), eine gewisse Congruenz 
des Complexes (14). Alle Gleichungen 2. O. in (zxy), die durch Trans- 
formation, vermittelst (16), aus den partiellen Differentialgleichungen 
1, O. in (ZX Y) entspringen, reprisentiren in R,’ Linienflachen, die 
dieser Congruenz angehéren. 


Il. 


Die eben besprochenen Flichentransformationen, die zu partiellen 
Differentialgleichungen héherer Ordnung mit intermediiren Integralen 
gefiihrt haben, geben gleichzeitig das Mittel zur Darstellung dieser 
intermediiren Lésungen durch partielle Differentialgleichungen niederer 
Ordnung. Dies ist schon in dem Vorangehenden bemerkt worden. 
Hier will ich aber zeigen, erstens wie man bei einer vorgelegten Glei- 
chung priifen kann, ob sie intemediire erste Integrale zugiebt, oder nicht; 
zweitens, wie man, im Falle ihrer Existenz, dieselben immer herzuleiten 
vermag. Hierbei soll keine zugehérige Flachentransformation als ge- 
geben vorausgesetzt werden; auch existirt keine solche Transformation, 
die die Gleichung als Resultat der Transformation einer Gleichung 
niederer Ordnung**) darstellte, falls jene nicht intermediire erste In- 
tegrale zur grésstmédglichen Anzahl besitzt. Ich fange mit der Behand- 
lung derjenigen partiellen Differentialgleichungen 2. O. des Raumes mit 
drei Dimensionen an, die co* erste Integrale gestatten. 


§ 4. 
Ueber partielle Differentialgleichungen 2. 0. mit intermediaren 
Integralen des Raumes mit drei Dimensionen. 


25. Kine partielle Differentialgleichung 2. O., die co? erste Inte- 
grale besitzt: 


(17) f(zxypqs) =p, 


*) Zwei Gleichungen X=f (¢xypqZ), 
Y= 9( ) 
lassen der Ebene Z = c eine partielle Differentialgleichung 2. O. der Form ent- 
sprechen: 
Ar-+ Bs + Cit+ Dirt—s?)+ E=0, 

wo A, B, C, D, E Functionen von x, y, z, p, q sind. Diese Gleichung hat 
zwei erste Integrale f=c’', g=c”, enteprechend den Linien X=—c', Y=c”. 
Einer beliebigen Curve »(X Y)=—0 der Ebene Z=c entspricht das Integral 
(fo) = 0. 

**) Die ihre Lésung in die Lésung der angenommenen Gleichung iiberfiihrte. 
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wo 4, w arbitrire Constanten bedeuten, ordnet jedem (zxzypq) die 
folgenden co! Biischel von (rst) zu: 


get PGs C+ shr + 2s —0, 
4 ath ie He 0 


und durch ik von 4 zwischen diesen zwei Gleichungen sollte 
also die fragliche Gleichung 2. O. resultiren: 


(19) F (exypqrst) =0. 

Wenn z, y, 2, p, q als Constanten, r, s, ¢ wie friiher als Punkt- 
coordinaten eines Raumes R,' betrachtet werden, reprisentiren die 
Gleichungen (18) eine Gerade des Complexes (14) und die Gleichung 
(19) eine Linienfliche dieses Complexes. 

Diese Bedingung fiir die Gleichung 2. 0. ’=0 kann auch so aus- 
gesprochen werden: Weil jede Gerade des Complexes (14) durch die 
Gleichungen: 

r= ms 
) s= mt - ~ 
? 
sich darstellt, muss die Gleichung 2. O. F = 0, soll sie co? erste In- 


tegrale besitzen, wenn aus derselben vermittelst der Gleichungen (20) 
die Gréssen r, s entfernt werden, eine Form bekommen: 


A (szypqmpyv) + t-B(exypqmur) = 0 
und also durch die zwei Gleichungen: 


(18) 


A(zxypqmuv) =0, 

B ( )=0, 

ebenso vollstandig, wie durch die einzige Gleichuug (19) sich ausdriicken. 
Dies ist aber nur eine erste Bedingung, der die Gleichung F=0 

mit co* ersten Integralen geniigen muss. Zu einer zweiten ebenso noth- 

wendigen Bedingung fiir diese Gleichung 2. O. wird man durch die 

Form (21) fast unmittelbar gefiihrt. Schreibt man nimlich in den 

Gleichungen (21) fiir m, w, v solche Werthe: 

¢ ef . of of $f, 

(22) yee > Thy Op’ em —(2 4p Ht v= — (ZF 4 : 

dass ‘die Gleichungen (20) von der Form der Gleichungen sia werden, 

so sollen die Gleichwngen (21) der durch die Gleichung 2. O. F =0 in 

Punktcoordinaten dargestellten Linienflichen, als partielle Differential- 

gleichungen 1. O. fiir f aufgefasst, oo? Lisungen 


f=f(@xrypqs) —u 


(21) 


gemeinsam haben. — 
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Damit ist die Gleichung F —0 véllig charakterisirt. Weil das 
Eintreffen dieser Bedingungen durch rein algebraische Operationen zu 
beurtheilen ist, so wird man durch blosse Differentiation und Elimination 
von einer Gleichung 2. O. entscheiden kénnen, ob dieselbe die erwihnte 
Eigenschaft besitzt oder nicht, 

26. Da eine jede Gleichung 2. O. der angegebenen Eigenschaft 
diquivalent ist einem Systeme zweier homogener partieller Gleichungen 
1. O. mit den Variablen x, y, 2, p, qund mit oo? gemeinsamen Lisungen, 
so dass die Lisungen des Systems erste Integrale der Gleichung 2. O. 
werden, so wird diese nach bekannten Regeln zu erledigen sein. 

Die Lésung kann dann vielleicht am besten, nach den von Lie 
und von Mayer ausgefiihrten Untersuchungen iiber partielle Differential- 
gleichungen 1. O.*), folgendermassen vorgenommen werden. 

Weil die Gleichungen (21), — fiir m, uw, v die Werthe (22) sub- 
stituirt gedacht, — co? gemeinsame-Lisungen: f= /f(z¢xypqd) — pw 
besitzen, und solche Lésungen stets der Gleichung: 

(AB) =0 
geniigen, kénnen dieselben durch das System der drei Gleichungen: 
(23) 4A4=0, B=0, (AB)=90, 
welche Lésungen zur grésstméglichen Zahl gemein haben, ersetzt 
werden **),. 

Hiernach bediene man sich eines Theorems von Lie, das fiir den 
vorliegenden Fall etwa folgendermassen sich stellt. Der Schnitt der 
Gesammtheit aller Lésungen des Gleichungssystems (23) mit einer be- 
jiebigen durch zwei Gleichungen in x, y, 2, p, q dargestellten Mannig- 
faltigkeit im Raume von 5 Dimensionen (xyzpq) macht die Gesammt- 
heit aller Lésungen einer homogenen partiellen Differentialgleichung 
1. O. mit drei Variablen aus, die durch rein algebraische Operationen 
aus den Gleichungen (23) und denjenigen der schneidenden Mannig- 
faltigkeit aufzustellen ist. Die vollstaindige Lésung derjenigen partiellen 
Differentialgleichungen 1. O., welche einer gewissen zweifachen Schaar, 
einem Biischel, derartiger Mannigfaltigkeiten entsprechen, giebt durch 
blosse Elimination der die genannte Schaar charakterisirenden arbi- 
triren Constanten die vollstindige gemeinsame Lésung der Gleichungen 
(23) oder (21). 

* Oder man bestimme diejenigen Gleichungen 1. O., die homogen 
vom nullten Grade sind ynd die mit dem Gleichungssysteme (23) co! 


*) Niedergelegt in den Gott, Nachr. 1872, in diesen Annalen Bd. V, VI, VIII; 
siehe insbesondere die Arbeit von Lie in diesen Annalen Bd. IX. 
*t) Lie fiihrt in diesen Annalen Bd. IX, p. 277 die Bestimmung der gemein- 


sam n Integrale partieller Differentialgleichungen 1. O. auf die Integration eines 
Involutionssystems zuriick. 
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Lésungen gemein haben, Gleichungen: U = c, die in Bezug auf die 


den drei Gleichungen (23) gemeinsamen Elemente (xyzpqet se: af 
die Relationen befriedigen : 


(AU)=0, (BU) =0, ((AB)U) = 0%). 


Es giebt drei solche von einander unabhingige Gleichungen: U=c. 
Es geniigt eine herzuleiten, um nachher, nach dem Lie’schen oder 
Mayer’schen Theoreme, durch Erledigung einer gewohnlichen Differen- 


tialgleichung mit zwei Variablen, alle Lésungen der Gleichungen (21) 
zu erhalten. 


27. Aus einer Liésung mit zwei willkiirlichen Constanten werden 
alle anderen Lésungen durch Differentiation und Elimination hergeleitet. 
Wenn insbesondere die zweifach unendlich vielen durch eine vollstiindige 
Lésung dargestellten Mannigfaltigkeiten im Raume (xyzpq) ein Um- 
hiillungsgebilde besitzen, so ist dies eine singulire Lésung. Ein der- 
artiges singulires Integral der Gleichungen (23) geht durch rein alge- 
braische Operationen aus diesen Gleichungen selbst hervor. Das sin- 
gulire erste Integral der Gleichung 2. O. F = 0, die andererweise 
ausgedriickt ist durch (21) oder (23), muss folglich, wenn sonst ein sin- 
gulires erstes Integral stattfindet, durch Differentiation und Elimination 
aus dieser Gleichung selbst erhalten werden. 

* 28. Durch eine Gleichung zwischen den Liniencordinaten m, p, v 
(24) A(zxypqmprv) = 0 
ist fiir ein jedes Werthesystem (¢xypq) eine Congruenz des Complexes 
(14) gegeben, sowie umgekehrt jede Congruenz dieses Complexes durch 
eine derartige Gleichung sich darstellt. Durch die Substitutionen (22) 
wird die Gleichung A = 0 in eine homogene partielle Differentialglei- 
chung 1. O. mit den Variablen z, x, y, p, q iibergefiihrt. Die Inte- 
grale derselben sind diejenigen Gleichungen 1. O. in (zay) deren 2u- 
gehoérige Biischel von (rst) im Raume R,' als Gerade der Congruenz 
sich abbilden. ; 

Eine vollstindige Lésung enthiilt vier arbitriire Constanten. Irgend 
dreifach unendlich viele der Integrale geniigen ausser A = einer 
zweiten Gleichung g = 0, die mit jener involutorisch liegt. Es giebt 
sieben von einander unabhiingige Lésungen: g = der linearen Gleichung: 

*) Kin Integral dieses Systems ist durch vier @leichungen: 

A=0, B=0, (AB)=0, U=c 
ausgedriickt. — Die Integration geschieht nach dem oben citirten Lie’schen Satze, 
der fiir diesen Fall mit einem gleichzeitig von Mayer (Gétt. Nachr. 1872; diese 


Annalen Bd, V) aufgestellten identisch ausfillt,. Da es sich nur um die Auf- 


findung eines Integrals handelt, wird man der Mayer’schen Methode ‘sich zu 
bedienen haben. — 
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(25) (Ag) =0, 

die homogen vom nullten Grade sind, und eine jede dieser Lésungen 
gy =0 hat mit A =O dreifach unendlich viele Integrale gemeinsam, 
und dies sind partielle Differentialgleichungen 1. O.: f(zxypq) =0, 
deren zugehGrige Biischel von (rst), als Geraden in R,' interpretirt, alle 
Geraden der angegebenen Congruenz (24) erfiillen. 

Handelt es sich darum, partielle Differentialgleichungen 2. O. auf- 
zustellen, die oo? erste Integrale haben und die Linienflaichen der Con- 
gruenz (24) reprasentiren, so darf man beliebig eine Lésung nullten 
Grades von (25) nehmen: 

yg =0, 
sodann eine weitere Lésung nullten Grades: y—0 derselben Gleichung, 
die ausserdem die Gleichung befriedigt: 


(py) =0. 

Weun schliesslich aus pg = 0, y = 0, vermittelst (22), die Diffe- 
rentialquotienten of, +: ae eliminirt werden, so resultirt eine neue 
Gleichung: 

B(sxypqmur) = 0, 
die in Verbindung mit (24) die einer Gleichung 2. O. der genannten 
Art zugehérige Linienfliche darstellt, und also die Gleichung 2. O. 
selbst giebt. 


In der That, es haben A—0O, p=0, » =O oc? Integrale ge- 
mein, also ist dies auch mit 


A=m0, B20 


der Fall, wenn sie als partielle Gleichungen 1. O. aufgefasst werden. 
Diese Integrale sind gerade erste Integrale derjenigen partiellen Diffe- 
rentialgleichung 2. O., die durch Elimination von m, w, v aus jenen 
Gleichungen A = 0, B =O und den beiden folgenden: | 
r=ms+p, s=mi+pv 

resultirt. 

In dieser Weise bekommt man alle Gleichungen 2. O. mit co? inter- 
medidren Integralen, deren zugehirige Linienflichen der iibrigens beliebig 
genommenen Congruenz (24) des Complexes (14) angehdren. 


29. Die der Congruenz (24) zugehdrenden Gleichungen 2. O. ordnen 
sich nach ihrer Entstehungsweise in Gruppen, entsprechend den ver- 
schiedenen Integralen nullten Grades der Gleichung (25)*). Eine jede 
der Gleichungen 2. O. der Congruenz gehért dabei immer zwei ver- 


*) Es bilden, wohl zu bemerken, die Integrale nullten Grades keine Gruppe 
in der von Lie eingefiihrten Bedeutung (diese Annalen Bd. VIII). 
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schiedenen Gruppen an. So gehdrt die oben bestimmte Gleichung 2. 0. 
sowohl der durch p= O als der durch yO bestimmten Gruppe, neben 
allen ‘den durch F (pw) = 0*) bestimmten an. Wie man insbesondere 
alle Gleichungen einer Gruppe der Congruenz (24), z. B. die der Gruppe 
(26) A=0, p=0, wo (Ag)=0, 

zu bilden hat, ist aus dem Vorangehenden einleuchtend. Man bestimme 


alle Gleichungen nullten Grades: ~=C, die gemeinsame Lésungen des 
volistindigen Systems 


(27) (Av) =0, (pv) =0 


sind, — und einfach durch Elimination werden darnach die fraglichen 
. Gleichungen gewonnen. Nun giebt es fiinf von einander unabhingige 


Lésungen » = C nullten Grades, und dies fihrt durch Elimination von 


or. sf vermittelst gO und der ee (22) zu fiinf von -ein- 


ander unabhiangigen Gleichungen in m, u, 
B, (ezypqmurv) =C, B= o, +o Boa C. 

Die Gleichungen 2. O. der Gruppe (26) sind daher siimmtlich durch 
ein Gleichungspaar : 
A=0, F(B,B,---B;)=0 
bestimmt. ‘ 

30. Unter den Integralen » werde beliebig eins herausgenommen: 
v,=C. Es wird dann immer drei andere Integrale » geben: y,=C, 


to=C, %3=C, die mit »,—C involutorisch liegen. Sie geben, durch 


Elimination von 55” -3f vermitielst pO und (22), drei Gleichungen 


in m, 4, ¥ 


U,=C, U,=C, U, = C, 


deren jede, im Verein mit A=0O, eine der Gruppe zugehirige Glei- 
chung 2. O. darstellt, die mit der Gleichung 2.0.: A=0, B,=C ov! 
erste Integrale gemein hat. 

Ich erinnere kurz daran, dass dieses Problem beziiglich der Glei- 
chung (19) schon am Ende der 26. Nummer erledigt worden ist. 


31. Nehmen wir von den Integralen x beliebig eins heraus: y,=C. 
Man findet unter den ibrigen Integralen z ein Integral: @ = C, 
das mit.y,==C involutorisch liegt. Dies geht durch die mehrmals ge- 


brauchte Elimination von at etc. aus g = 0 und (22) in eine Glei- 


chung in m, wp, v: V =C iiber. In Verein mit A = 0 bestimmt sie 
eine Gleichung 2. O. und die drei Gleichungen 2. O. 





*) Wenn F' (mw) so beschaffen ist, dass, wenn @ oder w gleich Null gesetzt 
wird, die Gleichung F = 0 p bez. m gleich Null giebt. 
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A=0, B,=C; A=0, U,=—=C; A=0, V=C 


bilden in dem Sinne ein Involutionssystem, dass je zwei derselben oo' erste 
Integrale und dass alle drei ein erstes Integral gemeinsam haben. 

32. Aus‘ diesen Entwickelungen felgt eine kanonische Form aller 
Gleichungen 2. O. der Gruppe (26), entsprechend einer kanonischen 
Form der Integrale nullten Grades von (27). Man nehme beliebig her- 
aus ein Integral; ich bezeichne es kurz mit X —C, unter den mit 
diesem Integrale involutorischen wiederum beliebig eins: Y = C und 
ein zweites Z=C, das nicht nur mit X=C sondern auch mit Y=C 
involutorisch liegt; es bleibt dann iibrig ein Integral Q@ = C, das nur 
za X = C in Involutionsbeziehung steht. Das sind vier Integrale, als 
das fiinfte nehmen wir dasjenige von X, Z unabhiingige dritte Inte- 
gral: P= C, das mit Y = C und auch mit Y = C involutorisch ist. 

Alle Gleichungen 2. O. der Gruppe sind darum von der Form: 
F(ZXYPQ) =0, wo X=C, Y=C, Z=—=C, P=C, Q=C Glei- 
chungen 2.0. bedeuten, die zu einander in der am Ende der 15. Nummer 
angegebenen Beziehung stehen. 

Darum wird, wenn 2’, y’, 2’, p’, 7 die den 2, y, z, p, q entsprechen- 
den Gréssen eines Raumes +’ bezeichnen, durch die Gleichungen: 

e=X, ¥=—Y, #=2Z, p=P, (=—@ 
eine Flichentransformation begriindet. -— Alle diejenigen Fliéchentrans- 
formationen, die man in dieser Weise aus eimer und derselben Gruppe 
(26) einer gegebenen Congruenz (24) bekommen kann, gehen aus einer 
beliebigen derselben durch Anwendung aller Bertihrungstransformationen 
des Raumes r’ hervor. 

33. Dies wiirde man auch in folgender anderen Weise aussprechen 
kinnen: Hine jede vollstindige Lisung mit drei willkiirlichen Constanten 
X, Y, Z des Gleichungssystems (26) einer Gruppe begriindet immer, 
wenn die Constanten als Coordinaten der Punkte eines Raumes R_ be- 
trachtet werden, eine F'léichentransformation der beiden Réume R und (xyz). 

Die Fliichentransformationen des § 2. fallen also schliesslich fiir 
m=2 und Pi,iy...k, =, 8 Oder t, mit denjenigen Transformationen 
identisch aus, vermdge deren, — wie in der 14. Nummer meiner Ab- 
handlung iiber Fliichentransformationen in diesen Annalen Bd. IX. p. 316, 
auseinandergesetet ist, — das Gleichungssystem (26) der Gruppe auf den 
Raum mit drei Dimensionen zu beziehen ist. 

34. Eine iihnliche Form kann den Gleichungen der verschiedenen 
Gruppen der Congruenz zuertheilt werden. Sie geht durch die in meinem 
erwiihnten Aufsatze beschriebene Abbildung der partiellen Differential- 
gleichung 1. O. A = 0, die die Congruenz darstellt, auf den Raum RF, 
hervor; oder in a. W., sie wird aus einer Beriihrungstransformation des 
Raumes R,, die X,— A als eine ihrer Gleichungen hat, hergeleitet. 


Mathematische Annalen. XI. 15 
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Die Integrale nullten Grades der Gleichung (25) kénnen so durch 
folgende sieben Integrale begriindet werden: 
Z=ec, X,mc, X,—c, Xyc, Pic, Pp=c, Py —e, 
die zu einander in den bekannten Beziehungen stehen: 
(ZX) cos 0, (X; Xz) coe 0, (P:P,) = 0 etc. , 
(wo Z—=c--- P,=c partielle Differentialgleichungen 1. 0. im Raume 
R; (xyzpq) vorstellen, die homogen vom nullten Grade sind). 
Eine beliebige Gruppe ist sodann durch eine Gleichung: 
© (ZX, X, X, P, P, P,;) = 0 
ausgedriickt; irgend zwei Gruppen, die durch involutorische Gleichungen 
dargestellt sind, z. B. die Gruppen: 
A=0, X,=—0; A=0, X,=—0 
besitzen eine partielle Differentialgleichung 2. O. der gegebenen Con- 
gruenz gemeinsam. 
Beiliufig bemerke ich noch, dass die involutorische Beziehung zweier 
Gruppen: 
F (ZX, X, X; P, P, Ps) = 0, 
® ( )=0 
durch die Gleichung: 
[F®)xp = 0 
auszudriicken ist. 


35. Die vollstindige Lisung einer Gruppe kann nach. Umstiinden 
durch eine Gleichung: 


(a) f (exypqXYZ)=0 
oder durch zwei Gleichungen : 
(b) {(zexypqXYZ)=0, pl(exypqXYZ)=—0 


oder endlich durch ein System dreier Gleichungen: 

(c) f(cxypqX YZ) =0, o (exypqX YZ)=0, wv (exypqX YZ) =0 
gegeben sein. Die Moglichkeit des einen oder anderen Falls wird man 
einfach aus der reducirten Gleichung 1. O. in vier Variablen, auf welche 
nach dem in der 26. Nummer erwahnten Lie’schen Theoreme die 
Lésung des Gleichungssystems (26) herauskommt, erschliessen*), Es 
sind die Fille (a), (b) im Vorangehenden erértert worden. Im Falle 
(c) muss die Congruenz A =O durch eine in den Complexliniencoor- 
dinaten lineare Gleichung sich darstellen lassen kénnen. Eine lineare 


*) Indem diese Gleichung eine Lisung der niimlchen Form gestatten soll. — 
Auf solche durch zwei, drei --- Gleichungen ausgedriickten Lisungen einer par- 
tiellen Gleichung 1. O. ist zuerst von Lie aufmerksam gemacht worden. (Vergl. 
dessen Note in Gitt Nachr. 1872, Nr. 25.) 
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Gleichung scheidet aber diejenigen Complexlinien aus, die eine und 
dieselbe feste Complexlinie treffen. Man hat nun auch eine Flachen- 
transformation der 19. Nummer vor sich, die, wie daselbst gezeigt, stets 
einer solchen Congruenz zugehéren muss. 






































36. Wir sind im vorangehenden Paragraphen vermittelst Flichen- 
transformationen auf Gleichungen 3. O. gekommen, die erste und zweite 
Integrale zur grésstméglichen Zahl besitzen. Die ersten Integrale einer 
solchen Gleichung 3. O. machen eine derartige Schaar von zweifach 
unendlich vielen Gleichungen 2. O. mit co? ersten Integralen aus, von 
denen je co! Gleichungen ein Umhiillungsgebilde haben, das ebenfalls 
eine Gleichung 2. O. mit oo? ersten Integralen bedeutet. Von solchen 
Gleichungsschaaren habe ich schon behauptet, dass die Gleichungen 
einer jeden derselben einer und derselben Congruenz zugehéren miissen, 
und die Richtigkeit dieser Behauptung werde ich jetzt bestatigen. 

Eine zweifach unendliche Schaar von Gleichungen 2. O. mit co? 
ersten Integralen wiirde immer einem beliebigen Elemente (zrypq) 
oo* Linienflichen zuordnen, und falls das Umhiillungsgebilde von je 
co! der Gleichungen eine Gleichung 2. O. derselben Eigenschaft dar- 
stellt, sollte eine jede der besprochenen Linienflichen eine jede der oo! 
> ihr unendlich benachbarten Flichen nach einer gemeinsamen Erzéu- 
genden (oder einigen gemeinsamen) schneiden. — Fassen wir fiir den 
Augenblick die Complexliniencoordinaten m, w, v als Punktcoordi- 
naten und demnach die Linienfliichen des Complexes (14) als Curven 
auf. Die den erwiihnten oo? Linienflichen entsprechenden oo? Curven 
sollen dann in derjenigen Beziehung zu einander stehen, dass eine jede 
Curve derselben alle ihr oo! unendlich benachbarten Curven der zwei- 
fachen Schaar schneidet. Was darauf hinauskommt, dass eine jede 
Curve der Schaar auf der Brennfliche dieser Schaar giinzlich verlaufen 
muss, — so dass jene oo? Curven auf einer und derselben Fliche ge- 
legen sind. — Uebertragen wir dies auf den Linienraum des Com- 
plexes (14); wir erkennen dann, dass die oben besprochenen Linien- 
flichen, sollen sie in der genannten Weise mit einander vetbunden 
sein, Linienflichen einer und derselben Congruenz des Complexes (14) 


, ausmachen, dass also jene zweifach wnendlich vielen Gleichungen 2. O. 
mit oo? ersten Integralen zu einer und derselben Congruenz gehiren 


Dies ist fiir Gleichungsschaaren, wie sie hier in Rede stehen, eine 
nicht nur nothwendige, sondern auch hinreichende Bedingung. Denn 
es soll im Allgemeinen irgend eine in der fraglichen zweifachen Schaar 
enthaltene einfache zu einer Gruppe der Congruenz gehéren, und also 
migen die Gleichungen der einfachen Schaar durch eine Gleichung: 


F(ZX¥YPQa)=0 






15* 
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(@ einen variablen Parameter bezeichnend) sich darstellen lassen. Aber 
das Umhiillungsgebilde dieser Gleichungsschaar driickt genau diejenige 
partielle Differentialgleichung 2. O. aus, die das Umhiillungsgebilde 
jener Schaar von Gleichungen 2. O. ausmacht. Nun ist das genannte 
Umhiillungsgebilde durch eine Gleichung © (ZX Y PQ) = 0 repriisen- 
tirt, und besitzt also oo? erste Integrale (Nr. 32.). 





37. Durch eine beliebige Gleichung 2. O. wird jedem (zxypq) 
eine zweifache Mannigfaltigkeit von (st) zugeordnet. Also, wenn die 
friihere Repriisentation von r, s, ¢ als Punktcoordinaten eines R,’ 
beibehalten wird, jede Gleichung 2. O. stellt im Rt,’ — wenn z, x, y, 
p, q als Constanten betrachtet werden — eine Fliiche dar. Falls die 
Gleichung 2. O. co! erste Integrale gestattet, so muss eine jede der 
den verschiedenen Werthen von x, y, z, p, q entsprechenden Flichen 
eine Gerade des Complexes (14) enthalten, und wenn diese Gerade 
durch die Gleichungen: 


f(exypqmuv) = 0, 


(a) 9 ( ) = 0, 
wv ( = () 
dargestellt wird, ‘so werden dieselben, — verwandelt durch die Substi- 


tutionen (22) in partielle Differentialgleichungen 1. O., — eine gemein- 
same Lésung: 
f=f(erypq) + C 
besitzen. Die Gleichung f = C wird die supponirte Schaar der ersten 
Integrale darstellen. 
Durch blosse Elimination von 7, s, ¢ zwischen einer vorgelegten 
Gleichung 2. O.: 


(b) F(zxypqrst) =0 
und den Gleichungen: 
(c) r=ms+u, s=mt+y 


entscheidet man, ob die Fliiche /’ =O eine Complexgerade enthiilt. 
Wenn dies eintreffen sollte, so werden bei der Elimination (hdchstens) 
drei Gleichungen (a) auftreten, oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
eine Gleichung der Form: 


f+tp+ev—0%, 
Durch Differentiation und Elimination erledigt sich hernach die 
zweite Frage, ob die Gleichungen (a) eine gemeinsame Lisung mit 


*) Giebt jene Elimination nur zwei Gleichungen, so wird man bekanntlich, 
indem man sie durch (22) in partielle Differentialgleichungen 1. O. verwandelt, 
durch blosse Differentiation und Elimination von der Existenz einer gemeinsamen 
Lisung mit einer arbitriiren Constanten zu entscheiden haben. 
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einer arbitriren Constanten zulassen. Thun sie dies, so hat man durch 
das friiher erwihnte Theorem von Lie die Gleichungen (a) durch eine 
einzige gewohnliche Differentialgleichung in zwei Variablen [und mit 
drei willkiirlichen Parametern] zu. ersetzen, — was wiederum durch 
rein algebraische Operationen geschieht. Die Liéswng dieser Differen- 
tialgleichung in zwei Variablen wird, durch eine einfache Elimination 
der willkiirlichen Parameter, in die fragliche Lésung der Gleichungen 
(a) dibergefiihyt, — die gerade eine erste Integralschaar der vorgelegten 
Gleichung 2. O. darstelit. 

38. Die Gleichung 2. 0. (b) besitzt méglicherweise nur ein erstes 
Integral (oder einige erste Integrale). In diesem Falle wiirde die Eli- 
mination zwischen (b) und (c) héchstens vier Gleichungen*): 


f(exypqmur) =0, 


y ( )=90, 

 ( )=90, 

x( )=0 
geben, und dann weiter durch Elimination von m, uw, v aus denselben 
das erste Integral resultiren. — Geometrisch kommt dies darauf hinaus, 


dass von den oo* Fliichen (b) des R, nur oo! Flichen eine’ Gerade 
des Complexes (14) enthalten, und dass die Parameter (¢xypq) dieser 
Flichen zu einer partiellen Differentialgleichung 1. O. sich zusammen- 
fassen, die eine Lésung der Gleichung 2. O. (b) wird. 

Den Inhalt dieser und der vorangehenden Nummer sammt der Nr. 26. 
fassen wir in folgenden Satz zusammen: 

Durch rein algebraische Operationen wird man immer entscheiden 
kinnen, ob eine vorgelegte Gleichung 2. O. erste Integrale hat, oder nicht. 
Finden sich o0* solche, so werden dieselben (Nr. 26.) durch cine homo- 
gene partielle Differentialgleichung 1. O. in drei Variablen bestimmt; 
wenn es nur co' giebt, werden sie durch eine gewdhnliche Differential- 
gleichung in zwei Variablen hergeleitet; wenn schliesslich erste Integrale 
nur in endlicher Zahl existiren, gehen dieselben durch rein algebraische 
Operationen hervor. 


39. Wenn durch die 6fter erwihnte Elimination von r, s, ¢ die 
Gleichung 2. O. in zwei Gleichungen: 


*) Ist die Anzahl der Gleichungen nur drei oder zwei, so wird man, indem 
man durch (22) dieselben in partielle Differentialgleichungen 1. O. verwandelt, 
immer durch Differentiation und Elimination entscheiden, ob dieselben eine ge- 
meinsame Lisung gestatten, oder nicht, sowie im Falle der Existenz nur einer 
Lésung, durch rein algebraische Operationen eine bez. zwei weitere durch dieselbe 
Lésung zu erfiillende Gleichungen herleiten kénnen, aus denen sodann durch blosse 
Elimination die Lésung hervorgeht. 
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F (exypqmur) = 0, 
® ( )=0 
zerfallt, also die Gleichung 2. O., — wenn r,s, ¢ als Punktcoordinaten 
betrachtet werden, — eine Linienfliche darstellt, und jene zwei Glei- 
chungen, durch (22) in partielle Differentialgleichungen 1. O. iibgefiihrt, 
keine gemeinsame Lésung gestatten, so dass die Gleichung 2. O. kein 
erstes Integral besitzt, so kann man immer in folgender Weise eine 
besondere Integralschaar der Gleichung 2. O. finden. 
Zunachst wende ich, statt der friiheren Complexliniencoordinaten 
m, @, v, vier homogene m, n, w, v an, in denen die Gleichungen der 
Complexlinien die Form: 
mr+ns+pu=—0, ms+nt+uv=—0 
erhalten. Die fragliche Gleichung 2. O. driickt sich alsdann durch 
zwei Gleichungen aus: 
F(zxypqmnuv) = 0, 
- 0 ( )—=0, 
die homogen in m, n, uw, v sind. 
Nach der gemachten Voraussetzung giebt es kein erstes Integral 
der Gleichung 2. O., d. i. keine gemeinsame Lésung der Gleichungen (a), 
wenn dieselben in partielle eames 1. O. durch die Substitutionen: 
é 
a, n=, op ft pil, v= ih gf 


verwandelt werden. Fiihrt man moot fiir die Complexliniencoordi- 
naten die folgenden Ausdriicke ein: 


n= 


— 2f a9 
mma, tap: 
of 422 


(b) 4 
moat east E+ pt 


—5f+4 q% +4(%3 4 032), 


so werden die Gleichungen in zwei Gleichungen zwischen 4 und 
den ersten Differentialquotienten von f, p iibergefiihrt, so dass eine 
Elimination von 4 zu einer Gleichung zwischen x, y, z, p, q und den 
ersten Differentialquotienten von f, m Anlass giebt. Sei 


(c) Ql exypq [+ rZ4]---32) =0 


diese Gleichung. Wird fiir f beliebig eine Function f(zxzypq) gesetzt, 
so geht diese Gleichung (c) in eine partielle Differentialgleichung 1. 0. 
fiir gm tiber, und eine jede Lésung g = 9 (zxypq) derselben bestimmt 






























Partielle Differentialgleichungen mit intermediaren Integralen. 231 


dann in Verein mit der voran genommenen Functionsform f einen ganz 
bestimmten Werth von Ain x,y,z, p,q. Diese Ausdriicke fiir f, », 4, 
eingesetzt in (b), liefern fiir m, n, wu, v gewisse Werthe in z, y, z, p, q, 
die ihrerseits eine Schaar von Streifen bestimmt: 

(d) dxr=—=x-m, dy=x-n, dz=pdz+qdy, dp=—x-p, dq=—x-v 
(x einen Proportionalititsfactor bezeichnend), welche die durch den 
folgenden Satz ausgedriickte Kigenschaft besitzen: 

Da im Allgemeinen durdh einen Streifen nur eine Integralflache einer 
partiellen Differentialgleichung 2. O. hindurchgelegt werden kann, so gehen 
dagegen durch einen jeden Streifen der genannten Schaar (d) unbegrenat 
viele Integralflichen derjenigen partiellen Gleichung 2. O., die in homogenen 
Complealiniencoordinaten m,n, uw, v durch die zwei Gleichungen (a) 
dargestellt ist. 

Es bilden sich nimlich alle die co' Werthe von r, s, ¢, die einem 
Elemente eines Streifens (d) angehéren, und die also die Gleichungen 
erfiillen: 

dp=rdz+sdy, dq=sdx+tdy, 
oder die damit aquivalenten: 


mr+ns+u=—0, m+ni+v=—0, 

als Punkte einer Erzeugenden der Linienflache (a) ab, und sie gehéren da- 
her der vorgelegten Gleichung 2.0. an. Die durch einen Streifen gelegte 
Integralfliche wird aber durch diejenigen Werthe von 7, s, ¢ und 
diejenigen Werthe der dritten, vierten - - - Differentialquotienten von 
z in Bezug auf x, y, die gleichzeitig dem Streifen und der Gleichung 
2. O. geniigen, bestimmt. Im Allgemeinen giebt es, wie eine blosse 
Abzihlung der anzuwendenden Gleichungen lehrt, nur ein solehes Werth- 
system*) von r, s, ¢, von den dritten Differentialquotienten von < u. s. w., 
— dann auch nur eine durch den Streifen hindurchgehende Integral- 
flache. Wenn man unendlich viele Werthsysteme von r, s, ¢ oder von 
den dritten Differentialquotienten von z bekommt, so hat man unend- 
lich viele, den Streifen enthaltende Integralflichen. Im obigen .Falle 
hat man nun co! Werthsysteme von r, s, ¢, die dem Streifen und der 
Gleichung 2. O. (a) gleichzeitig angehéren, Hieraus fliesst der obige Satz. 

Unter den Curven einer Integralfliche einer partiellen Differential- 
gleichung 2. O. zeichnen sich bekanntlich zwei Schaaren aus (die auch 
zusammenfallen, sowie imaginar sein kénnen), nach denen die Integral- 
fliche mit unendlich vielen anderen Integralflachen eine Beriihrung 
zweiter Ordnung, eine Osculation, eingeht. Ein jedes, der Gleichung 
2. O. zugehériges (exypqrst) bestimmt zwei Richtungen (dx dy dz), 
die derartigen Osculationscurven angehéren, — die sogenannten charakte- 


*) Oder einige solche Werthsysteme. 
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ristischen Richtungen*). Im Falle einer Gleichung 2. O. (a), wnd nur 
in diesem Falle, wird die eine dieser Richtungen Streifen zukommen, 
lings deren unendlich viele Integralflichen eine Beriihrung der ersten 
Ordnung mit einander besitzen. 

Eine Gleichung 2. O., die nicht fiir ein jedes ihrer (ea ypqrst) eine 
Richtung eines Streifens der letzten Art giebt, kann auch nicht durch 
zwei Gleichungen (a) reprisentirt werden. Es miissen niimlich, falls 
die Gleichung 2. O. einen solchen Beriihgungsstreifen haben soll, die 
zu den Elementen (zxypq) des Streifens zugeordneten Biischel von 
(rst) ganzlich der Gleichung angehdren. 

Die Schaar der Beriihrungsstreifen (d) bildet die oben gemeinte 
Schaar besonderer Integrale der Gleichung 2. O. (a). Sie sind deswegen 
als Integrale zu bezeichnen, weil in der That ein jeder derselben eine 
Reihe von zweifach unendlich vielen der Gleichung 2. 0. zugehéren- 
den (¢xypqrst), deren jedes (exypqrst) mit allen ihm unendlich be- 
nachbarten vereinigt liegt, — namlich eine Reihe von oo! zu je zweien 
unendlich benachbarten vereinigt liegenden Biischeln von (zzypqr st) 
ausmacht. 


40. Wenn einer der besprochenen Beriihrungsstreifen (d) ein 
Streifen einer bestimmten Gleichung 


; [(exypq) = Cy 
ist, so muss sein: 
fy 0 


a of. of ar 
Sete 5e) m+ G+ 955) ® — pee ae , 


oder, wenn die Werthe von m,n, w@, v eingefiihrt werden: so muss 
hinsichtlich der Elemente des Streifens die Relation statthaben: 


(e) fy] = 9. 


Diese Gleichung kann nun auch in der Form geschrieben werden: 


Pda + oP dy +2 %de+oFdp+2%dq—0, 
ou oy 02 op 4g 





*) Wie diese Theorie fiir Gleichungen 2. 0. mit «* ersten Integralen sich 
gestaltet, soll hier kurz angegeben werden. Sei eine solche Gleichung 2. O. vor- 
gelegt. Auf einer beliebigen Integralfliche eines ersten Integrals f= 0 giebt es 
zwei Schaaren von derartigen charakteristischen Streifen, von denen die eine aus 
Beriihrungsstreifen mit Integralflichen desselben Integrals f= 0, aus Charakte- 
ristiken von f= 0, besteht, die andere dagegen aus Streifen, deren jeder zugleich 
einer derartigen dreifachen Elementenmannigfaltigkeit angehirt, die (Nr. 21.) die 
transformirte Figur einer Charakteristik von der, der Gleichung 2. 0. entsprechen- 
den Gleichung 1. 0., in (ZX Y) bildet. Ein jeder dieser Streifen ist ein Osculations- 
streifen mit unendlich vielen anderen Integralflichen, die aber in anderen ersten 
Integralen als f= 0 enthalten sind. Sie gehéren niimlich denjenigen ersten In- 
tegralen an, die das erste Integral f= 0 liings einer den Streifen enthaltenden 
dreifachen Elementenmannigfaltigkeit beriihren. 
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fiir dz---dq die dem Streifen zugehérigen Werthe (d) gesetzt, — 
und also muss der hier betrachtete Streifen zugleich ein Streifen einer 
Grleichung: 
ep = 

sein. Hieraus folgt weiterhin, dass, wenn die Gleichung f = C, mit 
der Gleichung 2. O. (a) eine Integralflache gemeinsam hat, dieselbe 
auch eine Integralfliche einer Gleichung » = C, ist; dass daher das 
Problem der Bestimmung der Integralflichen der Gleichung 2. O. (a) 
iiquivalent ist dem Probleme der Bestimmung von Loésungen: 

: f= C, = C 
des Gleichungspaares: 
(c)(e) Q2Q=0, [fy] =o. — 
Auf ein derartiges Problem lisst sich auch das allgemeinere von der 
Integration einer beliebigen partiellen Differentialgleichung 2. O. zuriick- 
bringen. Durch Elimination von r, s, ¢ zwischen der Gleichung 2. O. 
go den pe folgenden : 


or ty seat net ats as tap" s+ sft =; 


oq 
x Cp “ 
ty yi r 46 r+ oes= ), setae test ae t = 0; 


ergeben sich nimlich zwei ie ee 


ar er é nis 
Die gemeinsamen Integralflichen zweier Lésungen f=C p=C werden 
Integrale der Gleichung 2. O. 


§ 5. 
Ueber diejenigen Gleichungen 2. und 3. 0. des R,, die ein erstes 
Integral von der Form: 
eine arbitrare Function von (/,,/,) = 0, 
besitzen. 
41. Die partielle Differentialgleichung 2. O., die ein erstes Integral: 
? (fif,) =9 

(p willkiirlich, f,, f, determinirte Functionen von 2, y, 2, p, q) besitzt, 
ordnet jedem (¢2ypq) die folgenden oo! Biischel von r, s, ¢ zu: 


sat ge + A[ Fe + woe] + (Fh tah) + (Fat ae) s — 0, 





op 
afi 1 + [Set ge) 4 (te + i) + (sh +age)t—o. 
y (fe) 
(i= @ (fi) 7. 


*) Dies gilt nur fiir Gleichungen 2. O. mit zwei unabbingigen Variablen. 
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Also kommt, wenn r, s, ¢ als Punktcoordinaten des R,’ betrachtet 
werden, zu jedem (¢xypq) eine Linienfliche des Complexes (14), deren 
Gleichung in den in der vorigen Nummer angewandten homogenen 
Complexliniencoordinaten m, », w, v durch Elimination von @, 4 aus 
den folgenden Gleichungen sich darstellt: 


(28) m=oem,+Am,, N=EN+AN,, U=EMy+Auy,, V=QM%+AY. 


Die -so entstandene Linienfliche ist eine Linienfliche des zweiten 
Grades. Weil sie dem speciellen Complexe (14), dessen simmtliche 
Geraden einen unendlich entfernten Kegelschnitt treffen, zugehért, muss 
der Asymptotenkegel derselben ein Complexkegel sein: (r—r,) (¢—t,) 
—(s—s,)*=0, und folglich deren Gleichung in Punktcoordinaten r, s, ¢: 


(29) Ar+ Bs+ Ct+ D(ri—s*?)+ E=0. 
Dies wird denn auch, — unter A, B,--- E beliebige Functionen von 
ZY, 2, p,q verstanden — die allgemeinste Form einer partiellen 


Differentialgleichung 2. O. der fraglichen Art. 

Eine solche Linienfliche hat zwei Schaaren von Erzeugenden, die 
beide dem Complexe (14) angehéren. Umgekehrt wird jede Linienfliche 
mit zwei Schaaren von erzeugenden Complexgeraden (14) eine Fliche 
(29) sein. Es ist weiterhin fiir eine solche Fliche charakteristisch, dass 
dieselbe durch irgendwelche zwei Erzeugenden derselben Schaar vollig 
bestimmt ist, und zwar so, dass, wenn (m,---v) (m,---¥,) die 
Coordinaten zweier sich nicht schneidenden Erzeugenden bedeuten, 
die iibrigen in derselben Schaar enthaltenen Erzeugenden durch die in 
*(28) angegebenen Werthe der Liniencoordinaten m, n, wu, v ausgedriickt 
werden. — Wenn darum eine Gleichung 2. 0. (29) zwei erste Integrale: 
f, (exypq)=—c, f, (exypq)=—c, die zwei Erzeugenden derselben Schaar 


entsprechen, zulasst, so miissen alle partiellen Differentialgleichungen 
1. O. der Form: 


(30) eine arbitrire Function von (f,, /,) = 0 
ebenfalls erste Integrale werden. 


42. Die Auseinandersetzungen des vorangehenden Paragraphen 
lehren, wie man zu priifen hat, ob es tiberhaupt erste Integrale einer 
Gleichung 2. O. giebt, sodann, wie man, im Falle solche existiren, 
dieselben darstellen kann. Fassen wir hier yur eine Gleichung (29), 
die ein erstes Integral (30) besitzt, in Betracht. Die partielle Diffe- 
rentialgleichung 1. O. mit zwei unabhiingigen Variablen, auf welche 
nach der 26. Nummer die Lisung dieser Gleichung 2. O. hinauskommt, 
wird nun eine lineare Gleichung. 

In erster Hand tritt die Lésung als eine solche auf, die fiir zwei 
lineare nicht homogene partielle Differentialgleichungen 1. O. mit vier un- 
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abhangigen Variablen*) gemeinsam ist. Auf zwei derartige Gleichungen 
1. O. ist auch die Gleichung 2.0. (29) von Bour (Journal de l’Keole 
impériale polytechnique 39. Cahier. T. 22. 1862) und von Boole 
(Crelle’s Journal Bd. 61. 1863) zuriickgefiihrt, — eine Zuriickfiihrung, 
die, wie auch in den angefiihrten Abhandlungen bemerkt, mit der von 
Ampére gegebenen Reduction auf ein System gewéhnlicher Differen- 
tialgleichungen thatsachlich identisch ausfallt. 


43. Damit die Gleichung 1. O. 
¥ (ff) =90 


ein estes Integral, — sagen wir, um die Willkiirlichkeit der Functions- 
form wy auch in Worten zu kennzeichnen, — ein vollstéindiges erstes 
Integral ausmacht, miissen die Integrale: 


fi=¢, he . 
zweien Erzeugenden derselben Schaar entsprechen. Es kann nun, da 
die Linienfliche zwei Schaaren von Complexgeraden, wo die Geraden 
der einen Schaar die der anderen schneiden, enthilt, erste Integrale geben, 
die nicht durch /,, f, sich ausdriicken lassen. Das sind solche Integrale, 
deren entsprechende Complexgeraden zu der anderen Schaar von Er- 
zeugenden als der den friiheren Integralen entsprechenden Schaar zu- 
gehéren. Angenommen dass 
g=C : 

ein derartiges, neues Integral wiire, so wiirde die demselben entsprechende 
Complexgerade die von /, und /, bestimmten Geraden schneiden. Nun 
geht die Bedingung des Schneidens zweier Complexgeraden fiir die 
entsprechenden Gleichungen 1. O. in die Involutionsbedingung derselben 
iiber; es muss also sein: 


(31) [ig]=9, [he] =9. 

Hat daher eine Gleichung (29) ein erstes Integral (30), so giebt 
es ein erstes Integral g =—-C anderer Art, falls die Gleichungen (31) 
eine gemeinsame Lésung gestatten; es giebt zwei andere erste Integrale 
und sodann ein vollstindiges erstes Integral anderer Art, falls dieselben 
Gleichungen (31) zwei Lésungen gy, —c, y, =c gemein haben; — 
kein solches Integral, wenn keine gemeinsame Lésung existirt (vgl. 
hierzu die 8. N., von der jener Satz eine unmittelbare Folge ist). 


*) Durch Elimination von @, 4 aus (28) entstehen namlich zwei in m--- v 
homogene Gleichungen ersten Grades, die in Complexliniencoordinaten die Glei- 
chung (29) darstellen, Oder es werden solche Gleichungen durch Elimination von 
r, s, ¢ zwischen (29) und den friiheren: += ms-+ pu, s=mt-+y¥ gewonnen- 
Durch die Substitutionen (22) werden dieselben in lineare partielle Gleichungen 
1. O. verwandelt. 














—T 
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Das ist iibrigens ein bekannter Satz. Es braucht wohl kaum der 
Umstand besonders erwihnt zu werden, dass die Gleichung (29), ohne 
ein vollstindiges erstes Integral zu besitzen, zwei erste Integrale ge- 
statten kann: f—c, »=—c, alsdann aber ist nothwendig [fg] — 0*). 

44, Kine lineare Gleichung: 

Ar+ Bs+ Ci+ E=0 
ist als ein Ausartungsfall der Gleichung (29) zu betrachten. Die zu- 
gehorige Linienfliiche zweiten Grades ist nun in zwei unendlich entfernte 
Punkte und in eine durch dieselben hindurchgelegte Ebene zerfallen. 
Als Erzeugenden der Flache fungiren die zwei nach den genannten 
Punkten gerichteten Schaaren von in der Ebene verlaufenden parallelen 
Linien. 

45. Entsprechend den zwei Schaaren von Erzeugenden einer be- 
liebigen partiellen Differentialgleichung 2. O. von der Form (29), kénnen 
auf jeder Integralfliiche einer solchen Gleichung zwei (reelle, zusammen- 
fallende oder imaginire) Schaaren von Curven ausgezeichnet werden, 
nach denen die Fliche mit unbegrinzt vielen anderen Integralflichen 
derselben Gleichung eine re 1. O. eingeht. 


46. Die Gleichung 2. O. mit » analbiindiqns Variablen, die ein 
erstes Integral besitzt: 


P(U, Uy Ut,) =O, (we, U,--U, bestimmte Functionen von 2, 2,:-%_p; Py Pn) 
lisst sich ganz in derselben Weise behandeln. Fassen wir niimlich 
die zweiten Differentalquotienten p,,;, als Punktcoordinaten eines Raumes 


FR’ auf, so wird die Gleichung 2. O. mit dem folgenden n — 1-fachen 
Biischel in FR: 


é +Ou, 

> ap bits > Gepatest > op, pat nal Uy i) 

ou 
ae a Sa +P = 

7 Ou, 9 rm 
atin S iat ay > op, Diz: > op, "Dist +Ga+ —- Dae ‘) 

ou 
Sey ae aa “+p, n= 

ou, ou OU, au 
gpa ta >) apDiat An OP, Pin + (2 +4, or “) 


ou 


+ +++A, Ge +Pn >) a tng 


e 


*) Die Gleichung 2. 0., die w(f@) = 0 als vollstindiges erstes Integral hat, 
wird im Raume R,' durch einen Kegel: (r—rp) (¢ — t)) — (s — 8)? = 0 repriasentirt. 
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iquivalent. Man bezeichne mit v die Anzahl aller p;,. Man hat 
dann die Gleichung 2. O. durch eine gewisse M,-, im Raume Ff’ re- 
prasentirt. Durch solche M,_,4:*), welche durch n — 1 M,_,**) des 
obigen Biischels hindurchgelegt sind, wird die M,_, ausserdem in einer 
M,_, geschnitten, die, hinsichtlich ihrer Gleichungen, von derselben 
Form wie die friiheren M,_, ist. Also ist die fragliche M,, durch 
zwei Schaaren von M,_, erzeugt, — welchem entsprechend es auch 
Gleichungen 2. O. der obigen Art geben kann, die zwei distincte Classen 
von ersten Integralen besitzen: 


P (Uj My-++ Un) =O, PO, VQ+++Vn) = 0, 
aber dann ist immer [u;0;,] = 0, weil die M,_,, die u; = C, %=—C 
entsprechen, da sie verschiedenen Schaaren von Erzeugenden (M,_,) 
zugehéren, sich treffen sollen (vgl. auch Nr. 8.). 


In Bezug auf die Darstellung der ersten Integrale verweise ich 
auf den folgenden Paragraphen. 


47. Gehen wir wiederum zum Raume R, zuriick und behandeln 
wir nun kiirzlich diejenige partielle Differentialgleichung 5. O. dieses 
Raumes, die ein erstes Integral: 

(32) eine arbitriire Function yon. (f\(exyparst), fp(exypqrst}) =0 
besitzen kann. 

Diese Gleichung hat die Form: 


df, adhe df, df, _ 
(33) dz dy dy ‘Te 


oder, wenn u, v, w, @ die dritten Differentialquotienten von z bezeichnen: 
(34) Au+ Bot Cwt D+ E+ Fuw—r)+G(ua—vw) 
+Hva—w) =0, 


wo A, B---H Functionen von 2, y, 2, p, q, r, s, ¢ sind. 


*) Z. B. die M, 


- n+1° 
i “2 n 
dug du |... dus 6 
dx, *é dx, F — 
du, _ au, 4 du,_, 
dx, A dx, Fe dx, sin 


**) Eine solche M,_.,, ist die folgende: 





238 A. V. Bicxuunp. 


Werden 2, y, 2, p,q, 7, 8, t als Constanten aufgefasst, uw, v, 
w, @ als Coordinaten der Punkte eines R,', so stellt sich diese Glei- 
chung als eine gewisse M, in R,' dar. Nun kann eine soleche M 
entweder keine Schaar von erzeugenden M, der Form: 


u+mv +nw+u=—0, 
(35) vo+mw+no+v=—0 
enthalten*), — in diesem Falle ist auch fiir die Gleichung (34) ein 
volistindiges erstes Integral (32) unmdéglich, — oder sie kann durch 
eine, aber bloss eine einfache Schaar derartiger M, erzeugt werden **), 
— dann kann es eintreffen, dass die Gleichung (34) ein vollstiindiges 
erstes Integral (32) zugiebt, — oder es kénnen zwei einfache Schaaren 
derartiger M, stattfinden***), — die Gleichung 3. 0. wiirde dann zwei 
distincte erste Integrale von der Form (32) besitzen kénnen, — oder 
endlich, es kénnen in drei verschiedenen Weisen die M, (34) durch 
einfache Schaaren von M, (35) erzeugt werden. In diesem Falle ist 
die M., durch eine lineare Gleichung 


4u+ Bo+ Cw+ Do+ E=0 


dargestellt, und es kann nun mdglich sein, dass, den drei Schaaren von 
Erzeugenden entsprechend, drei distincte Classen von ersten Integralen 
sich finden. 

Soll- die M, (34) eine einfache Schaar von Erzeugenden (35) ent- 
halten, so muss die Gleichung derselben in die Form: 


ae utme t+t+nwte uwtmotnwtw 
aoa votmwu+no+v v1o+mwv4+n04+ 7 
gebracht werden kénnen. Existirt noch eine zweite einfache Schaar 
von derartigen M, (35), so muss eine jede dieser M,, da durch die 
zweite Schaar die M, ebenso vollstindig wie durch die erste erzeugt 
werden soll, eine jede M, der ersten Schaar nach einer Mannigfaltig- 
keit einer Dimension schneiden. D. h. es miisste jede lineare M,, 
welche durch eine M, der einen Schaar hindurchgeht: 


(a) w+ mvo+nw+u+dA(v+mo+no+r)=—0 [A arbitrir] 


die Mannigfaltigkeit (34*) nach einer M, der anderen Schaar schneiden. 


= () 


*) Allerdings enthilt die M, gewisse (reelle oder imaginire) derartige M,. 
Dementsprechend wird die Gleichung (34) ein Integral: f(¢xypqrst) = e oder 
einige solche Integrale besitzen kénnen. 

**) In diesem Falle kinnte die M, durch drei in m, », uw, » lineare Glei- 
chungen dargestellt werden. 

***) In diesem Falle wiirde die M, auf zwei verschiedene Weisen durch ein 
System dreier in m, ”, uw, » linearer Gleichungen darstellbar sein. 
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Nun geniigt stets die Schnittmannigfaltigkeit*) von (a) und (34*) 
der Gleichung 
(b) u+mo+t+nwte +iaeotmu+no+r)—0, 
und falls diese M,, ((a), (b)), eine M, der Form (35) werden soll, muss sein: 
(36) (n’'—n)? + (m—m’)(mn’—m' n) = 0. 


Dies bildet also die charakteristische Bedingung dafiir, dass die von 
der Schaar von Y,: 


u+tme +nw +u+x(utm'e+n'w +p’) =—0, 
vtmwtnoe+v+xne(+muw4+na+r)=0 
erzeugte M, auch eine zweite Schaar derartiger M, enthalten soll. 


Bemerken wir nun, dass die Gleichung (36) auch als Bedingung 

einer gemeinsamen Wurzel der zwei Gleichungen: 
evtmetu=0, 2+m2+n'=—0 
zu deuten ist, so kénnen wir von einer nicht-linearen Gleichung 3. O., 
die ein erstes Integral (32) hat, als eine nothwendige, wenn auch 
nicht hinreichende**) Forderung fiir die Existenz eines anderen voll- 
stiindigen ersten Integrals 
¥ (9, P2) = 0 


das festsetzen, dass irgend zwei Gleichungen: f, = c, f, = des friiheren 
Integrals zu jedem (2xypqrst) eine gemeinsame charakteristische Rich- 
tung (Nr. 39.) zuordnen miissen. — Von dem Umstande, dass die M,, 
welche zwei Integralen f,—=c, »,—c entsprechen, nach einer Mannig- 
faltigkeit einer Dimension sich schneiden, wird man weiter, mit einer 
leichten Erweiterung ***) des am Ende der 8. Nummer Ausgesprochenen, 
erschliessen kénnen, dass je zwei erste Integrale verschiedener Classen 
Integralfliichen (mit einer arbitriren Function) gemein haben. 

In Betreff der Darstellung der ersten Integrale verweise ich auf 
den folgenden Paragraphen. 

Durch Anwendung einer Fliichentransformation (15’) auf eine Glei- 
chung 2, O. des Gebietes (ZX Y), die zwei erste Integrale der Form: 


Y(u,u%,) =O, Y(0,%,) = 0 
(py arbitriir, [;0,] = 0) 
hesitzt, wird gerade eine Gleichung 3. O. in (yz) von der zuletzt 
besprochenen Natur gewonnen. 





*) Die andere als die durch die Gleichungen: u-+mv+nw+u=0, 
vo+mw+no+r=—0 dargestellte. 

**) Es kommen niimlich, wie aus den allgemeineren Siitzen des folgenden 
Paragraphun ersichtlich, gewisse Integrabilitiitsbedingungen hinzu. 

***) Auf Flichentransformationen: X = F,, Y= F,, Z=F, wo F, F,, Fy 
beliebige Functionenvon xryzpqrst sind. 
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Von den linearen Gleichungen 3. O. bemerke ich nur, dass die- 
selben, wie es auch sein muss, eine gegeniiber allen Beriihrungstrans- 
formationen invariante Gruppe bilden. 


§ 6. 

Ueber partielle Differentialgleichungen beliebiger Ordnung mit einer 
beliebigen Anzahl von Verinderlichen, die erste Integrale 
besitzen. 

Die Ergebnisse des § 4. lassen sich leicht in folgender Weise 
auf einen Raum von »-+ 1 Dimensionen erweitern. 
48. Eine Gleichung der m'" Ordnung: 
F (22, -** On DPy ++ Dn s+ * Pi? * Dkyke ... By,) = 0, 
(Pe,x,...%,, Zleich dem m'*" partiellen Differentialquotienten von z nach 


Xp, Le,* ++ X,,), die ein erstes Integral mit » willkiirlichen Constanten 
besitzt : 


(a) { (22, oe . ce ce |e * Dike. Bn 1€n °° Cn) = (), 
soll, wenn man die p,,x,...x,, aus ihr und aus m Gleichungen der Form: 


df df af 
dx = 0 


_ di, wn Q,;+-: 4 





eliminirt (wo f eine unbestimmte Function von 2, 2, +--+ %,, Pj; *** Pn; 


. d eine vollstiindige Differentiation nach a 
Pk hoy °° * Dijk. . ok und 8 


m—1 


bezeichnet), zu v Gleichungen zwischen 


of of of of 
#1 By By Pode “BE? Ba? Oa? Wee a 
fiihren, — wo vy gleich ist der Anzahl siimmtlicher m— 1°" Diffe- 


rentialquotienten py,,x,.. .x 


*m—1* 

Diese v homogenen Gleichungen 1. O. fiir f sollen weiterhin 90” 
gemeinsame Liésungen {= 0 besitzen. Dieselben, also nicht nur (a), 
sondern auch die Umhiillungsgebilde einfach, zweifach, - - - - (n—1)-fach 
unendlich vieler der Gleichungen (a), werden intermediiire erste Inte- 
grale von F' = 0, 


Nun kann man immer, durch rein algebraische Operationen, die 
Lisung derartiger Gleichungssysteme auf diejenige eines Systems von 
Gleichungen 1. O. zuriickfiihren, die die grésstmégliche Zahl gemein- 
samer Liésungen gestatten*). Mit einem solchen Gleichungssysteme 
ist daher die Gleichung F' = 0 iiquivalent. (Vgl. Nr. 25., 26.) 


*) Siehe die oben citirte Arbeit von Lie in diesen Annalen Bd. IX, p. 277. 
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49. Kine jede Fliaichentransformation (5), (6) der Nr. 10., von 
der Z = F eine Gleichung ist, giebt eine Abbildung der Gleichung 
F =O auf die Ebene Z—0. Diese Abbildang fallt mit derjenigen 
volistindig zusammen, vermége deren, wie in den Nummern 9., 14. 
meines Aufsatzes itiber die Flichentransformationen (diese Annalen 
Bd. 1X) auseinandergesetzt ist, das entsprechende System partieller 
Differentialgleichungen 1. O. auf denselben Raum Z =O bezogen wird. 
(Vgl. Nr. 33.) 

50. Wenn irgend eine Gleichung, die nicht der betrachteten 
Gattung angehdrt, erste Integrale (unendlich oder endlich viele) besitzt, 
kommt immer, durch Anwendung der obigen Principien, die Auffindung 
der Integrale auf die Erledigung eines Systems partieller Differential- 
gleichungen 1. O. hinaus. Insbesondere, wenn erste Integrale nur in 
endlicher Zabl vorhanden sind, sind dieselben durch rein algebraische 
Operationen aus der vorgelegten partiellen Differentialgleichung zu ent- 
wickeln. (Vgl. Nr. 37., 38.) 

Durch rein algebraische Operationen wird man immer iiber die 
Kxistenz von ersten Integralen iiberhaupt, sodann auch tiber die An- 
zahl derselben entscheiden kénnen. 


Helsingborg, 6. Juli 1876." 
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Sur les formes quadratiques positives. 


Par 


A. Korxie et G. ZoLoTarerr, 


Professeurs & l’Université de Saint-Pétersbourg. 


Dans nos recherches sur les formes quadratiques, hous avons ren- 
contré et défini les formes que nous nommons extrémes. La question 
sur la détermination précise de la limite des minima des formes qua- 
dratiques se réduit & la recherche d’une forme extréme au plus grand 
minimum. Or il est facile de voir que d’autres questions fondamentales 
de la théorie des formes quadratiques dépendent aussi de |’étude de 
telles formes. 

A cet effet, et pour compléter les recherches que nous avons déja 
publiées, nous nous sommes proposé de donner dans ce Mémoire, avec 
quelques propriétés fondamentales de ces formes, toutes les formes ex- 
trémes binaires, ternaires, quaternaires et 4 cinq variables. 

Notre Mémoire est divisé en deux chapitres: 

Dans le premier, nous considérons principalement les formes & un 
nombre quelconque de variables. 

Le second est consacré aux formes 4 cing variables. 


Chapitre premier. 


1. Rappelons d’abord la définition des formes extrémes, 


Nous nommons extréme une forme quadratique positive si son mi- 
nimum est diminué, lorsqu’on attribue aux coefficients des accroisse- 
ments infiniment petits, tels que la valeur du déterminant de la forme 
reste invariable. I] est clair que toutes les formes équivalentes 4 une 
forme extréme sont aussi des formes extrémes. Nous considérons dans 
ce qui suit toute la classe de formes équivalentes comme une seule 
forme. 

Quoique la définition que nous venons de donner exprime la pro- 
priété caractéristique des formes extrémes par laquelle elles sont com- 
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plétement déterminées, toutefois la recherche de ces formes pour un 
nombre donné de variables présente de grandes difficultés. 

Elle demande, en effet, une étude étendue des propriétés des va- 
leurs entiéres des variables pour lesquelles la forme regoit la valeur 
minimum. 


Quelles que soient, d’ailleurs, les difficultés de la recherche, la 
question des formes extrémes est cependant la premiére qu’on puisse 
se proposer dans la théorie des formes quadratiques. 

Les formes binaires et ternaires qui ont été étudiées sont si peu 
compliquées en comparaison avec les autres, oi le nombre de variables 
est plus grand, que la recherche des formes extrémes ne s’est point 
présentée dans leur théorie comme une question séparée; mais elle 
entrait implicitement dans la réduction de ces formes. Or, si |’on sui- 
vait la méme voie dans |’étude des formes avec un nombre de variables 
un peu considérable, il faudrait établir des tables avec un nombre 
énorme d’inégalités, qui déterminent la forme réduite dans des cas 
donnés. 

Si méme on n’avait aucune peine & former ces inégalités, il fau- 
drait néanmoins abandonner tout espoir d’en tirer des conclusions sem- 
blables & celles qui ont été déduites pour les formes binaires et ter- 
naires. Or la composition méme de ces inégalités demande la con- 
naissance des propriétés des valeurs entiéres des variables pour lesquelles 
la forme est la plus petite possible, ce qui constitue la partie la plus 
essentielle dans la recherche des formes extrémes. Quand une forme 
est donnée, on peut facilement reconnaitre si elle est extréme ou non, 
par une méthode que nous allons appliquer a trois formes: 


U, —2/ >> [2,2 2a? +++ Hn? +H, Ly fH, Ly +++ LpiLn], 


Y= 2D (ay? me? ps Fon? + 4, Hy 2%, -+++ 2,2, 4+--- 
+%n—-1%n); 
Z= V/ = D [22+ 22+ 2? +2 +4,? —}a,%, — 44,2, — } 2,2, 
—$ Uys $ Ly%y + $ LyX, — Ly Xy + 4 Xz %,— Wy, 
— X,2,]. 


x 


Ce sont les seules formes extrémes dont nous aurons & nous occuper 
* : ° 
dans ce Mémoire. 


2, Considérons d’abord la forme U,. Son minimum s’obtient: 


le, Lorsque 4 = 1, 2% =&@, = 9 = X11 — Lyi = =F, =—0. 
Cela nous donne n représentations, i étant un des nombres 1, 2, 3, ---, n. 
2°, Lorsque z;=1, 2——1, les autres x étant égaux a zéro. 


16* 
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Nous obtenons de cette maniére sen) représentations, les nombres 


i et k tant différents entre eux et compris dans la suite 1, 2, 3, -- +, n*). 

Considérons avec U, une forme f de méme déterminant — D, telle 

que la différence f — U, soit une forme quadratique 4 coefficients in- 
finiment = Une telle forme f peut étre écrite comme il suit: 

f= 2j/— _ a j LCT A yg) ey? (TF yy) Q? + + +++ (1 n,n) Eu? (1 + OQ) Hy Lo 
$ (TV 45), 23 + e+ (LE na, n)Pn1 En). 


Tei les quantités «,;; et a, = a,; sont infiniment petites ou zéros. 
Nous exceptons le cas dans lequel tous les « sont égaux a zéro, 
car on aura alors identiquement f= U,. 


En égalant le déterminant de f 4 — D, on aura, apres les ré- 
ductions, 


(1) (44 hay H+ -+ nn) — (jg F323 +> + Onin) $+ LQ—O, 
Q étant la somme des termes dont chacun est infiniment petit en com- 


paraison avec quelques-unes des quantités « Donnons maintenant une 
autre forme a l’équation (1). 


Supposons d’abord que, pour 


o<=1, Beye SK Ha KH Hy —-:- =a, =, 
la forme f devienne égale a 
@) 2/2 (+e), 
de sorte que a; = a;;. 
‘Supposons ensuite que, pour #;—1, 2,— — 1, les autres x égaux 
& zéro, la forme f devienne 
s/. D- 
(3) 2) 27 (+o), 
de sorte que @, = @; = @;; + a, — ay. 


En désignuant maintenant par 2@ la somme de toutes les quan- 
° * n 1 . 
tités @;; et @;, en nombre sett nous aurons facilement 


DD = 0 (Oy fgg ++ + Onn) — (M9 +43 + M23 +++ + Mua, n)- 
Cela nous conduit a cette forme de l’équation (1) 


(4) 7 ta+Q=—0. 


) » qui s’obtiennent de celles 


que nous donnons ici par le changement des signes de toutes les variables, ne 
nous étant point nécessaires, nous en faisons abstraction. 


*) Les autres représentations en nombre 223! 
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Les quantités @ ne peuvent pas étre égales 4 zéro toutes ensemble, 
car il s’ensuivrait que tous les @ seraient égaux 4 zéro et nous avons 
fait abstraction de ce cas. Il est évident, de ce que nous avons dit 
de Q, que, parmi les quantités @, quelques-unes sont négatives et les 
autres positives, car il serait impossible de satisfaire 4 l’équation (4) 
dans une autre supposition. 


Supposons que @,; soit négatif. Alors la valeur (2) de la forme f 





ind aj/ D 
sera moindre que aT 


Si maintenant @;, est négatif, alors la valeur (3) de f sera moindre 





que 7 ee - Ainsi, dans tous les cas, il y a une valeur de / plus 
petite que le minimum de U,. II s’ensuit que le minimum de f est, 
a fortiori, inférieur a celui de U,. 

Done le minimum de toute forme de déterminant — D, obtenue 
de U, par des variations infiniment petites des coefficients est moindre 
que celui de U,, et par conséquent U, est une forme extréme. 


3. Passons maintenant a la forme V,. Son minimum s’obtient: 
1°. Lorsque 2; = 1, les autres 7 égaux a zéro 
+=1,2,---m. 

2°, Lorsque 2;—1, 2, ——1; les autres 2 sont égaux a zéro, 
¢ et k étant deux nombres différents pris de la suite 1, 2, 3, -+-, m, 
la combinaison 1 = 1, k = 2 exceptée. 

3°. Lorsque x, = — 1, 4, = — 1, 4 = 1, i=3, 4, ---, m; les 
autres 2 sont égaux a zéro. 

4°, Lorsque 4, = —1, x, = —1, 4% —=—1, 4% —1; les autres x 
sont nuls, i et k étant deux nombres différents de la suite 3, 4, ---, m. 


Considérons avec V, une autre forme f du méme déterminant — D 
et telle que la différence f— V, soit une forme dont tous les coeffi- 
cients soient infiniment petits. La forme f peut étre représentée comme 
il suit: 


f= 2-2 D [CLE oe, ) arg? E (1 O99)? +++ (LF Onn) Sn? O91 Hy 
(1+ 045) 425-+ (1 + Oty3)9 yf + (Lf On—1, ») Pn Fn] j 

les quantités «;; et «;, sont des infiniment petits ou zéros. 

En exprimant que le déterminant de f est égal 4 —D, il viendra, 
aprés quelques réductions, 
(1) (0644 een) EA (60g + Ogg +++ nn) + (1 —2) 9 
— 2 (e043 yy +++ mn) 
ry 2 (¢t93 + yy +++ Men) +2 =0, 
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Q étant la somme des termes qui sont infiniment petits par rapport 
quelques-unes des quantités «. 


Maintenant nous allons donner une autre forme a l’équation (1) 
et, dans ce but; nous supposerons que: 
1°. x; étant égal a lunité et les autres x 4 zéro, la valeur de f soit 


V2"? D (i + 05), 
de sorte que @;; = @;;; 


2°. x; étant égal 8 —1, % A +1 et les autres x a zéro, la valeur 
de f soit 


V2—D(1+ on), 


de sorte que @, = @;;-+ @,.— «x, la combinaison i=1, k=—2 
étant exceptée; 


3°. x, et x, étant égaux 4 —1, 2; & +1 et les autres x a zéro, 
la valeur de f soit - 


2 D(1 + 4) 
(i= 3, 4, ---, n), 
de maniére que ¢; = @,, + @, + @j + @, — a1; — 3 
4°. x, et x, étant égaux a — 1, a; et a & +1 et les autres x a 
zéro, la valeur de f soit 
VD (+e), 
de sorte que &% = 4, Gy. @js- ORE yy — 1; — OE — O25 — lg py. 
Maintenant, en ajoutant toutes les équations, 
Oi; = Ai, 
Wig = Hj + CE— Ax, : 
Ee yy fH gg $F ii yy — O15 — 3, 
Eig = yy May ji Oe yy — Og — OE — Hg, — 2 + HR, 
on aura 
2a;; + Lax. + LE + Ley 
= {1044+ O99) 4 (C3 yy +++ nn) + (n—2) a, 
— 2 (43 y+ + a2) 
— 2 (Ga3 + Otay +--+ 20) f . 


Par conséquent |’équation (1) prend la forme 


Loy + Zou + Ze + Dex +" Q=0. 


Il résulte de la, comme précédemment pour la forme U,, que la 
forme V, est extréme. 








te 
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4. Discutons de la méme maniére la forme 
ia y=? , [22 + 22? + 25? + 2? + 2? — : %%_— 5% — Fa, 
- s Wy 5 5 Be Bat 5 hom yh, + sails — i, %, —a,%,| 
— 22 (@— State — sf 42@-S)4+4@-4) 
+i@— +a"); 
Ayant Z en forme d’une somme de carrés, il est facile de trouver 


les représentations de son minimum. Elles sont contenues dans la 
table suivante: 





L, fy wy & @ 
a ee ee it 
0 + > mts 
0 oO 1. *.,% 
°° "3-45 
G “Fares 
0 1 0 0 1 
4 en. 1 
G.180. 2 1 1 
1 1 0 0 1 
ar, ee 1 
Bs Aaa 1 
1 1 1 0 1 
1 1 0 Bis i.e 
1 0 1 1 1 
1 1 1 . 


Chaque ligne contient une représentation du minimum de Z; par 
exemple, dans la derniére ligne, figure la représentation 


Z=1, 4&=1, ~4—1, 4=—1, 4 =—2. 


Pour démontrer que Z est une forme extréme, considérons la 
forme 


f= ye [CL 0444) 1? + (1 egg) ag? + (1+ 4g) 5? + (1 ety) a? 
(1 O55) @5? + (4+ 42) Hq + (— $+ 3) % Le 
(bf ey) yy (— EA 5) 25 + A M3) 222s 
Ht (4 Ogg) ay @y  (— 1 Ogg) yy + (4A O54) 5.2, 
+ (—1 + O95) %g @5 + (—1+ O45) %, 25), 


toutes les quantités « étant infiniment petites. 
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Désignons maintenant par 


Vr ate), PZ2ZI+e,), +--+, 722 +o.) 


3 





les valeurs de f qui sobtiennent en attribuant aux variables successive- 
ment les quinze systemes de valeurs contenues dans la table qui précéde. 

En exprimant que le déterminant de f est égal a celui de Z, on 
aura, apres quelques réductions, 


(1) Tas, + 3e99 + 3e55 + 3a, + 40, + 3a,; + 3a5, +3 a,, +4, 
+ G55 + &, + &, + 2a, + 2a,, + 2a,,+Q2—0, 


Q désignant la somme des termes dont chacun est infiniment petit par 
rapport & quelques-unes des quantités a@,, @,,---, @,,. D’aprés la 
détinition des quantités @,, @,, ---, @,;, il viendra 


$Za—Ta,, + 3a. + 3e53 + 3a, + 40, + 3e,; + 3 ey, + Boys 
Ht 4045 + O43 + Oy + Oy + 2, + 2e,; +2 e,,, 
de sorte que l’équation (1) prendra la forme 


Za+2Q=—0. 
Donc, etc. 
5. La méthode que nous avons appliquée aux formes U,, V, et 
Z peut étre employée toutes les fois qu’on demande si une forme donnée 
est extréme ou non. Mais il faut recourir 4 d’autres moyens si l’on a 
a trouver toutes les formes extrémes pour un nombre donné de variables. 
Dans notre Mémoire Sur les formes quadratiques*), nous avons 
énoncé un théoreme concernant le nombre de représentations du mi- 
nimum d’une-forme extréme. Ce nombre ne peut étre inférieur a 
eet). On peut facilement vérifier cette proposition pour toutes les 
formes extrémes que nous y avons données. Comme elle est fonda- 
mentale pour nous, nous en donnerons la démonstration. Soit 
f= Lar 
une forme de déterminant — D. 


Désignons les différentes représentations du minimum M de f 
comme il suit: 


Ly Lp Ln 
PR. Ba 
(1) i ce A 


*) Mathematische Annalen VI. Band, 8. 366. 
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Supposons que cette table ne renferme pas au moins a a 


représentations, qui déterminent complétement la forme f, son minimum 
étant donné. 

Cela posé, nous allons démontrer qu’en faisant varier infiniment 
peu les coefficients de f, on obtient une forme de méme déterminant 
et dont le minimum surpasse celui de /. 

En exprimant que la table (1) contient les représentations du 
nombre M, on aura les équations 


(2) 2 Pi PeQix =—_ M, DUNG: = M, 

La supposition que ces représentations ne déterminent pas la forme 
{ consiste en ce que les équations (2) avec inconnues a;, ont un nombre 
infini de solutions. 

Il suit de la que les équations 


z= Pi prrix ome 0, 
peuvent étre satisfaites par les valeurs 4;, qui ne s'annulent pas toutes 
& la fois. De telles valeurs 4,, étant trouvées, considérons la forme 


f+ eg, 
é désignant une quantité infiniment petite et m la forme 
XD Ai, UX. 
La forme 
f+ ey 


devient minimum pour les mémes valeurs (1) des variables que f; mais, 
pour ces valeurs, la forme g s’aunule; par conséquent le minimum de 
f + ep sera aussi égal & M, comme celui de f. 

Faisons voir que le déterminant de f+ eq, pour la valeur con- 
venable de ¢, devient inférieur & D en valeur absolue. Désignons-le 


par — D’; on a 
| D—=D+e(so Aunt te i “+ a Ann 
aD 
arene teeter irenyr 


Q étant la somme de termes des ordres supérieurs au premier par rap- 
port a é. 
Il y a ici deux cas a distinguer: 
1°. Lorsque l’expression 
> aD 
P= J ial + day Ang tees t oo Ant, 


. n—1,n 
différe de zéro; 


2°. Lorsque 





P=0. 
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Dans le premier cas, ¢ étant pris avec le signe contraire a celui 
de P, on voit immédiatement que 
D=D+eP4+Q<D. 


Dans le second cas lorsque P = 0 représentons Q sous la forme 
Q=KF+%, 


K étant indépendant de « et 2, une quantité infiniment petite par 
rapport a é. 
Cela posé, nous faisons voir que le coefficient 


&D #D 
K= 74,9 4 + 3a de, M4 + °° 


est négatif. 

A cet effet, considérons |’expression 

P?— DK, 

qui est, comme on sait, l’invariant simultané des deux formes f et . 
Transformons dans f et @ les variables par une méme transformation 
linéaire dont le déterminant est égal 4 l’unité. Soient z,, 2,, +--+, n 
les nouvelles variables. 

La transformation mentionnée peut étre choisie de sorte que f 


devienne 
f= 04, 2,7 498? + +++ + Onn en’. 
Supposons que @ prenne la forme 
Qg = 2D Wir Zee. 


Composons maintenant, pour la nouvelle forme de f et m, l’ex- 
pression P?— DK. Nous aurons facilement 


P_ DK = D*[(#) + (te) + + Ce) +2 


Coan 14 ag 


4200 4... 49 Pain —]. 
14 &gg @,—1, n—l ba n 
On voit de la que P?— DK est positif, car «;; sont tous positifs. Or 
de l’inégalité 
P?— DK>0O, 








& cause de |’équation ’ 
P=—0. 


on déduit que K est négatif. Dans le cas, considéré, on a 
D=D+K*+4Q, 
et il suit de la que D'< D. . 
Ainsi on peut supposer, dans ]’un et |’autre cas, 


D’ = D(l— 0. 
Alors la forme ‘ (=a) 91> 





_ 


é 


a en a 6h 
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aura le déterminant — D et le minimum ——— We > M. 
Oa 
Donc le minimum de la forme f peut étre augmenté par des va- 
riations infiniment petites des coefficients qui laissent la valeur du 
déterminant invariable. 


Par conséquent, si une forme est telle que son minimum ne puisse 
étre augmenté de cette maniére, il aura au moins kann 4 représen- 
tations qui déterminent complétement la forme. 

6. Soit 

f= D Aj, XL 
une forme dont le minimum ne puisse étre augmenté par des variations 
infiniment petites de ses coefficients, en laissant la valeur du détermi- 
nant invariable. 

Il est facile de démontrer que par ces variations le minimum de f 
variera et, par conséquent, sera nécessairement diminué. 

En effet, considérons la forme 

f+ 2ouummn=—f+%, 
de méme déterminant que f/f, » = Da;,a,7, étant une forme a coeffi- 
cients infiniment petits, et supposons que le minimum de (f + w) soit 
le méme que celui de f. Il ne peut done étre augmenté comme celui 


de f et la forme 
f+ 
os 1) 


aura au moins — représentations de ce minimum (n° 5.), qai 
seront évidemment initia parmi celles du minimum de f. Supposons 
qu’elles soient 

P; Pr2°** Pa 

% 9% °°° I 


Ss; S, 2 Sn- 

D’aprés le n° 5., les équations 

: Zpiptiz=—M, Fanon — MN, 
ainsi que les équations 

Lpipr(Qiz+en)— UM, Taga + a.) = M, 

admettent une solution déterminée. 

Il résulte de la que tous les a, s’annulent, et la forme f+ 
est la méme que f, ce qui est contraire a la supposition. 


7. De ce que nous avons dit dans les numéros précédents il résulte 
les conséquences suivantes: 


So OE RO SS OUR 
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le. Une forme dont le minimum ne peut étre augmenté, si l'on fait 
varier infiniment peu ses coefficients, en laissant la valeur du déterminant 
invariable, est une forme extréme (n° 6.). 


2°. Toute forme extréme a au moins — représentations de son 


minimum qui déterminent complétement cette forme, en supposant que 
son minimum soit donné. 


3°. Les formes avec le plus grand minimum, choisies dans l'ensemble 
de toutes les formes de méme déterminant et avec les mémes variables, 
sont nécessairement extrémes. 


4°. La détermination précise de la limite des minima se réduit 
évidemment 4 la recherche des formes extrémes avec le plus grand 
minimum. Par conséquent cette détermination sera accomplie si l'on 
a composé toutes les formes extrémes, le déterminant et le nombre des 
variables étant donnés. 


5°. Le rapport d’une forme extréme 4 son minimum est une forme 
dont tous les coefficients sont des nombres rationnels. 


Cela résulte de ce que, en vertu du n° 5., les coefficients de toute 
forme extréme sont déterminés- par les équations linéaires semblables 
aux équations (2). 


8. Nous allons nous occuper maintenant des déterminants formés 
avec des nombres qui représentent le minimum de la forme. Nous les 
nommerons déterminants caractéristiques. Un tel déterminant sera, par 
exemple , 


Py Po -** Dn | 
G1 G2 *** In| 
a re 
1%. °° + Ta | 
les lignes 
Pi Po -** Dn 
M4 G2 °° * Un 
TT. °°* Tn 


désignant les représentations du minimum de la forme, comme dans 
Nr. 5. la table (1); leur nombre est n. 

Ges déterminants constituent un élément essentiel dans notre 
méthode de composer des formes extrémes; c’est pourquoi nous allons 
démontrer quelques-unes de leurs propriétés. 

Pour toute forme extréme, il existe au moins un déterminant caracte- 
ristique qui ne soit pas égal a zéro. 

Supposons le contraire et soient, comme dans la table (1), 
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P; Po ** Dn 

2 sie) Qn 

toutes les représentations du minimum de /. 
I] suit de notre supposition qu’il existe des nombres 

b> b., ott bn 


qui ne sont pas zéro tous ensemble tt tels qu’on ait 


Pibi + Dobe +--+ + Paka = 0, 
GE: + dob + +++ + dubs = 9, 
Soit maintenant « une quantité infiniment petite positive. La forme 
‘=f — &(E,a, 48, %)4+---+En an) 
a évidemment le méme minimum que f et les mémes représentations 
de ce minimum. 
Le déterminant de la forme /’ est 
— D+ eF (é,, & +++Ba), 
F(é,, &-+-&,) étant’la forme adjointe a /. 
Ce déterminant sera par conséquent inférieur 4 D en valeur absolue. 


D’od il résulte facilement, comme dans le n° 5., que f n’est pas 
une forme extréme, et le théoreme est démontré. 


9. Pour une forme positive quelconque a n variables, dont le nombre 
de représentations du minimum n'est pas inférieur a n, les valeurs absolues 
des déterminants caractéristiques ne surpassent pas une certaine limite, 
qui ne dépend que du nombre n de variables. 

Pour les formes binaires, ce théoréme résultera de la formule 


(1) * (u?+ 0?) (Ww? +o?) = (uv’— ow)? + (uw+or'y. 
En effet, soit f(x,y) la forme binaire du déterminant — D, re- 
présentée par la somme de carrés 


(ax-+by)? + (acy). 
En posant, dans la formule (1) 
u=ap,+bp,, v=ap,+ Vp, 


, ’ , , 
u=aqg+bq,, v=aq,+0mH, 
nous aurons 


1 (Py, Po) f (Gis G2) = (ab'—ba’)? (p,G2—P2G)” + (uw ov’). 
En désignant par A la quantité 
Pid2 — Pe» 


f (Pis P2) f(Q1» G2) = DA’. 
Supposons maintenant que les valeurs 


il vient 


ee ae danneeeeemes 


sana pn ane FUE 


Se 
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f (P15 P2), FQ» Qe) 
soient égales au minimum M de F. II viendra 
: M?> D2’. 
Or on sait, que ey 
M<yV4D; 


(A) <7$, 
(A) désignant la valeur absolue de A. 


En supposant que les nombres p,, p,, ¢,, g. soient des entiers, 
on aura 


done 


(A) = 0, ou (A) = 1. 
Or on ne peut pas supposer A = 0, car il viendrait 
pp» .. & 
Prd’ 


et comme p, est un nombre premier 4 p, et g, 4 g,, on aurait néces- 
sairement 





P=Htn mh—=teh, 


et les deux représentations (p,p,) et (q,@.) ne seront point différentes 
entre elles. 


De la méme maniére pour les formes ternaires dans la formule 
connue d’ Kuler 
(PPat-trs') (pt4q?+r? $s) 
= (pp'—ad-+rr—ss)? + (pd+ap'—1s'— sr’)? 
+ (pr'+sq—qs'—rp') + (ps +qr+rq+sp)* 


supposons 
ppo pox. , ’ , i ’ ’ 
p=—uu+ov+uow, q=—vw —wr, 
r=wu —uw, s== uv — vu, 
’ ” , “7 , id ’ 
r=Uu, q=v, p=w, s=0Q, 


et, en ayant égard a l’identité 
(wu'+-vv + ww’)? + (vw — ww’)? + (wu’—uw’)? + (uv’ —ow’)? 
= (wu? + v?+ w?) (w’?+0'2+w"?), 


nous aurons 
@) (w? 0? 4-08) (w' 20"? 4 w0'?)(W"2-4-0"? 4-00"2) 
= [(ow’ —wv’) w+ (wu —uw’)v" + (uv —ou) vw"? 


-++ une somme de carrés. 


Soit maintenant f(x, y,2) une forme positive ternaire du déter- 
minant — D. Représentons-la sous la forme d’une somme de carrés 
f(x,y, 2) = (ax+by+ezy + (a+b yt+ezy? + (a’atb’yte'2zy. 


Faisons maintenant, dans la formule (2), 











‘Ss 
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u=ap,+ bp,+ cp, v =a'p, +0 p,+ cp, 
w=aq+bq,+¢q, V=ag+0 q+ 4, 
u'=ar, +br, + er, var, +r, +75, 
w—=a'p, + bp, + cps, 
w = a"g, + O"G, + Cds, 


w= a”r, + b” Ys 4- C'rs « 
Alors on aura 


f (D1, Po» Ps) f(G1> Gos Ws) f (1s T2975) 
P, Po Bs |? 
=Din % | -+- une somme de carrés, 
| ty ts 
Par conséquent 


f (Pr> Por Ps) (Qi > Ge» Ws) fF ("15 %2y 73) = DA’, 

A désignant le déterminant 
P; Po Ps 
% GW Ws 
2 Ts; 

Supposons maintenant qu’on ait 

f (Pr, Po» Ps) =F (Gy Ger Is) =F (74) 72, 73) = UM, 
M étant le minimum de /. 
Il viendra 


M*> DL’. 
Or rr 

M</2D; 
done = 

(A) < 72. 
Ainsi 


(A) = 0 ou (A) = 1. 


10. Voici une démonstration générale de notre théoréme: 


Soit f(x,, %_, +++ %_) une forme positive & m variables z,, %,, +++ Zp. 


Faisons la transformation 
Ly = Py2, + 4% +++ + 1% 2n, 
Ly = PoB, + ofr +++ + Teh, 


Ln = Pr®, + Qn 22 + ett + Tn2n 5 
2, 2, +++ & Stant de nouvelles variables. 


Soit encore 
QD = LA ei % 


la forme transformée. On aura 


ay, =f(r, Po, ‘++ Dn)» Ago =f(%, Jo, *** 
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Représentons g par la somme de carrés 


OypZg-+ Gyg2g-+----+-a,,,2, \? 
@ Oy (eR Oe (ey tae te) 


+ L(e,+--:P++--+Ne,?, 


ou, pour abréger, nous avons désigné par K,A4, L, --- N les quantités 
suivantes : 





K ee A me St — Fis 
ay . Ggg M44 — 3" 


| y_ Bq Bs | 
: 2 
L =| yy gy Ayg | (yy 444— 442”), 
| 
| 3 43 433 | 


Sn Sg °° * Me ™  ~Sa M4, n—1 
N= yg Ayo *** Gan), Ay Ay. ‘++ Q2,n—-1 

“eas ae | 

Qin Gan *** Anan GQ n—1 Ge,n-1 *** Gn—i,n—-i 


On a, en premier lieu, 
a,K-L---N= DA, 
A désignant le déterminant 
Py P2 + ** Pn | 
VT nn Co 


En second lieu, il est évident que 


K < ay, = f (Gy, G2°°* Gn)» +) N< Gan =f (01, 12°° tn). 
Done 


E (Pris Poy ++ Pu) FQie Gey 00° In) = F(T Te, +++ Tn) > DA?. 
Si maintenant nous supposons 


f (Pi, Pe» *** pn) = (G1) 929° Ge) =: = HM, 
M étant le minimum de f, il viendra 
M* > D2’. 
Or 
M <juD, 


uw ne dépendant que de n. 
Il résulte de la 


(A)<Ve. 
Done le théoréme est démontré. 
On déduit de 14 les conséquences qui suivent: 
le. Pour les formes binaires, w = 4, (A) < 4; A ne pouvant 
étre nul (n° 9.), on aura (A) = 1. 


2°. Pour les formes ternaires, u = (4)?, (A) <4); par conséquent 
(A) est un des nombres 0, 1. 
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3°. Pour les formes quaternaires, d’aprésle théoreme de M. Hermite, 
u = (4). Par conséquent (A) < (4)*. Done (A) ne peut étre qu'un 
des nombres 0, 1, 

Il résulte de notre Mémoire*) que (A) ne peut étre égal 4 2 que 
pour la forme V,. 

En effet, afin que (A) soit égal 4 2, il faut qu’on ait w—=4, et que 
par conséquent le minimum de la forme soit 74D. Or un tel minimum 
ne peut avoir lieu que pour la forme V,.- 

4°. Pour les formes 4 cinq variables, nous profiterons de la limite 
u = 9 donnée dans le Mémoire cité. 

D’owd il résulte (A) < 3. 
Remarquant que (A) ne peut étre égal ai 3, car dans ce cas on 


aurait 
= V9 D, 


ce qui est impossible (n°®,10. du Mémoire), on voit que (A) est un 
des nombres 0, 1, 2. 


11. En nous fondant sur les propositions établies dans les numéros 
précédents, nous pouvons établir les formes extrémes directement. 
A cet effet, nous allons chercher pour chacune d’elles les représen- 


° . ois n(n+1) ° s : 
tations de son minimum en nombre a , qui la déterminent com- 


plétement. Nous rangerons ces side de nombres en tables, comme 
nous avons fait dans le n° 4. pour la formeeZ. Soit 


a, B, ?> necly A 
o Pct Wy oi 5 
oes) , pen, yew, ee, AH) 
une table contenant w systemes de nombres. 
Deux lignes 
a, B,y,--+,4 


we, Bi, y,-99, 8 

sont considérées comme distinctes si les égalités 
“=a, B=B,---,4 =A, 
ou ces autres 
a—=—a, p=—f,:-:-:, vN=—A 

n’ont pas lieu toutes ensemble. Dans le cas contraire nous compterons 
ces deux lignes 

a, B,y,---4 

wy, By, +++ & 
comme une seule. 


*) Mathematisehe Annalen VI. Band, 8. 366. 


Mathematische Annalen. XI, 17 
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De plus, nous faisons abstraction du systéme dont tous les nombres 
sont égaux & zéro, et nous désignons par » le nombre de colonnes dans 


la table (1). 
Soient 
> Ly, *+ +, Ln 
® variables, et supposons que chaque ligne de la table. (I) comprenne 
leurs valeurs simultanées, de sorte qu’on ait successivement 
“=a, = B,-++, tm =A, 


, a , 
=a, T= Bf, +++, ty =i, 


Nous exprimerons cela en écrivant la table (1) comme il suit: 
\ Z, Lo +++ Lp 
, a ' 
a) ake a 
Cipcoa 
En remplagant les variables 


i Uy, Vay -**, Un 
par les suivantes: 


a ‘. Yi> Yor ** > Yny 
au moyen des équations 


Hy = IY; + J2Y2 +++ + InYn- 
£,= 9" +9 +: -+9"y,, 
les nombres g\” étant des entiers et le déterminant 2 +99. °*- f"? 


étant égal 4 + 1, nous déduirons de la table (I) une nouvelle table 
qui se rapporte aux variables 


Yi> Yor ***y Yn- 


Soit 
a et 
Pest og te 

(I) a’ b i eae 


ae) Be) ... Ju) 


cette table. Nous dirons qu'elle est équivalente 4 la table (1). 


Remarque I. — Si nous changons l’ordre des colonnes dans 
une table quelconque ou les signes de tous les nombres d’une méme 
colonne, nous formerons une nouvelle table a elle équivalente. 

De plus, nous laissons l’ordre des lignes tout a fait arbitraire; par 
conséquent on pourra mettre les lignes de la table dans tel ordre que 
Yon voudra. . 
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Remarque IJ, — Si lun des déterminants formés avec n lignes 
dune table est égal 4 +-1, on peut toujours transformer cette table 
en une autre table équivalente ot se trouveront les lignes suivantes: 


Ys Ya *** Yo 
tO .«. © 
Ot ss 8 
00. 1 
En effet, soit 
a B y A 
a B y A 





| aD) BD yt)... An) | 
ce déterminant. 
En faisant la transformation de la table (I) au moyen des formules 
w= ay, + ay, +--+ aby, 
Ly = By, + By, +--+ Bm, 
Gn Ay AY, oes FAM DYn, 


nous aurons la table 


1 ¥2 °° * Ys 
10 6.68 oy 
01 .---0 
(2) 00. 1 
ab.---l 
avb’.---T 


équivalente 4 la table (I). 


Cette table contient » lignes formée schacure avee l’unité et n—1 
zéros qui correspondent aux lignes 


a, B poet A 
ad, Bye 
de la table (I). 
Ajoutons encore que tous les nombres a,b,c, ---, a’, bY, ¢,+++> 








b a, b, C, 

. . 2 . ? , , , 
ainsi que les déterminants comme a. Bl? a’, b, ¢,|, ete., sont 

: ? a”, b’, c’ 








égaux aux déterminants formés avec » lignes de la table (2). Par 
exemple ; 


17* 
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abe. 1 
jade - GUE. 8 
(010... ab 

wrree}--- OP he —— 
000.--1) L000 1 


12. Passons maintenant a la recherche des formes extrémes dont 
les déterminants caractéristiques ne surpassent pas lunité en valeur 
absolue. Cette question se réduit & la recherche d'un type auquel peuvent 
étre ramenées toutes les tables 


@, Ly +s Ln 
1 wep---a 
(1) “a one 2 


pour lesquelles les déterminants formés avec lignes quelconques sont 
égaux 4 zéro ou a + 1. 

Relativement 4 la table (1) nous allons démontrer le théoréme 
qui suit: 

Soit donnée une table (1) @ w> "**) tignes distinetes. 

Supposons que, parmi les déterminants formés avec n de ces lignes, il 
y en ait au moins un qui soit égal ad +-1 et que tous les autres ne surpassent 
pas Vunité en valeur absolue. 


Cela posé, on va voir que la table donnée contient précisément wnt? ) 
lignes et qu'elle peut étre transformée en Véquivalente 
ye: Q&x-*@ 
Se ft. -Q---@ 
So Ae ower 3 
1,—1, 0,---90 
1, 0O,—1,---0 
Cette derniére table contient, en premier lieu, les n lignes 
10..--90 
01---0 
00.---1 
et encore minh) lignes formées chacune de deux unités + 1 et —1, 


et n — 2 zéros. 


Avant de démontrer le théoréme général, nous allons indiquer une 
propriété de la table (1). 



















étre transformée dans une équivalente 
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D’aprés la supposition, au moins un des déterminants formés avec n 
lignes de la table (1) est égal 4+ 1. Donec, d’aprés le n° 11., elle peut 


100 --- 0 
010--- 0 
’ 000- 1 
(2) abe -+- 
abc ---T 
Tous les nombres 
abe 
abc 
ainsi que les déterminants 
la be 
\a@ b | St san). 
FF, |? abe 
| a | | a” b” c” 


sont nuls ou + 1. 
pour » = 2. 


de zéres, de + 1 et de —1. Ce sont 


le 1 90 
2° S....B 
3° 1 —1 
4° 1 Be 


jt —1| 
ee 


égal a 2. 


que de deux maniéres 


1 0 
8) 1 et 
1—1 





Maintenant on voit facilement que le théoreme énoncé a lieu 


En effet, il existe dans ce cas quatre Systemes différents formés 


Les systemes (3) et (4) donnent le déterminant 


Par conséquent ils ne peuvent pas se trouver ensemble dans la 
table (1). Ainsi la table cherchée pour »=—2 ne peut étre formée 


Il est évident que la seconde de ces tables est équivalente a la premiere 
et le théoréme est démontré pour n = 2. 
Nous allons démontrer maintenant que la table 


- Oo 
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1000 .--- 0 
0100 .--.-- 0 
0010 .--- 0 

See rt «Sige be staye pe pe 
b d l 
ved 


résultant de la table (2), si !on supprime la premiere ligne et la premiere 


-  n(n—t 
colonne, a au moins - _ ; = lignes distinctes. 


Soient 
BC.-.-L 
deux systemes non différents entre eux, savoir 
B=+B, C=+0C,---,- L=AL. 
Echangeant alors, s'il est nécessaire, dans i tables (2) et (3) les regs 
de tous les termes de la ligne ot se trouve le systeme B, C,--- L’, 
nous la ferons identique au systeme B, C,---, L. 


Ainsi deux lignes de la table (2), dans eenaii se trouvent les 
systemes B, C,---, L et B, C,---, L’ seront 
ABC::-L 
ABC.:--L. 

Done ils ne sont distingués l'un de l'autre que par lélément A. 
Chacun des nombres distincts A et A’ est égal a zéro ou a + 1. 
Remarquons maintenant que les nombres A et A’ ne peuvent étre 

égaux & lunité avec des signes différents. 


En effet, si tous les nombres B, C,--- L étaient égaux a zéro, 
les systemes 


ABC:--L 
ABC..--L 
ne seraient pas distincts, ce qui est contraire a la supposition. 
Done l'un au moins des nombres B, C, ---, L est égal a + 1. 


Soit, par exemple, B= + 1. 
En supposant A et A’ égaux a l’unité avec des signes différents, 


on aura le déterminant | _ Y" | égal a + 2, ce qui ne peut étre. 


Ainsi lun des éléments A et A’ est zéro et l'autre Yunité avec 
un signe déterminé. On peut toujours supposer ce signe positif, car 
dans le cas contraire on pourrait changer le signe de tous les termes 
de la ligne @ laquelle appartient A. 

Nous désignerons l'ensemble de deux systemes 
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ABC:--L 
ABC::--L 
par une seule ligne 
(@) ABC::--L 
’élément A ayant deux valeurs 0 et 1. 

Les systémes semblables 4 («) seront dits les systémes doubles. 

Pour savoir le nombre des systemes distincts de la table (3), il 
faut chercher combien il y a des systemes doubles dans la table (2). 

Quant a celui-ci nous aurons la proposition suivante: 

Le nombre de systémes doubles de la table (2) ne surpasse pas n—1. 

Supposons, au contraire, que les systemes doubles s’y trouvent en 
nombre au moins égal a n. 

Soient 

a ie... eR 
(4) AB QG -:L, 
, By Cr-1 eb ani Dns 

ces systemes. 

Remarquons que dans la méme colonne de cette table ne peuvent 
se trouver deux unités de signes différents. 

En effet, soient, par exemple, B et B, de tels éléments. Alors, 
supposant 

_A=z=1, 4 =—1 

nous aurons le déterminant 


7 6 


AB 
A, B, | 
égal & -++- 2, ce qui ne peut avoir lieu. I] suit de la que, en changeant, 
s'il est nécessaire, les signes de tous les termes des colonnes, nous 
pouvons faire positifs tous les termes de la table (4). 
Cela posé, nous -allons voir si cette table est possible. 
Parmi les systémes 
B C =.-:-L 
B : C; os L, 





By °°" Dn 
il en existe au moins un qui contient deux ou un plus grand nombre 
dunités, car le nombre de systemes distincts formés avec l’unité et 
n — 2 zéros est égal a n — 1. 
D’aprés cela, il est permis de supposer 
B=1, C=1. ; 
En outre, il est facile voir que les couples des nombres 
(B,, C;), (B,, C2), ae (Br Cn—1) 
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peuvent se réduire a ceux-ci: (0, 0), (1, 1), et encore & Tun des 
deux couples (0, 1) et (1, 0). 
En effet, supposons, quant 4 ces derniers, que parmi les couples 
(B,, C,), (Be, ©), +++, (Ba, Cn) il y ait Pun et l’autre. 
Soient, par exemple, B, = 0, C,=—1, B,=1, C,=—0. Nous 
aurons alors le déterminant 
ABC 
A, B, ¢, 
| A, B, C, 
dont les éléments sont pris 4 la table (4). Si nous faisons A = 0, 
A, = A, = 1, le déterminant sera égal & 2, ce qui est impossible. 
Ainsi, parmi les couples (B,, C,), (B,, C,), ---, il ne peut se 
trouver qu’un des couples (0, 1) et (1,9), par exemple ((, 1). 
Maintenant, en retranchant les éléments de la deuxiéme colonne de 
ceux de la troisiéme, nous transformons la table (4) en une nouvelle 
qui lui est équivaleute. Les éléments de cette nouvelle table seront encore 
égaux a zéro ou a l'unité positive, car, d’aprés la supposition, les éléments 
de la troisieme colonne ne sont pas inférieurs & ceux de la deuxieme. 
Dans la nouvelle table, le systeme A, B, C,---, Z sera remplacé 
par celui-ci: A, B, C— B,---L, contenant moins dunités que le 
précédent, car C— B= 0 
Quant aux autres lignes de la nouvelle table qui remplaceront les 
lignes A,, B,, ---, L,, A,, B,, +--+, L,, chacun delles contiendra 
un méme nombre d’unités ou ce nombre moins un. 
On congoit maintenant qu’en faisant plusieurs tranformations ana- 
logues aux précédentes on réduit toutes les lignes 
Sig “voy 
i See 


? 


Ba-1 C,—1 atin Ws Ln-1 
aux autres, dont chacune contiendra une unité et n — 2 zéros. 

D’ot l'on voit que la table (4) est impossible, car le nombre de 
telles lignes distinctes est égal 4n— 1. Donec le nombre de systeémes 
doubles ne surpasse pas » — 1 ou, en d'autres termes, le nombre de 
lignes distinctes de la table (3) n’est pas inférieur a == 1). Maintenant 
passons a la démonstration de notre proposition. i 

Supposons qu'elle ait lieu pour le nombre n — 1 et faisons voir 
quelle subsiste encore pour le nombre n. 

Le théoréme ayant lieu, par hypothése, pour le nombre n — J, on 


voit que le nombre de systémes distincts de la table (3) ne surpasse pas 
m(n—1) 


Mais on vient de voir que ce nombre n’est pas inférieur a 
Pp 











2 


— > 





S 


'S 


a2 eo @& @ 
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=e; par conséquent il est égal a so). Tl en résulte encore 


que le nombre de systémes doubles de la table (2) est égal 4 (»—1). 





Donc les systemes dans la table (2) sont en nombre set). 


Nous avons vu que les systémes doubles peuvent étre toujours 
présentés ainsi: 
A 100-.---90 
A, 01 0---- 0 
A1900-.--- 1 
les nombres A,, A,, ---, An—i étant égaux a zéro ou & l'unité. 
Done étant donnés ces » —1 systemes doubles, ainsi que le systeme 
, “ . n—1) (n—2 
1,0,0, +--+, 0, nous ferons connaitre qu'il se trouve = M —) autres 
systemes qui forment avec les systemes mentionnés plus haut la table 
que nous cherchons. 
Remarquons, en premier lieu, que si, dans le systeme queleonque 
a,b, ¢,-->, l, 
le premier élément a est égal & zéro, deux des éléments b, c, ---, l 
sont égaux & l’unité avec des signes différents et les autres sont nuls. 
En effet, si, parmi les éléments 
6 
b, ¢, +> “s l 
il y en avait au moins trois égaux a l’unité, on en pourrait trouver deux 


égaux a l'unité avec un méme signe. Soient, par exemple, bc = + 1. 
En supposant, dans le déterminant, 


A,1 0 
A,0 1], 
0 be 
A, = A, = 1, il vient 
ee 
1 0 1Al|—+2, 
O+1+1 


ce qui est impossible. 

Done l’élément a étant nul, deux des éléments b, c, ---, 1 sont 
égaux a l’unité avec des signes contraires et les autres sont des zéros. 

Supposons, en second lieu, a=-+ 1. On peut toujours prendre 
a=1, en changeant, dans le cas contraire, les signes de tous les termes 
de la ligne a, b, c,---, l. 

Alors aucun des nombres 6, c, - - -, 1 ne sera égal & l’unité négative. - 
En effet, en supposant, par exemple, b = — 1 et A, = 1, on aurait 
le déterminant 
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A, 1 
ab | 
égal a — 2. 

Remarquons encore que parmi les nombres b, c, ---, 1, il ny en 
a plus de deux égaux a l’unité. Supposant, en effet, quil y en ait & 
qui soient égaux a l’unité, nous aurons le déterminant 


A TO... O | 
A, O1 0 
A,-1 0 0 1 
la be l 


En supposant 
A, = A, =---=A,1=1 


il est facile de voir que ce déterminant est égal a +-(k—1), ce qui est 
encore impossible, / étant supérieur a 2. 


> —1)(n—2 . . 
Done les systemes en nombre = 2 qu'il nous reste & chercher 
ne peuvent appartenir qu’a deux groupes 


(1) 0, b,c, ---, 1, 

ot les deux nombres parmib, c, ---, 1 sont égaux a l’unité avee des 

signes contraires et les autres sont zéros; et 

(IT) 1, b,c, ---, 1, 

deux des nombres b, c, --- | étant égaux a l’unité positive et les autres 

a zéro. 

(n —1) (n— 2) 

2 

) , ; 

systemes du premier 


Maintenant nous allons démontrer que, pour tous les 


. P n —1)(n—2 
systemes cherchés, on peut prendre a i 


groupe. 

En effet, on va voir que, si la table contient les systemes du se- 
cond groupe, elle peut étre transformée en une équivalente de telle 
maniere, que les systemes du second groupe disparaissent. Nous commen- 
cons par uv cas particulier m = 3. Alors on a les systeémes 


1 00 
= So 
A, 01 


savoir cing systemes. 
Il nous faut encore chercher un systeme. Ce dernier systeme est 
un des deux suivants: 


0 1 —1 systeme du 1* groupe 
Be 1 systéme du 2° groupe. 
Considérons la table 








ou, 


co 
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1 0 0 
A, 1 0 
A, 0 1 
es Ea 
ou, ce qui est le méme, la table 
100 
0 1 0 
a ee 
0 0 1 
1041 
ie eS 


En retranchant les éléments de la 3° colonne de ceux de la 1* 
colonne, on aura la table 


1 0 0 
te ee 
1 1 0 
—1 01 
0 0 1 
iF 9 


Apres le changement de signe de tous les termes de quelques lignes 
et colonnes, cette table se transformera dans la suivante: 


: Pit 

i are : 
. 

7 .-y 

i ee 

0 1-1. 


D’ov il suit: 

Si dans le cas de n = 3, la 6* ligne appartient au second groupe, 
la tuble peut étre transformée dans une équivalente qui ne contient aucun 
systéme de ce groupe. 

Au moyen de cette transformation, les systemes 

A, 1 0 
A, 0 1 
se transforment en eux mémes. 

De plus, dans les 2° et 3° colonnes, rien n’est changé aux signes 
de quelques termes pres. 

Pour passer maintenant au cas général, nous supposons que la 
méme propriété subsiste pour un nombre quelconque » — 1 et nous 
faisons voir qu'elle aura encore lieu pour un nombre n. Ainsi nous 
supposons que la table correspondante au nombre m — 1, dans laquelle 
existent les systemes 1, 0, ---, 0, A,, 1,0,0,-+-,An2,0,0,---, 1 
peut étre transformée dans I’ équivalente é 
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1 0 QO .-+- 0 
A iia 
A, Pita S 
Ay» 0 0 --- 1 
0 ‘—141.--- 0 
0 e @..5 Hh 


et qu’au moyen de cette transformation les systemes 1, 0, 0, ---, 0; 
A,, 1, 0, 0, 0, --+, A, 2, 0,0, --- 1 se transforment en eux - mémes 
et dans les 2°, 3°, - - -, » — 1i*me colonnes rien n’est changé aux signes 
de quelques termes pres. 


Cela posé, nous considérons la table correspondante au nombre n, 
dans laquelle existent les systemes 
1 og... @ 
A, 10--- 0 


Ai00--- 1 
et encore sa systemes appartenant aux groupes I et II. 
En effagant la derniére colonne et ne considérant que les lignes 
distinctes, on aura la table correspondante a n — 1. 


Cette table, d’aprés ce qu’on a admis, peut étre transformée dans 
la suivante: 


1 '6..- #2 
A, SG .s< 88 
ee See 2 
0 -11--. 00 


0 00--- —1,1. 
D’aprés cela, la table qui se rapporte au nombre n peut étre écrite 
comme il suit: : 


<a 
a. -o OO8)....58 


4:9 0 0 ---0 


A, Pe Ppeuby: cm wy 
2 Mp Vo OQ. **°* Ty 


" An-2 Un—2 Vn—2 On—2 + ** Tn—2- 















1eS 
1€S 


ns 
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Les systémes 
0—110.---a, 
0—101-.---a, 
doivent appartenir au premier groupe et par conséquent on aura 
a, =a = +--+ =O. 
En outre, tous les nombres 1,, t,, -+-, Ta-2 sont égaux 4 + 1, car 
le nombre de lignes distinctes ayant zéro en derniére colonne ne peut 


surpasser ain») et nous avons déja toutes ces lignes. 


Il est & remarquer encore que tous les nombres 4,, 4,, -++, dn 
sont nuls, ou tous sont égaux a +1 (—1 peut étre converti en + 1). 
~ En effet, soit au contraire le nombre 4 égal 4 zéro dans l’une des 
lignes et dans l’autre a l’unité; savoir, supposons une des lignes apparte- 
nant au premier groupe et l’autre au second. Soient, par exemple, 
4,=0, wo =—1, »,=0,---, t= 1 
4.=1, #=0, ¥=1,---,t,=—1. 
En ajoutant 4 ces deux systémes celui-ci: 
0, -~f, +1, 7yibe 0, 
on aura ce déterminant 


| My Ss 
| He MT |=2, 
|—1 +1 0 7 


ce qui est impossible. Donec les nombres 4,, @,, 1, -**) T1, Ao) oy Yos***y To 
ne peuvent étre assignés que de deux maniéres, ce qui nous conduit 
aux deux tables suivantes: 


(1 0 QO.--- O f 1 0 0---0 
A, 1 0... 0 A, 0 0.---0 
A,-; O O---- 1 An-1 0 0.---1 
Oo —1 1---- 0 0 —1 1 - 0 
_ rir. Sgt ery 
0 —1 O-v-e-- 1 1 1 O---1 
0 ens ree 1 O01 oxic ft 
(0 0 a 2 | (1 0 0O-- 11. 








On iransforme facilement la table (0) en table (y) et au moyen 
de cette transformation les systémes 
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se transforment en eux-mémes et dans les 2°, 3°, n*™** colonnes, rien” 
ne change aux signes de quelques termes pres. 

Il est évident encore que tous les déterminants formés avec 
lignes de la table (y) sont égaux 4 zéro ou a + 1. 

Enfin nous remarquons que, dans la table(y), les éléments A,, A,, ---, 
A,,_1, au lieu de leurs valeurs 0 et +1, peuvent avoir les valeurs 0 et — 1; 
cela revient & changer les signes de tous les termes de la 1'* colonne. 

Done le théoreme est démontré. 

13. On déduit de ce théoreme la conséquence suivante: 

Toutes les formes extrémes 4 » variables dont les déterminants 
caractéristiques sont égaux 4 zéro ou & -++-1 sont équivalents a la forme 


‘/ D 
v.=2) 2, [4,7 + 2? +++ 4+ n? + 2% +--+ >]. 

Nous avons vu, en effet, que les tables correspondantes 4 telles 
formes se transforment dans la table qui correspond a U,. 

Pour abréger, nous dirons qu'il n’existe qu’une seule forme ex- 
tréme U,, dont les déterminants caractéristiques sont de 0 ou +- 1. 

En ayant égard aux limites des déterminants caractéristiques pour 
les formes binaires et ternaires (n° 9.), on voit quil existe une seule 
forme binaire extréme 

V4 D(a? + 2? + 2,22), 


ainsi qu'une seule forme extréme ternaire 


V2 D (a,? + a2? + a5? + 21% + 4,2, + 1,3). 


Deuxiéme Chapitre. 


14. En passant 4 la recherche des formes extrémes 4 5 variables, 
remarquons d’abord qu’en vertu du n° 10. leurs déterminants caracté- 
ristiques ne surpassent pas deux en valeur absolue. 

D’abord il faut démontrer que chacune d’elles en a au moins un 
égal 4 +-1. Cela deviendra évident si nous faisons voir que les formes 
extrémes 4 cinq variables dout tous les déterminants caractéristiques 
sont égaux a zéro ou 4 + 2 sont impossibles. 

En effet, supposons que f(x,, %,, 3, %,, %,) est une de ces formes 
et que la table 
& fy & % &, 


q: Wm 4 
(1) 1 GW Ws Ws 


2 o- Se ww. © @ 6 tb 





contient toutes les représentations du minimum JM de f. 








et 


la 


8c 


ne 
fo 


a 
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D’aprés le n° 7., cette table contiendra, au moins °*® — 15 lignes. 
= Comme tous les déterminants caractéristiques de f ne sont pas 
égaux & zéro (n° 8.), il en existera au moins un égal a +- 2. 
: Supposons que ce soit le déterminant 
4 |P: Po Ps Py DP; 
" 1h  % U 
7%, Te % % % | 
ts et, désignant par 
1e 21, 22, By Bq, 4, 
les nouvelles variables, faisons la transformation 
@y = Py2 + Nee tees +1145, 
is Ly = Poh, + Yo%o +++ + 1245, 
- ‘ Ls, = P32 + W5%. +++ +15 %5- 
. Soit 
ar @ (215 229 % 24, %s) 
le la forme f transformée. 
En vertu de ce que tous les déterminants _caractéristiques de f 
sont égaux 4 zéro ou & +2, il est évident qu’a toute ligne, comme 
Hy = S81, Ly = Sq, °°, % =F; 
de la table (1) correspondent les valeurs de 2,, 4, ---, 2, égales aux 
nombres entiers. Il est évident de plus que g étant comme f une 
forme extréme tous les déterminants caractéristiques de gm sont égaux 
i zéro ou a +1 et que le minimum de @ est égal a UY. 
eS, En désignant par D le déterminant de f, 4D sera celui de g. 
ié- En vertu du n° 13., le minimum MM de @ sera égal a la quantité 
un a2 > >y/ 9 D. 
we Or cela est impossible, car on doit avoir 
sie 
M</9D. 
es 


Done la forme telle que f est impossible. 


Remarque. — Par le méme raisonnement on s’assure que la pro- 
position démontrée dans ce numéro a encore lieu pour les formes qua- 
ternaires; savoir que parmi les déterminants caractéristiques des formes 
extrémes quaternaires, il en est au moins un qui soit égal 4 l’unité. 

A cet effet, il suffit de savoir que, pour: les formes quaternaires 


m<(5) /D. 
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15. Nous nous servirons dans ce qui suit d’une proposition rela- 
tive aux formes quaternaires que nous allons maintenant démontrer. 
Soit f(a, , 7, %;, %,) une forme quaternaire qui recoit la valeur mini- 
mum M, lorsqu’une des variables, par exemple x,, est égale 4 2, les 
autres variables ayant des valeurs convenables. 
Supposons de plus que f devienne égal i M pour les trois systé- 
mes de valeurs des variables que voici: 
%4=1, ~%=—0, 4=—0, x, =—0, 
(1) “=0, 4=—1, 4,=—0, «2,=—0, 
z,=0, 1=—0, a4=—1, 24=—0. 
En d’autres termes supposons que la table de f contienne les lignes 


%, %, Ty %, 


100 0 
010 0 
001 0 


@, a a, 2 
@,, %&, a, étant des entiers. Cela posé, nous allons démontrer que 


f est Pune des huit formes équivalentes 4 V, qu'on obtient de lex- 
pression 


2 2 2 e 
M[(.t%)+(+%)+@+%)4+%], 

en combinant les signes -++- de toutes les maniéres possibles. 

Comme le minimum M de f a les trois représentations (1), les 
coefficients de x,*, x,?, x,” dans f sont égaux 4 M; ainsi l’on aura 

f= Mz?+ Mz,?+ Mz?+---. 

Représentons f sous la forme d'une somme de carrés: 

f= M ((a,+e2x,+ Bx,+ 72%,)? + N (w+ 02,4 €2,)° 

+ P (x,+§2,)? + Qz,’]. 

Remarquons d’abord que le coefficient Q@ ne peut surpasser }, car, 

si lon avait 
Q> +4, 


{(a,, a, a,;,2) >4QM> M, 
ce qui est impossible. 

Ensuite faisons voir que le coefficient @ ne peut pas étre non 
plus inférieur & 4. En effet, dans le cas contraire, aprés avoir sup- 
posé x,=1 et attribué aux variables z,, x,, x, des valeurs telles, que 
chacun des carrés (x,+€2,)*, (v,+02,+<¢2,)*, (x4, +a2,+B2,+y2,)? 

+ ne surpasse pas }, la forme f deviendrait inférieure & M, ce qui ne 
peut avoir lien. Done @ doit étre égal a 4- ; 


on aurait 
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En outre, on aura 
N=P=1. © 
En effet, il est évident d’abord que chacune de ces quantités N et P 
ne surpasse pas l’unité. D’un autre cdté, aucune d’elles ne peut étre 
inférieure 4 l’unité, car dans ce cas, en prenant z, = 1 et attribuant 
aux nombres z,, 7, x, des valeurs telles que les trois carrés mention- 
nés ne soient pas supérieurs a as on aurait la valeur de f moindre 
que M. Done on aura 
f=Maz?+ Mz?+ Mze+--- 
= M [(x,+a2x,+fx,+72,) + (a, +04, + €a,) 
+ (#3 + 4)? + 42,7]. 

En égalant les coefficients des x,? et x,? dans l'une et l'autre ex- 
pression de f, et en remarquant que le coefficient de x,? ne peut étre 
moindre que M, il vient 

aamQ, B=, =O, 
P+E+edy 

Comme les quantités », ¢, € ne surpassent pas 4, en valeur ab- 

solue, on doit avoir 
yeti, mth, C+ ¥F- 
Le théoreme est démontré. 

16. En ayant égard aux limitations des*déterminants caracté- 

ristiques pour les formes quaternaires (n° 10.), ainsi qu’a la proposition 


du n° 13., on voit qu'il existe seulement deux formes extrémes quater- 
naires 


pm 
97/ P ’ 
2 Per meta)? a2 +2, oy $2, 0+ 2,2, + 2y% y+ 22,4252), 
inne 
V/4D (Uy? ay? + 23? HP +H, H+ Xe, +H, %,). 


Il en résulte que //4D est la limite précise des minima des formes 
quaternaires. 
Nous avons ainsi une nouvelle démonstration de ce théoréme. 
17. Il suit de ce qui précéde que toutes les formes extrémes a 
cing variables se distribuent en deux groupes: 
dans le premier sont contenues les formes dont les déterminants 
caractéristiques ne surpassent pas l’unité, en valeur absolue; 
ces formes sont équivalentes & U, en vertu du n° 13.; dans 
le second se trouvent les formes pour chacune des quelles il 
existe des déterminants caratéristiques égaux 4 -+ 2. 
En considérant le dernier groupe de formes nous avons 4 distinguer 
deux cas: 


Mathematische Annalen. XI. 18 
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1°. Lorsque toutes les valeurs des variables qui donnent le mini- 
mum de la forme sont égaux a zéro et 4 +1. 

2°, Lorsque parmi ces valeurs se trouvent égales 4 -+- 2. 

Le premier de ces cas se réduit toujours au second, en vertu de 
la proposition que nous allons démontrer. 

Soit f(#,, %,,-++,2%,) une forme extréme a » variables, et suppo- 
sons que son minimum est donné par les valeurs 0 et -+-1 de z,, 2, 

“+5 Me. 

Supposons de plus que ces déterminants caractéristiques ne sur- 
passent pas deux en valeur absolue et qu'il en existe qui soient égaux 
& +1 et a +2. : 

Cela posé, on trouvera dans la table de f les n lignes 

my My ++ My 


(1) 1% G2 -*° Wn 


os * & @-6.6. 81% 


qui composent le déterminant égal a -+- 2. 

Nous allons démontrer que dans cette table on trouvera une cer- 
taine ligne qui, avec »— 1 lignes du déterminant (1), composera un 
nouveau déterminant égal a +- 1. 

Supposons le contraire et, en désignant par 


, 


ay, Le’, rae 
les nouvelles variables, faisons la transformation 
Ly = Mm, XQ, 2+ +++ + 1, en; 
Hy = Mm, 2+ Got, +--+ rr, 2), 
_ SE. PERE NS Sia. 8 ME ia cas 
Ly = My Ly Gn Hy ee ryt’. 
Désignons par 
EB F(a)’, wy, +++, tn’) 
la forme f transformée. 
Il est évident que, en vertu de notre supposition pour toute ligne 
2 =k,,, %=—k,, --+ 2, =k, 
de la table de f, on obtiendra, par les équations (2), des valeurs en- 
titres de z,’, z,', +--+ % qui sont égaux a zéro et 4 +1. 

En désignant maintenant par A un déterminant caractéristique 
de f et par 0 son correspondant de la forme J’, on aura 
A=—+24, 

A et d étant des entiers. 


Or nous avons supposé qu’il y a un certain A = -+-1; par con- 
séquent on obtiendra 


d=+}4, 


ce qui est impossible. 
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On‘ne peut done supposer que les »—1 lignes quelconques du dé- 
terminant (1) composent avec toute ligne de la table de f un déter- 
minant égal a zéro ou a +2. 


Il existe, par conséquent, dans cette table une certaine ligne 


Pir Par ***) Pn 
qui, avec n—1 lignes, comme 























compose le déterminant 
Pi, Por ***> Pn» 
(3) GW> Wor ***> In» 


1. Vay ***%y Try 


égal a + 1. 
Faisons maintenant la transformation 


Ly = PW tne tess +7 Yn,y 
Ly = PoY, + O2Ye +- +> + 172Yns 


, Tn = PnYy + InYo +e + ++ TnYn; 
et soit 


p(y, 920 °° 5 Yn) 


la forme f transformée. P 


Les formes f et » sont équivalentes, et aux valeurs 
Ly = M,, Lo = M,, +++, Ly = My 
correspond la valeur y, = +- 2. 
Dans la table de @ on trouvera par conséquent les » lignes 


Yi Yo° * * Yn 

t -@. «2 @ 

(4) : pcre 

. “SS rere 


: qui correspondent aux lignes (3) de la table de f et la ligne corre- 
spondante & m,, m,, +++, mM, commencera par le nombre +- 2. 

2 Ainsi la forme f peut étre transformée dans une équivalente g, 
dont la table contiendra les » lignes (4) et dans les autres lignes on 
trouvera les nombres égaux a + 2. 


18. Désignons maintenant par f une forme extréme 4 cing va- 
riables et telle, que parnmi les déterminants caractéristiques correspon- 
dants a cette forme il y en a au moins un égal a + 2. 

On a vu (n° 17.) que la table correspondante 4 f peut étre trans- 
18* 
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formée dans une autre a elle équivalente et telle, qu’elle contienne les 
lignes 


0 
0 10 0 0 
001 0 0 
0001 0 
0 0 0 0 1. 


En outre, cette table contiendra nécessairement une ligne ayant 
au moins un terme égal 4 +2. On peut évidemment supposer que 
ce terme est égal 4 + 2 et se trouve dans la 5° colonne. Donc on 
aura la ligne 

ly My Gs a 2. 

Les nombres a,,*dj, @,, @, peuvent étre supposés positifs et-leurs 
valeurs, comme on sait, ne surpassent pas 2. 

Nous remarquons d’abord que deux des nombres a,, a,, @3, a, ne 
peuvent étre nuls. En effet, soit, par exemple, 


a, = a, = 0. 
Cela étant, si l’on pose dans la forme f 
x, = X = 0, 
on aura la forme ternaire, dont le minimum sera évidemment égal 4 


celui de f. Parmi les valeurs des variables x,, x,, x;, pour lesquelles 
la forme ternaire prendra son minimum, il y a les suivantes: 


w Ly 2; 
yr vv 
0. 1.0 
az @ 2. 


Ces trois lignes nous donnent le déterminant caractéristique égal 
&% 2, ce qui est impossible par rapport aux formes ternaires (n° 9.). , 

On voit de la méme maniére que deux des nombres a,, a, a3, 
ne peuvent étre égaux a 2. 

En effet, soient, par exemple, 

a,=a,=2. 
Posant dans la forme f 
Y= 2%, %y—=—f;, 


nous aurons la forme ternaire a variables x, x,, 


2° 


Le minimum de 


cette forme est égal au minimum de /; car les coefficients de x,? et 
z,* sont égaux & ce minimum. Comme dans la table de la forme / 
nous avons les lignes 








le 
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001 0 0 
000 1 0 
22 a, a 2 


la forme ternaire aura les représentations suivantes de son minimum: 


. 
a, a, 2. 
Ces lignes donnent encore un déterminant caractéristique égal & 2, ce 
qui est impossible. 
Remarquons enfin que deux des nombres 
Gy Bo, Gy, My 
ne peuvent étre égaux, l'un a 2 et autre a zéro. 
. En effet, soient, par exemple, 
a,=0, a,=2. 
Cela étant, posons, dans la forme fa,—0, x,—a,. On aura 
une forme ternaire a variables x,, x,, 2. 
Les représentations du minimum de f 
BL, Ly Ly % &, 
0 0 1 0 0 
0 0 0 1 O 
. 6 
0 -2 a; a, 2 
donnent pour le minimum de la forme ternaire les représentations 
suivantes: 


wy Uy Xs 
1 0 0 
O 1 0 
fs a, 2 


ce qui est impossible. 
Il suit, de tout ce que nous avons dit, que toutes les lignes con- 
tenant le terme -++ 2, comme 
6 
@, A, dy a 2, 
ne peuvent étre que de trois espéces: 
1°, Un des nombres a,, a), a3, a, est nul et les trois autres sont 
des unités. En posant, par exemple a, = 0, on aura la ligne 
© 
a,’ 3, 8, &, 2- 
2°, Un des nombres a,, a, a3, @,, par exemple, a, est 2, et les 
trois autres sont des unités. Ainsi on aura la ligne 
6 
2, 1, 1, 1, 2. 
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3°. Tous les nombres a,, a,, a3, @, sont des unités. Alors la 
table de la forme f contiendra la ligne 
ae & 
19. Examinons maintenant le cas dans lequel la forme a une 
représentation 
2,3, 3:3. 
Nous allons démontrer que les formes extrémes qui admeitent outre 
cette représentation encore ces trois-ci: 


010 0 0 
00100 
00010 


sont équivalentes 4 V,. 
On voit que, dans le cas actuel, en supposant dans la forme z,—0, 
on aura:la forme (n° 15.) 
M [(x,—$2,)?-+ (@; —445)?+ (—4 #5)?-+ 425") 
M étant le minimum de la forme cherchée 45 variables. Par conséquent, 
cette forme peut étre écrite comme il suit: 


(1) M[(a,—}a,+4+42,) + (@,—}2;+6%,) + (&,—f4,4+2,) 
+ 4(%+¢2,) + Kz,’). 
Remarquant, en premier lieu, que tous les coefficients d'une forme 
extréme se trouvent déterminés complétement au moyen des équations 
linéaires qui expriment que la forme prend son minimum, les variables étant 
égales aux nombres donnés, on voit que la forme (1) doit avoir au moins 
5 représentations de son minimum servant a déterminer les quantités 
4, u,v, 6, K. 

_ Tl est évident que, dans aucune de ces représentations, 7, ne peut 
étre nul; en second lieu, en ayant égard a ce que le déterminant de 
la forme (1) doit surpasser +M*, on voit que la quantité K surpasse 4. 
Donec la forme (1) ne peut avoir la valeur minimum qu’en supposant 
x, =+1, si 2, est distinct de zéro. 

En faisant, s'il est nécessaire, la transformation 
d= x; + px’, 
t= Ly + qx; , 
t= a; +72, 
t= 2, + sx)’, 
4= ay’ 


P, 4, 7, & &ant des nombres entiers, on peut toujours arriver 4 la forme 
dans laquelle les quantités 2, uw, v, 6 ne seront pas supérieures a 4. 
De plus, toutes ces quantités peuvent étre supposées positives. En 
effet, si o est négatif, il suffit de changer le signe de x, pour avoir, 
au lieu de o, — 6, savoir une quantité positive, et si l'une des quantités 
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1, w, v, par exemple 4, est négative, il suffit de substituer — x,’ + 2, 
a x, pour transformer le carré (x,— }”,-++ Ax) en un autre (7,'— 4a,—Az,)*, 
— A é&ant positif. 

Cherchons maintenant quelles valeurs doivent avoir les variables 
Ly, Lz, Ly, Z, pour que la forme (1) soit minimum en supposant 7,—=-++- 1. 
On peut toujours prendre, bien entendu, x, = 1. 

Nous avons ici deux cas a distinguer: 

1°. z, étant un nombre pair ou zéro, les valeurs minima des carrés 

(%2—44,+42,)?,  (€3-—h0,+6%)?, (&,—$a,+%,)? 

sont respectivement égales 4 4*, w?, v*. Le minimum de la forme, 
en supposant z, donné, sera 
(2) Mit wt + 4a, +0) 4K). 

De toutes les valeurs (2) correspondantes aux différentes valeurs de 
z,, celle qui correspond ai 2, = 0 est évidemment la moindre. Cette 


o 


valeur est 
3) M[2+u+24+40+4K]. 
On lobtient en supposant dans la forme (1) 
lo =4,=4,=0, 4=—1, 4=—0. 

Pour les autres valeurs des variables x, 2,, 2,, la forme (1) ne 
peut avoir une valeur égale 4 (3) que dans le cas ot l'un au moins 
des nombres 4, w, v est égal 4 $. Si, par exemple, 4 = 4, on peut 
supposer z= —1, x, = 2,0, x, = 0, pour, que la forme prenne la 
valeur (3). 

2°, x, étant un nombre impair, les valeurs minima des carrés 

(@—4a,-+-4%,)?, (%3—ha,+ 6x), (4,—f4,+72,), 
sont respectivement ({—4)*, (;— 4), (4—v)’, 2, 25, %, étant, bien 
entendu, des nombres entiers, et la valeur minimum de la forme (1) 
lorsque x, a la valeur assignée d’avance sera 
(4) MU(s—4?+ G—-eP +4G—7% +4@5+6)? + XK). 

De toutes les valeurs (4) correspondantes aux différentes valeurs 
de a,, celle qui correspondra 4 x,—=-— 1 sera la moindre. Cette 
valeur est 
(5) M [(4—4) + G--#)? + 4-7? +41 — 6)? + XK], 
et on l’aura, en supposant dans la forme (1) 

fj =t=—4=—=—1, ~&=——1, 4—1. 

Pour les autres valeurs des variables x,, x,, x,, la forme (1) ne 
peut avoir une valeur égale a (5) que dans le cas of l'une au moins 
des quantités 2, u, v est égale a zéro. -Si, par exemple, 4=0, la 
forme (1) prend la valeur (5) pour z, = —1, 7, =0, 4,=4%,=—1, 
a%=1. 
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Cela posé, M étant le minimum de la forme (1), on aura 


- ee te ee 

© 1 G—a+G-w) + G9 + 4-9) + KD. 
De plus 

(7) 324250, $>u29, $2>v>0, 


comme nous avons dit plus haut. 


De ce qui précéde il suit que toutes les équations entre les coéffi- 
cients 4, uw, v, 6, K qui résultent des représentations du minimum de 
la forme (1), pour lesquelles 2,1, équivalent a celles qu’on ob- 
tient, en convertissant quelques inégalités (6) et (7) en équations. 

Au moins cing de ces inégalités doivent étre converties en équations 
pour qu’on puisse déterminer 4, u, v, 6, K. Il suit de la que les 
équations 
[ete tetiot+K=1, 
© (4-2)? + Ga + G9)? + 49)? + K= 1 
doivent étre satisfaites, car autrement les quantités 6 et K ne peuvent 
étre déterminées. 

De plus, trois au moins des inégalités (7) doivent étre converties 
en équations. Supposons 4<u<v, ce qui est évidemment permis. 

Remarquons maintenant qu’on ne peut faire 

A=ap=—v=(Q0, 
ear il en résulterait K —0, 6 = 2, ce qui est impossible. 
On ne peut faire non plus 
A= e=v=}, 
car il sensuivrait K —0, 6 = — 1. 

On voit done que 4 doit étre égal a zéro et v = }. 

Cela posé, u ne peut pas étre égal a zéro, car, dans le cas contraire, 
les équations (8) nous donneraient 

6=1, K= 4, 
& cause de 4=0, p= 0, v=}. 

Mais, 6 ne surpassant pas }, cette supposition est impossible. 

Donec w=4. Il résulte des équations (8) que K=—}4, ¢=0. 
Ainsi nous aurons la forme extréme 
M [(%,— 425)’ + (#3 —44,+42,)? + (@,—42,+4%,)?+ f07+42/7], 


équivalente 4 V,. 


20. Maintenant nous passons au cas ov la table de la forme / 
contient la ligne 


(1) 2,1, 1, 1, 2. 
En transformant la forme f au moyen de la substitution 
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@, = 2; + as, 

Uy = X', 

ty = 23, 

hy = &y, 

i, = 2s, 

0, 1, 0, 0, 0, 
0,0, 1, 0, 0, 
0, 0, 0, 1, 0, 

et la ligne (1) se transforment respectivement dans les suivantes: 

0, 1, 0, 0, O, 


on voit que les lignes 


~ 
~~ 


~ 
~~ 


0,1 
6, 6, G, 1, G, 
©. 3, 2, 365 
Mais nous avons vu que toutes les formes extrémes dont la table contient 
ces quatre lignes sont équivalentes a V;. 


? ? 


= © 
oo 


21. Il nous reste & examiner le cas ot on a la représentation 
© 
1, B88, 2 
Nous avons les 6 lignes suivantes: 
L, By By B, & 


(1) 100 0 0 i 

(2) 0106 6.9 

(3) 001 0 0 

(4) 000 1 0 

(5) 0000 1 

(6) ee oe ay 

Supposons maintenant que l'une quelconque des autres lignes soit 
(B) &=b,, 2 —=b,, t=, =, 4 =b,. 


Il est facile de démontrer qu’aucun de ses termes n'est égal a + 2. 
En effet, soit d’abord 
b= +2. 
En changeant, s'il est nécessaire, les signes de tous les termes de la 
ligne (B), on peut faire b,==-++2. Alors aucun des nombres 6,, b,, b;, b, 
ne sera ni zéro, ni +2, car dans cette supposition on aurait le cas qui 
a été déja discuté dans les n° 19. et 20. 
Aucun de ces nombres ne sera non plus égal a — 1, car dans 

ce cas nous aurions le déterminant caractéristique 

1 2 1 2 
—1 b| }|—1 2 
qui est impossible (voir le n° 10.), 


=4, 








282 A. Korxive et G. Zonorarerr. 


Il reste & supposer 
b =b, = b= b= + 1; 

or cela est également impossible, car alors la ligne (B) devient identique 
avec la ligne (6). 

La supposition aes 
est par conséquent a rejeter. 

Supposons ensuite que, parmi les nombres 

by, by, bs, b, 

on en trouvera un égal a -++ 2. 

Soit, par exemple, ¢ 


at 


I+ 


b, > § 
comme précédemment, on peut faire 
b,=—+ 2, 
car il est permis de changer leg signes de tous les termes de la ligne (B). 

Alors aucun des nombres b,, b,, b,, b, ne sera ni zéro, ni + 2 
et, par conséquent, ils sont égaux 4 l’unité en valeur absolue. 
Or on aura dans ce cas le déterminant caractéristique 
elt 4+) 
2 b, =—4+5,, 


supérieur & 2 en valeur absolue, ce qui est impossible (n° 10.). 

Aucun des termes de la ligne (B) ne peut done étre supposé égal 
a+2. 

Nous allons maintenant démontrer que b, est égal & + 1. 

En effet, supposons le contraire. Le cas b; = + 2 étant inadmis- 
sible, il reste & supposer 

b, = 0. 

Alors au moins deux des nombres 6,, b,, b,, b, sont égaux a + 1, 
car, si un seul d’entre eux était +- 1 et les autres des zéros, la ligne 
(B) coinciderait avec une des suivantes: 


(1), (2), (3), (@)- 
Par conséquent au moins deux des nombres b,, b,, b,, b, sont 
égaux 4 +1. 
En changeant, s'il est nécessaire, l’ordre des quatres premieres 
colonnes et les signes de tous les termes de la ligne (B), ce qui ne 
change pas l’ensemble des lignes 


(1), @), (3), (4), ©), ©), 


on peut faire 


b,=+ 1. 
En supposant donc b, —+ 1, faisons dans la table de f la transformation 











x 


5 


——_— a i ain gin gain gam 
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Uy = Hy, L, = — 2{+b,%,, t= — 23+), 2,, 4 = — 2/4+),2), 
tL, = — Fs 3 

les sept lignes (1), (2), (3), (4), (5), (6), (B) seront transformées re- 

spectivement dans les suivantes: 


Ze Zs Xe x; 
(1y t & b, b, 0 
(2/ 0 —1 0 0 0 
(3) “oe ae 0 0 
(4) 0 O 0 —1 0 
(5y 0 0 0 0 —1 
(6) t a&~t £8 BPS 
(By i @ 0 0 0. 


Comme au moins un des nombres b,, b,, b, est +1 la ligne (6) 
contiendra deux fois le nombre + 2, ou zéro et — 2, et nous aurons 
le cas déja discuté. Ainsi il faut poser 


b, = +1. 


b,=-+1, 
en changeant au besoin les signes de tous Jes termes de la ligne (B). 
Maintenant aucun des nombres b,, b,, b,, b, ne sera — 1, car, 
si Pon avait, par exemple, 


Or on peut faire 


,»=—1 
2 ? 6 
on obtiendrait le déterminant caractéristique impossible 
Le seers oe 
ihe aL beh 


Ainsi, dans la ligne (B), le terme b, est + 1; parmi les autres 

by, by, by, by, ; 
quelques-uns sont des zéros et au moins un seul est égala +1. Il 
est possible aussi que tous les nombres },, b,, b,, b, soient égaux 


way, 
22. Dans le cas que nous discutons avec les lignes 
X, Hy, Xz Uy Us 





() 10000 

(2) 01000 

) 3) 0010 0 
(4) 0 001 0 

(5) ° 00001 
ek ee 


on ne peut donc combiner que les suivantes: 
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(7) 10001 

(8) 01001 

(it) is 00101 
(0) 00011 

(1) 11001 

(12) 10101 

(3) 10011 
(I) (147 O1101 
(5) 01011 

(16é) 00111 

(7) 11101 

(18) 11011 

or iE 10111 
(0) O1111 


(21) ee ee es Se 
Des 6 premieres lignes nous composons le premier groupe, de quatre 


(7), (8), (9), (10) le deuxiéme, de six (11), (12), (13), (14), (15), (16) 
le troisiéme, et de quatre (17), (18), (19), (20) le quatrieme. La ligne 
(21) n’entre dans aucun de ces groupes. 

En nous proposant maintenant de trouver toutes les formes extrémes 
f non équivalentes a V, et qui admettent les six représentations de 
leur minimum contenues dans les lignes du premier groupe, nous avons 
a résoudre le probleme suivant: 

Choisir, de toutes les maniéres possibles, parmi les 19 lignes 


(7), (8), 9), +++, G1) 
au moins neuf telles, que l’ensemble de ces lignes avec les six du premier 
groupe détermine complétement une forme extréme non équivalente a 
Y,, en supposant que son minimum MW soit donné. 
Faisons d’abord quelques remarques qui nous permettront. de diminuer 
le nombre de différentes combinaisons possibles. 


Remarque I. — Les quatre lignes du 4° groupe ne peuvent toutes 


se trouver parmi les lignes cherchées, car elles composent le déterminant 
caractéristique impossible 





(aac @ 
}1 101 | Sa 
Sete | 
ieus of (a 
Done on ne peut prendre plus de trois lignes du 4° groupe. 
Remarque II. — On ne peut prendre non plus les 4 lignes du 


2° groupe avec la ligne (21), car on aura, comme précédemment, le 
déterminant caractéristique impossible 








av 


di 
(A 














Sur les formes quadratiques positives. 





100 0-1 
91001 
0010 1\|<=—83. 
ae S 2.3; 3 
hs ee Se ee 





Remarque III. — Toute combinaison de 3 lignes du 2° groupe 
avec la ligne (21) équivaut a V’ensemble de toutes les 4 lignes de ce 
groupe. 

En effet, quelle que soit cette combinaison, elle sera transformée 
dans l’ensemble de lignes du 2° groupe par l’une des transformations 


(A) %4=2,;, Gy=—X/+2,, L=—2, +2, 4=—x/+2,, 
r= — 2X; +22’, 
(B) 4=—2'+,, 1,=2,, ty —Ly+Xy, L=—2/+2,, 
ty==— a, +2n,, 
(C) m—=—2+4%3, 2,=—2{+4+%3, t=; t= —ax{+a3, 
—-- x5 +2a;', 
(D) 4=—2,+2,, 2—=—2/+4,, 4=—2, +2, 2—=2x,, 
t= —a2, +22, 


Par exemple, les lignes (7), (8), (9), (21) seront transformées par la 
transformation (D), respectivement dans les suivantes: 


wy hy a, a; a; 
—1 0 0 O —-L 
QO —!1 0 0 —1 
0 0 —l O —1 
0 oO Ss A, 


Or ce sont précisément les 4 lignes du 2° groupe par rapport aux 
variables ; 
Wy, La, Ly, Ly, Ly» 

Remarquons encore que l’ensemble des groupes (1), (III) et (IV) 

ne sera changé par aucune des 4 transformations 
(A), (B), (C), (D). 

Remarque IV. — Silon prend toutes les 4 lignes du 2° groupe 
pour composer les lignes cherchées, on ne pourra prendre avec elles 
aucune ligne du 4° groupe. 

En effet la transformation 
T= 2, Ly,=—2{, X= Ly, M—= MX, T= x42, +44,4+2,—2, 
ne changera pas lensemble des lignes du 1* et du 2° groupe, tandis 
que les lignes (17), (18), (19) et (20) seront transformées respectivement 
dans les suivantes: 
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, , , , , 
wy Xy ty ty &, 


eo 


ee oe ee 





fae oe ee 
ete: 2S 
we a eR 


Or chacune de ces lignes contient les termes ( et 2 et conduira par 
conséquent au cas du n° (19.). 

Par la méme raison, et en vertu de la remarque ILI., on ne peut 
prendre avec 3 lignes du 2° groupe et la ligne (21) aucune ligne du 4°. 

Remarque V. — Si l’on prend les 4 lignes du 2° groupe, on 
doit en prendre au moins 5 du 3°. En effet, en vertu de la remarque II., 
la ligne (21) est & rejeter et en vertu de le remarque IV., on ne peut 
non plus prendre aucune ligne du 4° groupe. 

Donec, pour composer au moins 9 lignes, on est obligé de prendre, 
avec les 4 lignes (7), (8), (9), (10) au moins 5 du 3° groupe. 

Or il ne faut point prendre plus de 5 lignes de ce groupe, car la 
forme sera complétement déterminée par les 6 lignes du 1° groupe, 
les 4 du 2° et les 5 quelconques du 3°. 

Il est évident qu’en choisissant ces derniéres 5 lignes de toutes les 
maniéres possibles, on aura 5 formes équivalentes entre elles qui se 


réduisent l'une a l’autre par les transpositions de 2 lettres prises dans 
la suite . 


Hy Ly, Uy, Uy, 
par exemple, par le changeant de z, en x, et réciproquement. 

Il suffira done de prendre les 5 lignes quelconques des 3° groupe, 
par exemple 
Soit 

f= M (@?+22+22+4+47+2%,7) + 2an,2, + 2px, 2, 4+ 2ya,a, 
+202,%,4+2 2, 2,4 2€2,2,+2y2,%,+20%7,2,+2ix,2,+2kax,2, 
la forme cherchée. 


(11), (12), (18), (14), (15). 


En exprimant que son minimum M a les représentations contenues 
dans les lignes 


(6), (7), (8), (9), (10), (11), (12), (13), (14) et (15), 
on aura les équations 
e+ Bty+tet+f+0+ 26+y+i+h) =~ iM, 


Paste mM. M 
ae a 


M 
Q? k=—v7, 


e+d+ty=—M, B+d+i——HM, 7+6+k=——-H, 
etynti=—M, §+n+k=——HM. 
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On déduit de la 


aan Poo y=e= f=), d=y=i=k=—0—— %. 


On aura alors 


f=M(a?+22+45? +4, + 2,?—X, ©, — XX, — Wy Xs — 1, X,-+ Lym). 


Cette forme est équivalente & V, et se transforme dans V, par la 
transformation 


= 0, =X, C= — aX, %=——4, 2 = 2, + a, + By. 
De la méme maniére on obtiendra les formes équivalentes 4 V, si l’on 
prend 3 lignes du 2° groupe avec la ligne (21) en vertu de la remar- 
que III. 


Ainsi, pour avoir des formes extrémes non équivalentes & V,, on 
ne doit pas prendre plus de 3 lignes de l'ensemble 


(7), (8), (9), (10), (21). 
Remarque VI. — Comme, pour composer les lignes cherchées 


(au moins 9 en nombre), on ne peut prendre du 4° groupe que 3 
lignes au plus (remarque I.) et de l’ensemble 


(7), (8), (9), (0), (21) 
aussi au plus 3 lignes (remarque V.), il s’ensuit qu'il faut prendre au 
moins 3 lignes du 3° groupe. 


Remarque VII. — Si l’on prend 3 lignes du 4° groupe, par 

exemple ‘ 
(17), (18), (19) 

on ne doit prendre avec elles que 3 lignes déterminées du 3° groupe. 
Pour les trouver il faut, parmi les 4 premiéres colonnes dans l'ensemble 
des lignes données du 4° groupe, remarquer celle qui contient 3 unités. 

Dans le 3° groupe il faut chercher trois lignes telles, que dans 
leur ensemble la méme colonne contienne 3 unités. 

Ces 3 lignes du 3° groupe sont celles qu’on doit prendre avec les 
3 lignes données du 4°. 

Par exemple, si l’on donne les lignes 


(17) Baa S 
(18) 1 tens 
(19) 10:11 1 


on remarque d’abord que, des 4 premiéres colonnes, celle qui contient 
3 unités est la premiere. 
Dans le 3* groupe on trouve 3 lignes déterminées 


(11) 11001 
(12) 10101 
(13) ‘eee 4 


dont l’ensemble contient 3 unités dans la premiére colonne. 
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Ainsi, avec les lignes 
(17), (18), (19) 


(11), (12), (48). 


Pour démontrer la proposition énoncée, considérons le cas od |’on 
donne les lignes (17), (18), (19), car il est évident que les autres 
cas se réduisent a celui-ci par de simples transpositions des lettres 


il faut prendre 


Hy Ly, Ly, B. 
Or, si nous faisons Ja transformation 


% =X — fy — 2X3 + 4, 


ty = — &, — x, + 2, 

r= — 2 + a,» 

t= — 2, + 2;,, 

t= — &, — 2 + 2a, — x, 


les lignes (1), (5), (6), (17), (18), (19) et celles du 3° groupe 


seront transformées respectivement dans les suivantes : 


, , ’ , , 
3. 2 3 4% % 





(1) dans---1 0 0 O O 

(5) , o-2 © 6 TY 8 

(6) - eee a e. 8 

(17) ” a i ei 

(18) ° “eo oe 2 86°'® 

(19) ° a a ee, 

(11) . — ae 

(12) . "i ote tule keh sta 

(13) ‘ eee ee : 
(14) 3 (o Qiegt qnly IlI* groupe. 
(15) > ‘_ =<. 2s 

(16) a ee Qeigr gg 


On voit d’abord que les 6 lignes du 1* groupe figureront aprés la 
transformation. Ensuite on remarque que la ligne (16) est a rejeter, 
car, aprés la transformation elle contiendra les termes 0 et 2 (le cas 
du n° 19.). 

Les lignes (14) et (15) sont également impossibles, car chacune 
delles étant transformée contient le terme 0 dans la méme colonne od 
se trouve le terme 2 de la ligne 


2412 


(voir le n® 21.). 








iT 


ee ee a 








n 


e 
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Restent du 3° groupe comme possibles et obligatoires (remarque VI.) 
les lignes 
(11), (12), (13). C. q. f. d. 
Ayant fait ces remarques, nous passons 4 la recherche des formes 
non équivalentes 4 V, et qui ont les 6 représentations de leur minimum 
contenues dans les lignes du 1* groupe. Comme il est nécessaire de 
prendre 3 lignes du 3° groupe (remarque VI.), nous distinguerons 
deux cas: 
1°. Lorsqu’on n’en prend que 3 seulement; 
2°, Si l’on prend plus de 3 lignes du 3° groupe. 
Dans le premier cas, pour composer les lignes cherchées, il nous 
en faut choisir encore au moins 6. Or on n’en peut prendre du 4° 
groupe plus de 3, ainsi que de l’ensemble 


(7), (8), @), (10), (21) 
(remarque V.). Par conséquent, il faut nécessairement choisir 3 lignes 
du 4° groupe et 3 de cet ensemble. 
Comme il est indifférent quelle réunion de 3 lignes du 4° groupe 
nous choisissons, on peut prendre (17), (18), (19). Avec elles seule- 
ment sont compatibles les 3 lignes du 3° groupe 


11), (12), (13 
(remarque VII.). (11), (12), (13) 


Nous avons encore 4 assigner 3 lignes de ]’ensemble 
(7), (8), (9), (10), (21). 
Or, quel que soit notre choix, une des transformations 
(4), (B), (©), D) 
(remarque III.) changera les lignes choisies en 3 lignes du 2° groupe. 
Aprés cela on prendra, parmi les lignes transformées du 3° et 
du 4° groupe celles qui sont identiques avec les suivantes: 


i 1 © @41 
: &4 84 
a ee Se 
= 
7) ee 
ae et Bb ce 


De cette maniére on peut faire abstraction de la ligne (21) et 
choisir avec les lignes 


(11), (12), (13), (17), (18), (19) 
3 lignes du 2° groupe. 
Or ce choix peut étre fait de deux maniéres différentes: 
1°, On peut prendre les lignes 
(8), (9), (10); 
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2°. Ou les lignes 
(7), (8), (9). 
Les autres combinaisons se réduisent & ces deux-la. 
La réunion 
(8), (9), (10), (11), (12), (13), (17), (18), (19) 


détermine (comme dans la remarque V.) la forme 
Z=M (4? + 2, + 25? +2, + 2? — $4, %, — 4x, %,— 44,4, — 2,2, 
+ 4%, % + 42.2, + $22, — €,x, — X,%, — X,2,), 
qui est extréme (n° 4.) et non équivalente a V,. 
La réunion ‘ 


(7), (8), (9), (11), (12), (13), (17), (18), (19) 


donne la forme 
M (u,? + 2? + 2,’ + 2, + 2,” — 2,4, — ym, — 2%, — 2%) 

équivalente & V, et qui se transforme dans V, par la transformation 
2=—t{—4,, %=2,, %—2,, t=——4,, 1,—=—2,+2,'+ ay. 
Cette forme est par conséquent 4 rejeter. 

Ainsi, dans le cas que nous étudions, on obtient une seule forme 
Z, qui répond a la question. 

Considérons maintenant le cas ot !’on prend plus de 3 lignes du 
3° groupe. 

Comme, de |’ensemble 

(7), (8), (9), (10), (21) 


on ne peut choisir plus de 3 lignes, il en faut prendre au moins 6 du 
3° et du 4° groupe. 


Ainsi, avec 4 du 3°, il faut en prendre au moins 2 du 4° et, avec 
5 du 3° au moins 1 du 4°. 


Or on peut prendre 4 lignes du 3° groupe de deux maniéres dif- 
férentes : 


La premiére est représentée par la combinaison 


(g) (11), (12), (13), (14); 
la seconde par la combinaison 
(h) (11), (12), (15), (16). 


Toutes les autres se réduisent i ces deux. 
Si Yon prend 5 lignes du 3¢ groupe, on aura la combinaison 


(k) (11), (12), (13), (14), (15), 


les autres se réduisant a celle-ci. 
Les 6 lignes du 3° groupe donnent, bien entendu, la combinaison 
(1) (11), (12), (13), (14), (15), (16). 








(11) 
(12) 
(13) 
(14) 
(15) 
(16) 
(17) 
(18) 
(19) 
(20) 
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combinaisons 


des transformations 


dans les suivantes: 


(7), 


(A), 


(8), 


(h), 


(B), 
(remarque III.), contiendra 3 lignes de ce groupe. 

Remarquons encore que les transformations 
(B), 


ne changent pas le premier groupe, ainsi que l'ensemble 





(9), 


(k), 


(10), 


(C), 


(C), 


(1), 





(A) | (B) (C) 
Wy! a! Ly Dy Ls, Wy Le Hy LyX, | Wy’ Xo’ Ly Ly Xs" 

(11) se change een |1 0 111\;0 121141;)110 
—_—o  . pp ICO t tit © ere 

e PO: eee eae 2 ea ei eS 
PR eae a Pe oh 

a i.  -  » OTe. ti ss Cee 
mc. » » @OLl 1/0 OFT Rees 3 
>). <«--5s++0011/01011/1¢60@1 
ll [ae "lroroijorzoaiige 

; 0%, » » |11001;10111)011 
a . sforiailr1001i1 04 








(D) 


(D) 


(21). 


Quant aux lignes du 3° et du 4° groupe, elles sont transformées 


cOr|Orrr eH oO 


a ee ee ee 
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Il est facile de faire voir maintenant que chacune de ces quatres 


(g), 


prise avec un nombre nécessaire des lignes du 4° groupe, aprés l'une 


(A), 


(D) 


, ’ , , , 
UH, Ly Lz Hy 4, 








sHcor|rroorr 


oror Oe K Cre 


oorr| Orr KK Oo 


La combinaison (g) aprés la transformation (A) contiendra 3 lignes - 


& 4 unités (du 4° groupe). 


La combinaison (h) avec une quelconque des lignes 


(17), (18), (19), (20) 


(et il faut en prendre au moins deux) donnera, aprés lune des trans- 
(D), 


Les combinaisons (k) et (1) contiendront aprés la transformation 
(A) 3 lignes avec ce nombre d’unités. 


formations 


3 lignes a 4 unités. 


du 4° groupe. 


(A), 


(B), 


(C), 


Ainsi on aura toujours 3 lignes 


Or, avec elles, il est nécessaire de prendre 3 lignes déterminées 
du 3° groupe et l’on sera conduit au cas précédent. 


On obtient donc 
toujours la forme Z comme le résultat de cette recherche. 


ae ee et ot 
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23. De tout ce que nous avons dit des formes a cing variables, 
il suit que, pour le déterminant donné — JD, il existe 3 formes ex- 


~ 


trémes 4 cing variables 


>/ D- ‘ 
O,=2YV - P+ al + G4 HP 44,2 44,2, +L, Uy 4, 0,42, 2, 
FX, H3 + LyX, +X, X;-+- 13%, + X,X,-+4+ 4,75), 
°/2°D 
i= ¥ = (2? 24° eg? Hy? @,?— 40, Ly — FX, L,— 4X, X,— $2, Hy 
T+ 4% _%3 +} 02%, —X,%; + 423%, —Xy%,— 2, Hs), 
‘—— 
V.= V 29D (xy? + Hy? ay? UH? + %, 23+ 2X, + 1,2, %,0, 
F hg LU; + Hy, LyX, XH, 





Comme V, a le minimum j/8 D, plus grand que celui de U, et 
de Z, il suit du n° 7 que la quantité 


3D 
est la limite précise des minima des formes 4 cing variables du déter- 
minant — D. 

















Ueber den Verlauf der Abel’schen Integrale bei den Curven 
vierten Grades. 


(Zweiter Aufsatz.) 


Von Feuix Kier in Miinchen. 


(Hierzu eine lithogr. Tafel.) 


In der ersten unter dem vorstehenden Titel erschienenen Mittheilung 
(diese Annalen Bd. X, p. 365 ff.) habe ich fiir die verschiedenartigen 
Curven vierten Grades, welche reelle Ziige besitzen, im Anschlusse 
an eine bestimmte Zerschneidung der zugehérigen Riemann’schen 
Fliche reelle Normalintegrale hergestellt, ihren Verlauf im Allgemeinen 
beschrieben und Schliisse auf die Realitit gewisser Beriihrungscurven 
gemacht. Dabei bin ich aber noch nicht auf eine Discussion der- 
jenigen Fragen eingegangen, welche mit der Aufstellung der soge- 
nanuten ©-Charakteristiken zusammenhingen. Eben diese werde ich 
im Nachstehenden angreifen und im speciellen Kalle erledigen, insofern 
ich wenigstens fiir die viertheilige Curve und diejenige Zerschneidung 
der zugehérigen Riemann’schen Fliche, die ich in der friiheren Arbeit 
angab, den in Betracht kommenden ausgezeichneten Beriihrungskegel- 
schnitt bestimme und die Charakteristiken, welche den einzelnen Doppel- 
tangenten beizulegen sind, wirklich anschreibe. 

Die Methode, deren ich mich dabei bediene, ist im Wesentlichen 
dieselbe, welche ich in dem friiheren Aufsatze gebrauchte: die Methode 
der Continuitiéit. So wie ich dort die allgemeine Curve vierter Ord- 
nung aus dem Kegelschnittpaaré-entstehen liess, so jetzt aus einer 
symmetrisch gestalteten Curve, oder aus einem hyperelliptischen Grenz- 
falle. KEigentliche hyperelliptische Curven vierter Ordnung vom Ge- 
schlechte p = 3 giebt es bekanntlich nicht; aber man kann .eine Curve 
vierter Ordnung, die in einen doppeltzaéhlenden Kegelschnitt mit acht 
Scheiteln (sommets, Verzweigungspunkteh) ausgeartet ist, als solche 
auffassen. - Die Betrachtung solcher mehrfacher Curven, die in der 
Theorie der Curvensysteme lingst iblich ist, scheint fiir Fragen der 
hier vorliegenden Art in der That von weitreichendem Vortheile. 

Kin analoger Uebergang zu einem doppeltzihlenden Kegelschnitte 
kann auch bei den Curven vierter Ordnung, welche weniger als vier 
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Ziige besitzen, bewerkstelligt werden und man kann an diesen Ueber- 
gang ganz ihnliche Schliisse kniipfen. Nur werden von den acht 
Scheiteln, die der Kegelschnitt tragt, einige imaginir sein. Da ich in 
der weiteren Darstellung hierauf nicht mehr zuriickkomme, so bemerke 
ich nur, dass der Zeuthen’sche Satz, dem zufolge eine Curve vierter 
Ordnung immer vier reelle Doppeltangenten besitzt, sich dann als un- 
mittelbare Consequenz der Thatsache ergiebt, dass acht reelle oder 
imaginare (doch paarweise conjugirt imaginire) Punkte immer min- 
destens vier reelle Verbindungsgeraden haben; auch ergiebt sich ohne 
Weiteres, dass immer vier Doppeltangenten ,,von der ersten Art“ sind. 


§ 1. 
Die Curve vierter Ordnung. Imaginire Bestandtheile der 
Integralwerthe. 


Statt der viertheiligen Curve vierter Classe, welche ich in dem 
friiheren Aufsatze betrachtete, werde ich im Folgenden, unter Benutzung 
resp. Uebertragung der damals abgeleiteten Resultate, die viertheilige 
Curve vierter Ordnung in der von Pliicker gegebenen Gestalt benutzen; 
sie ist fiir die hier zu verfolgenden Zwecke iibersichtlicher, insofern 
nicht mehr, wie damals, eine explicite Betrachtung imaginirer Ele- 
mente eintreten soll. 

Dem entsprechend sollen die vier Ziige der Curve (siehe lithogr. 
Tafel Fig. 1) mit J, IZ, III, IV bezeichnet sein; die beigesetzten 
Pfeile geben diejenigen Richtungen an, welche als positiv zu gelten 
haben. Unter 3; (k = 1, 2,3) werden die iiberall endlichen Integrale 
verstanden, wie sie in dem vorigen Aufsatze als Normalintegrale ein- 
gefiihrt wurden, und ai;, dex, @sx, daz sollen die (in unserem Falle 
reellen) Periodicitaétsmoduln bedeuten, welche 9, ergiebt, wenn es im 
positiven Siune an den Ovalen J, IJ, III, IV vorbeigeleitet wird. 
Zwischen ihnen hat man die Relation*): 


Ark + dak + Asx + Qi, = 0. 


*) Von dieser Relation kann man sich folgendermassen Rechenschaft geben, 
ohne die zur Curve gehérige Riemann’sche Fliche zu betrachten. Man nehme 
auf jedem der Ovale J, IZ, III, IV einen festen Punkt an und wihle diese vier 
Punkte als Grundpunkte eines Kegelschnittbiischels. Jeder Kegelschnitt desselben 
schneidet das einzelne Oval in noch einem beweglichen Punkte, und lisst man 
einen dieser Punkte sein Oval in positivem Sinne durchlaufen, so geschieht das 
Entsprechende von Seiten der iibrigen. Werden nun die vier beweglichen Punkte 
in einer Lage mit a,, a, @;, 4, in einer anderen mit b,, b,, b,, by bezeichnet, 
so ist nach dem Abel’schen Theoreme: 


by b; 


LU Un 
0= fat fa. + fart far. 
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Als untere Grenze der Integrale wihle ich einen beliebigen Punkt 
des Ovales IV, etwa uw, wie es in Fig. 1. angegeben ist (weiterhin 
werde ich dem w eine noch speciellere Lage ertheilen). Die Tangente 
in w schneidet die Curve noch in zwei weiteren Punkten a, 6. So 


setze ich 
¢ 8 
J d% + fax= C , 
“ “ 


wo die vorkommenden Integrale in der Weise gebildet sein sollen, wie 
es bei Fig. 1. am einfachsten scheint: Beidemal werde das Integral 
von w beginnend lings des Ovales IV hingeleitet, und zwar das eine 
Mal in positiver Richtung bis 6, das andere Mal in negativer Richtung 
bis «. Die C, sind dann vollig bestimmte, reelle Gréssen. Sie treten als 
Constanten beim Abel’schen Theoreme auf. Sind nimlich 2,, --- 7m 
diejenigen Punkte, in denen die Curve vierter Ordnung durch eine 
Curve m'e* Ordnung geschnitten wird, so hat man: 


Tim 


x, 2, 
J as + fast -- fay=m- Cy. 
ra rr i 


Die Entwickelungen des vorigen Aufsatzes gestatten namentlich 
auch, die imaginiren Bestandtheile anzugeben, welche die Integrale 
Xx, modulo 2iz, erhalten, wenn man sie vop mw zu einem anderen 
reellen Curvenpunkte hinerstreckt. Es sind, je nachdem der betr. Punkt 
der Ovalen J, --- IV angehdért, die folgenden: 


1| mw wiiv 


3, | 62% 0 | O 0 


Hieran schliessen sich nun zwei, fiir das Nachstehende fundamentale 
Folgerungen. 

A. Ich betrachte zuvérderst diejenigen Argumente, welche, bei der 
hier gewihlten unteren Grenze, den 28 verschiedenen Doppeltangenten 
beizulegen sind (als Summen der zu ihren Beriihrungspunkten hinge- 
leiteten Integrale). Wenn x, y die Berihrungspunkte einer Doppel- 
tangente bezeichnen, so ist, nach dem Abel’schen Theoreme 


und hieraus folgt die Relation des Textes, wenn man die b durch die betr. Ovale 
hindurchwandern lisst, bis sie wieder mit den a zusammenfallen. 
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if ¥ 
2(fax+ fas)= , 
& i 


x y 

. - . 2 C P 
Jaget fad aor 
ue ie 


wo , eine halbe Periode bedeutet. Wir werden uns dieselbe, wie in 


dem vorigen Aufsatze, in der Form geschrieben denken: 


P 1 : 
y= _T (im Bra + mM, Boe + ms Bs + Met Goer + Gy 4x); 
wo die Zahlen: 
M,, Mo, M3, G1, Yo» Ws 


allgemein zu reden, die Werthe 0, 1 annehmen konnen, und die Be- 
deutung der f;, durch folgende Tabelle gegeben ist: 


| 














| Bre | Bor | Bax 
k=1| 2ix | 0 Kz 
aged 0 | ix | O- 
k=3/ 0 | 0 | 2ix 


wahrend die ajx Yveelle Gréssen vorstellen. Von den 64 + die es 


iiberhaupt giebt, werden nur 28 fiir die Doppeltangenten benutzt; welche, 
ist zunichst unbekannt. Aber wir kénnen wenigstens die Werthe der 
zugehérigen m,, m,, m, unmittelbar angeben, insofern nur von ihnen 
die imaginiren Bestandtheile abhingen, welche die Doppeltangenten 
aufweisen, und wir diese imaginiren Bestandtheile in der Figur ablesen 
kénnen. 

Offenbar namlich erhalten die vier Doppeltangenten erster Art, 


diejenigen, welche dasselbe Oval zweimal beriihren, reelle Integral- 
summen; fiir sie also ist: 


m,, m,, m, =O, 0, 0. 


Fiir diejenigen Doppeltangenten dagegen, welche das Oval IV und 
andererseits bez. I oder JI oder III beriihren, findet man 


m,, M,, ms, bez, gleich 1, 0, 0, 
0, 1, 0, 
eA 


Endlich fiir diejenigen Doppeltangenten, welche zwei der drei Ziige 
‘I, II, III berihren, ergiebt sich bez. : 








ke! 
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‘ My, M,, m=O, 1, 1, 
= 1, 0, 1, 
=1,1, 0. 
B. Die zweite Folgerung, welche wir an die Tabelle der imagi- 


niren Bestandtheile kniipfen, bezieht sich auf das Jacobi’sche Um- 
kehrproblem. Das Punktetripel x, y, z, welches durch die Gleichungen’: 


F y 2 
' faxt dS + J d% = 
i : ; 


definirt wird, ist, nach meiner friiheren Angabe, dann und nur dann 
reell, wenn die v,, modulo 2iz, die imaginiren Bestandtheile 0 oder — 
ix aufweisen. Fiir die hier vorliegende, viertheilige Curve kénnen 
wir sofort die folgenden, niheren Bestimmungen zufiigen, deren Richtig- 
keit sich unmittelbar ergiebt: 
1) Wenn die imaginiiren Bestandtheile der v unter eins der folgen- 
den vier Schemata fallen: 
0, te, tz, 
ix, O, ia, 
im, im, QO, 
im, im, im, 
so sind die drei Punkte x, y, 2 einzeln reell und liegen auf drei ver- 
schiedenen Ovalen, niimlich bez. auf IJ, III,*«IV oder II, I, IV 
oder I, II, IV oder I, II, III. 
2) Wenn aber die imaginiiren Bestandtheile der v resp. gleich sind 
is, & 9%, 
0, ix, 0, 
6, Gta, 
0, 0, 0, 
so ist nur einer der drei Punkte x, y, 2 nothwendig reell und bez. 
auf dem Ovale J, IJ, III, IV befindlich; die beiden anderen Puukte 
kénnen conjugirt imaginir sein; sind sie aber reell, so liegen sie ge- 
meinsam auf einem, iibrigens beliebigen Ovale. 


§ 2. 
Beriihrungskegelschnitte. 


Bei der Lésung des Umkehrproblems durch 9-Functionen er- 
scheinen die Integralsummen 


je *, n 
fawt fast fas 
7 7 “ 
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um bestimmte (nur von uw abhiingige) Constante K, vermehrt, deren 
Bestimmung nach Clebsch-Gordan folgendermassen formulirt werden 
kann*). 

Durch die Punkte «, 8, in denen die Tangente des Punktes u 
die Curve vierter Ordnung abermals trifft, kann man Kegelschnitte 
legen, welche die Curve in drei weiteren Punkten beriihren. Ihre Zahl 
ergiebt sich zuniichst gleich 64; aber 28 derselben sind uneigentliche, 
insofern sie in die Tangente des Punktes w und je eine der 28 Doppel- 
tangenten zerfallen. Es bleiben 36 eigentliche Beriihrungskegelschnitte, 
und unter ihnen ist einer, welcher der ausgezeichnete heissen soll. Er 
ist dadurch bestimmt, dass seine drei Beriihrungspunkte c der trans- 
scendenten Gleichung geniigen: 


o( fax) = 


M 
und nennt man diese Beriihrungspunkte einzeln ¢,°, ¢,°, ¢,°, so ist die 
in Rede -stehende Constante: 


P I ‘ 


Es ist eine der uns vorliegenden Aufgaben, diesen ausgezeichneten 
Kegelschnitt (deren Lage iibrigens mit der Zerschneidung der Riemann’- 
schen Flaiche wechselt), in der Figur nachzuweisen. Reell wird er 
jedenfalls sein; denn nach den im vorigen Aufsatze entwickelten An- 
schauungen sind die 64 eigentlichen und uneigentlichen Beriihrungs- 
kegelschnitte, von denen eben gesprochen wurde, alle reell. 

Orientiren wir uns zunichst iiberhaupt hinsichtlich der Lage der 
36 eigentlichen Beriihrungskegelschnitte. Sind c,, c,, c, die Beriihrungs- 
punkte eines solechen, so hat man 


4 3 & 7 B 
2 (fax+f d+ f d3)+ ] d% + fag — 2¢,, 
rr a “i ke ke 
oder, da 
“ 3 
fax+ dX, = Cy; 
“ “ 


. ~ ? ~ * - C, P 
J axt fawt fax=i+4- 
“u Me M 


*) Vergl. hier und im Folgenden: Clebsch Vorlesungen tiber Geometrie, 
herausgegeben. von F, Lindemann, oder auch: H. Weber, Theorie der Abel’- 
schen Functionen vom Geschlechte 3. (Berlin 1876.) 
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Ueber Abel’sche Integrale. 


Setzen wir hier fiir = die 64 Werthe ein, deren es fahig ist: 


P41 
= _ (mM Bret m, Bort Ms Bse+ Vet G2 C22 +4; A8) , 


so erhalten wir neben den 36 eigentlichen Beriihrungskegelschnitten 
noch einmal die 28 Doppeltangenten. Es fillt dann einer der drei 
Beriihrungspunkte, etwa c,, in mw zurtick; das auf ihn beziigliche In- 
tegral kommt in Wegfall; und die beiden anderen ¢,, c, sind die Be- 


riihrungspunkte der betr. Doppeltangente. Diejenigen Werthe von = 


also, welche bei den Doppeltangenten schon auftreten, kommen bei den 
eigentlichen Beriihrungskegelschnitten nicht mehr vor; wir wollen sie dem- 


entsprechend fortan mit < bezeichnen. Die Werthe der Zahlen m,’, 
m,, ms, welche sich bei den =. einstellen (ich accentuire fortan die 
m, q, wosie sich auf eine Periode P’ beziehen), haben wir bereits so- 
eben (§ 1.) bestimmt; es waren bez. je viermal dir folgenden Zahlen: 

;, eh ae 

eS ¢ 0 4% t, 4, 

aah “se kee 


Zu jedem Werthsysteme der m gehéren aber im Ganzen acht halbe 
Perioden, weil die Werthe von q,, q., g; noch beliebig sind. Dem- 
nach hat man den Satz: 

Die 36 eigentlichen Beriihrungskegelschnitte vertheilen sich auf sieben 
Gruppen von je vier und eine Gruppe von acht. Die zugehirigen = 
besitzen néiimlich je viermal eins der sieben angefiihrten Werthsysteme 
der m, und achtmal tritt das Werthsystem 


m,, mM, m,=1, 1, Ll 
auf. 

Es sind insbesondere die acht Kegelschnitte der letzten Gruppe, 
auf die wir weiterhin unsere Aufmerksamkeit zu richten haben. Die 
Summen der zu ihren Beriihrungspunkten hingeleiteten Integrale haben 
alle den imaginaren Bestandtheil iz; die Beriihrungspunkte sind also 
einzeln reell und sind auf die Ovale I, JJ, III vertheilt, nach den 
Ausfiihrungen des § 1. Hiernach ist die Lage der acht Kegelschnitte 
in der Figur leicht anzugeben. Man denke sich einen Augenblick die 
Ovale I, II, III in isolirte Punkte zusammengezogen. Dann giebt 
es einen Kegelschnitt, der durch sie und durch @ und # hindurchgeht. 
Er spaltet sich in acht, sobald man statt der isolirten Punkte (zunichst) 
kleine Ovale setzt, insofern man willkiirlich bestimmen kann, ob das 
Oval mit dem Kegelschnitte einen inneren oder dusseren Contact be- 
sitzen soll, 
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§ 3. 
Bestimmung der Constanten K;. 
Ich will die halbe Periode, welche dem ausgezeichneten Kegel- 


schnitte zugehért, mit Po bezeichnen. Dann erhalten die Constanten 
K;, die Werthe: 
C, = Po ; 


» z ”» 
o 


- 


K.=-— 


oder auch, da es auf ganzzablige Multipla der Perioden nicht ankommt: 


C, P 
2 v 7 2 


Addiren wir sie zu den Argumenten, die wir oben (§ 1.) den Doppel- 
tangenten beilegten: 





k, = — 


C, P’ 


so entstehen die sogenannten Charakteristiken der Doppeltangenten : 
: P'+P _ P” 


deren schliessliche Bestimmung unsere Hauptaufgabe ist. 
Zuvorderst werde das K;,, bez. das - gesucht. Ich benutze dazu 
zweierlei Methoden. Es sei 


. ee 
2 =e (Bre + m,° Box + ms? Box F 9° are + 9° dae + 95"as2)- 





So bestimme ich zuniichst m,°, m,°, m,°, indem ich davon ausgehe, 
dass die Charakteristiken der Doppeltangenten, +, bekanntlich wn- 
gerade sind, d. h. dass fiir die in ihnen auftretenden Zahlen m”, q” 


my” ay” + my” do” + ms" gq,” =1 (mod 2). 

Sodann bestimme ich q,°, g,°, q,°, indem ich die seither betrachtete 
Curve vierter Ordnung in eine andere iibergehen lasse, bei der die 
Ovale I, II, III eine gegen das Oval IV symmetrische Lage haben. 
Die Betrachtung dieser neuen Curve wiirde auch sofort m,°, m,°, m," 
liefern; aber ich zog es vor, so lange es ausreichte, an der urspriing- 
lichen Curvenform festzuhalten. Hierin liegt auch der Grund, der mich 
bestimmte, die weiterhin so bequeme hyperelliptische Curve erst im 
folgenden Paragraphen einzufiihren. 


1) Da < eine ungerade Charakteristik sein soll, so diirfen die 
zugehérigen m,”, m,”, m,” nicht zugleich Null sein. Die Zahlen m,°, 


m,°, m,°, welche in ae auftreten, diirfen daher nicht gleich sein einem 











= se a = Sy eS oD Dm ee lA 
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der Zahlensysteme m,’, m,’, m,, welche bei den = vorkommen, Da- 
her ist nothwendig: 

m,°, m,°, m,° = 1,1, 1, 
und der ausgezeichnete Beriihrungskegelschnitt gehért also, wie gleich 
hier hervorgehoben sei und schon oben angedeutet wurde, zu der 
Gruppe der acht Beriihrungskegelschnitte, deren jeder jedes der drei 
Ovale I, II, III beriihrt. 


2) Die symmetrisch gestaltete Curve, in welche ich nunmehr die 
seither betrachtete iibergehen lassen will, ist in Fig. 2 gezeichnet. 
Sie entsteht aus der urspriinglichen Curve folgendermassen. Man lése 
die vier Ovale I, IZ, III, IV bez. von den Doppeltangenten erster 
Art ab, so dass vier isolirte Doppeltangenten entstehen. Sodann pro- 
jicire man die Figur in der Art, dass die eine Doppeltangente unend- 
lich weit riickt, wiihrend die anderen ein (in unserem Falle) gleich- 
seitiges Dreieck bilden. Die Doppeltangenten, welche in der neuen 
Figur mit 1, 2, 3 bezeichnet sind, sind diejenigen, welche friiher die 
Ovale IZ, I, IV je zweimal beriilrten; die unendlich ferne Doppel- 
tangente ist aus derjenigen entstanden, welche sich an IJJ anschmiegte. 

Bei dem geschilderten Aenderungsprocesse bleibt, wie ich in dem 
vorigen Aufsatze nachwies, die Zerschneidung der Riemann’schen 
Fliche, die Definition der Normalintegrale etc. ungetindert. Es bleiben 
daher auch die Charakteristiken der Doppeltangenten die alten. An- 
dererseits sind wir jetzt, bei der Symmetrie der Figur und der sym- 
metrischen Benutzung, welche ihre Bestandtheile bei Definition der 
Normalintegrale erfahren, in der Lage, die Charakteristiken der vier 
Doppeltangenten erster Art ohne Weiteres anzugeben. Die zugehdri- 
gen Zahlen m,”, m,", m,” sind jedenfalls 1, 1, 1; denn m,°, m,°, m,° 
wurden = 1, 1, 1 gefunden, wihrend (§ 1.) m,, m,', m,' fiir die Doppel- 
tangenten erster Art — 0,0, 0 waren. Fiir die Zahlen q,”, g,”, g,” 
bleiben daher nur noch die vier Méglichkeiten 


10.0 
010 
001 
111 


und bei der Symmetrie der Figur ist nicht fraglich, wie sich diese 
Méglichkeiten auf die vier in Betracht kommenden Doppeltangenten 
vertheilen. 

Dieses Resultat muss auch fiir die urspriingliche Curve gelten. Ich 
benenne bei ihr, was am bequemsten scheint, die Doppeltangenten 
erster Art fortan nach demjenigen Ovale, welches sie beriihren. Dann 
hat man also folgende Charakteristiken: 
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I 111,010 
II 111, 100 
WI 141, 111 
IV 111, 001. 


Zieht man von diesen Charakteristiken resp. den Grossensystemen, die 
sie vertreten, diejenigen Argumente ab, welche den betr. Doppeltan- 
genten anfanglich (§ 1.) von uns beigelegt wurden, so erhalt man die 
Constanten KK; resp. das #e. Aber die Argumente, welche urspriing- 
lich der Doppeltangente JV beizulegen waren, sind einfach anzugeben : 
es sind geradezu die Constanten Cs Um dies deutlich zu sehen, lasse 


man w, dessen Lage noch beliebig war, tiber das Oval JV, etwa nach 
rechts hin, hinwandern, bis es in den niichstgelegenen Beriihrungs- 
punkt der Doppeltangente IV hineinfallt. Auf dem Wege hat es einen 
Wendepunkt und in demselben das zugehdrige « iiberschritten; fortan 
ist, sofern wir an der alten Definition des C, festhalten, nicht nur 


f sondern auch f in positivem Sinne an dem Ovale IV vorbeizuleiten. 
“ f 
Sowie w in den einen Beriihrungspunkt der Doppeltangente IV riickt, 


fallen a und # in den anderen Beriihrungspunkt zusammen; das f wird 


C, 
also mit dem i identisch, jedes einzelne also gleich — , da die Summe 


der beiden = C, gesetzt war. Aber zugleich adhe alsdann die Inte- 


1 

graie > P 
J d% oder fax 
“ Ke 


die Argumente vor, welche der Doppeltangente JV beizulegen sind 
(denn der andere Beriihrungspunkt von JV fiallt ja mit w» zusammen); 


C, 
diese Argumente werden also gleich den > , wie behauptet wurde. 
Die Charakteristik 
111 001, 


welche wir der Doppeltangente IV beilegten, vertritt die Gréssen- 
systeme: 


: (Biz + Bor + Bsr + asx); 
wir erhalten daher fiir die Constanten K, die Werthe 


Kp—— 2 +4 Girt bt P+ an), 








ode 
gebe 


Die 


ee ae th a i fi” a ee 
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oder, mit anderen Worten, das Po 


3 st durch das folgende Symbol ge- 












































geben: 
111, 001. 


§ 4, 
Die hyperelliptische Curve. Bestimmung der Charakteristiken und des 
ausgezeichneten Kegelschnitts. 


Ich werde jetzt die bisher betrachtete Curve vierter Ordnung in 
einen doppeltzihlenden Kegelschnitt iiberfitihren und an ihm die noch 
fehlende Bestimmung der Charakteristiken der 24 Doppeltangenten 
zweiter Art und des ausgezeichneten Beriihrungskegelschnittes durch- 
fiihren. Zu dem Zwecke sollen p, q, 7, s die vier Doppeltangenten 
erster Art bedeuten, 2 = 0 sei der Kegelschnitt, welcher durch ihre acht 
Beriihrungspunkte hindurchgeht. So kann man die Gleichung der ur- 
spriinglichen Curve in die Form setzen: 

p = Q? —Apqrs =0. 
In ihr betrachte man 4 als einen Parameter, den man allmiahlich zu 
Null werden lisst. Die Curve vierter Ordnung geht dann in bekann- 
ter Weise in diejenigen vier, doppelt zu ziahlenden, Segmente von 
Q = 0 tiber, welche bez. durch p, q, r, s abgeschnitten werden, wie 
Fig. 3 erliiutert. S 

Die 28 Doppeltangenten der C, verwandeln sich dabei, ohne unbe- 
stimmt zu werden, in die 28 Verbindungsgeraden der 8 Scheitel (der 8Seg- 
ment-Endigungen), welche Q tragt. Ich will annehmen, dass der Punkt 
uw wihrend des Grenziiberganges fortwihrend die besondere Lage bei- 
behalten habe, welche wir ihm soeben (§ 3.) ertheilten. Dann ist er 
schliesslich in einen der beiden Grenzpunkte des Segmentes IV iiber- 
gegangen (vergl. die Fig.), waihrend «, B in den anderen Grenzpunkt 
desselben Segmentes zusammenfallen. Die beriihrenden Kegelsehnitte, 
die wir zu construiren haben, gehen dann also durch diesen Scheitel 
a, 6B hindurch und beriihren in ihm die Doppeltangente IV. Insbe- 
sondere die acht Kegelschnitte der ausgezeichneten Gruppe, sind ihrer 
Lage nach leicht vollig zu bestimmen. Offenbar sind sie in diejenigen 
acht Kegelschnitte der genannten Eigenschaft iibergegangen, welche von 
den begrenzenden Scheiteln der Segmente I, II, III je einen enthalten. 

Betrachten wir jetzt die lings der Curve erstreckten iiberall end- 
lichen Integrale. Man kann dieselben, indem man den constanten 


Factor 27/4 im Zahler zusetzt, folgendermassen schreiben : 


°2Vi -\eada|-u, 2Vi -\exda\-u, 
nf apa 38 1 
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Setzt man hier fiir Q seinen Werth: 
Q=Yya-pars 


und lisst dann 4 =O werden, so erhilt man die hyperelliptischen 


Integrale: 
Ps |cadx|-u, 
—— ag ’ 
, Voqrs - Zc; Oa, 


welche lings des Kegelschnittes Q = 0 erstreckt sind und an den acht 
Stellen 





pars=0 
Verzweigungen aufweisen (also vom Geschlechte 3 sind). 

Entstand ein solches Integral auf die angegebene Weise aus dem 
Normalintegrale 3, so soll es wieder S;, genannt sein; ebenso sollen 
die Gréssen a;; ihre friihere Bedeutung behalten. Fithrt man 9, lings 
des reellen Kegelschnittes Q hin, so erhilt man bald reelle, bald rein 
imaginiire Zuwiichse, je nach dem Vorzeichen des unter dem Quadrat- 
wurzelzeichen stehenden Productes pqrs: innerhalb derjenigen Segmente 
von 2, welche von reellen Punkten der urspriinglichen Curve doppelt 
iiberdeckt sind, erweisen sich die Zuwiichse als reell, innerhalb der an- 
deren ‘als rein imaginir. Achten wir also jetzt, da die imaginiiren 
Bestandtheile der Integrale S$; bereits in den friiheren Paragraphen 
genugsam beriicksichtigt sind, nur auf die reellen Bestandtheile der- 
selben, so erhalten wir das in Fig. 4°"gegebene Schema, in welchem die 
beigesetzten Argumente sich jedesmal gleichzeitig auf die beiden einan- 
der folgenden Scheitelpunkte ‘beziehen. In dieser Figur nun lesen wir 
ohne Weiteres die Beantwortung der noch ausstehenden Fragen ab. 

Zuniachst erfahren wir die Argumente 

C ’ 
; + - ™$ 





welche die einzelne Doppeltangente bei der hinsichtlich w getroffenen 
Festsetzung erhilt. Denn die imaginiren Bestandtheile kennen wir 
bereits (§ 1.) und die reellen erhalten wir, indem wir einfach die bei- 
den Zahlen zusammenaddiren, welche den beiden Scheiteln zugesetzt 
sind, die die Doppeltangente verbindet. 

Sodann ergiebt sich (vergl. § 3.) aus dem Umstande, dass a, B 
in den zweiten Begrenzungspunkt des Segmentes JV fallen: 
Me Het Se Hoge : 
2 2 


to| 9s9 


Die Constanten K;, haben also folgende Werthe: 















bal SS 2 
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K, =— ++ 5 (Bix + Bae + Bs + ass) 


= : (Biz + Box + Bse + Giz + ae2). 


Indem wir sie zu den eben berechneten Argumenten de; Doppeltangenten 
hinzufiigen, haben wir deren eigentliche Charakteristiken, wie sie in Fig. 5 
angegeben sind. 

Der ausgezeichnete Kegelschnitt endlich bestimmt sich durch fol- 
gende Ueberlegungen. Man hat fiir seine drei Beriihrungspunkte c,°, 
¢,°, ¢,° folgende Gleichungen (§ 2.): 


c,° 


— Ki =fdh& +4 d% +7 ad- 
rm 7 K 


Es fallen dabei, wie bereits angegeben, ¢,°, ¢,°, ¢,° in drei derjenigen 
Scheitel, welche bez. J, IZ, III begrenzen, und durch diesen Umstand 
werden die vorstehenden Gleichungen, was die imaginiaren Theile an- 
geht, jedenfalls befriedigt. Es sind also nur noch die reellen Theile 
zu beachten. Mit anderen Worten: Die Punkte c,°, c,°, c,° sind unter 
den die Segmente I, II, III begrenzenden Scheiteln in der Weise auszu- 
suchen, dass die ihnen in Fig. 4 beigesetaten Zahlen zusammenaddirt con- 
gruent werden mit den reellen Theilen der (— K;,). 
Aber die reellen Theile der (— K;,) sind congruent mit 


— $ (Qik + ex), 


oder, was dasselbe ist, mit 


+ > (ae t aa); 
es ergiebt sich also der Kegelschnitt, den Fig. 6 darstellt. 
Er schliesst das Segment III ein, wéihrend er mit den Segmenten 
I und II einen diusserlichen Contact besitet. Damit ist zugleich ange- 
geben, welche Lage der ausgezeichnete Beriihrungskegelschnitt besitzt, 
wenn an Stelle der hyperelliptischen Curve wiederum die eigentliche 
Curve vierter Ordnung mit ihren vier Ovalen tritt. 


Miinchen, im August 1876. 
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Ueber correspondirende Flachenelemente. 
(Aus den Ber, der Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. Februar 1876.) 


Von C. Neumann in Leipzig. 


Setzt man zwischen den Punkten 2, y, ¢ und &, , € die Corre- 
spondenz fest: 
= 9 (2,y, 2), 
(1) n= ¥(%, y, 2), 
f=1(2%,y, 4), 
wo @, w, % gegebene Functionen sein sollen, und versteht man unter 
dt und dt zwei correspondirende Rawmelemente, so findet bekanntlich 
die Relation statt: 
ag 0& a8 
Ox Oy O02 
i dt On On On 
(2) dt | Oa Oy Oe | 
ag at a 
Ox Oy. 02 
Ein ahnlicher Satz gilt fiir zwei correspondirende Fldchenelemente 
ds und doe. Sind nimlich a, b, ¢ die Richtungscosinus der Normale 
von ds, und a, B, y die Richtungscosinus der Normale von de, so 
findet die Relation statt: 
ab 08 ab, 
Ox Oy Oz 
Ps on or on 8 
(3) £S a= (—1)- | 9% OY 8 ; 
as —( ag Of af 
Ox Oy 02 
ete? 








Ohne auf den Beweis dieses Satzes (3) hier niher einzugehen, will 
ich nur bemerken, dass derselbe angewendet werden kann, um den 
analytischen Ausdruck fiir das Gauss’sche Kriimmungsmaass einer ge- 
gebenen Fliche: 


f(@, y, #)=0 
zu entwickeln. In diesem Falle sind offenbar die allgemeinen Glei- 
chungen (1) durch folgende specielleren zu ersetzen: 




















Zwei Sitze tiber correspondirende Flachenelemente. 
1 
t— > 


” 


? 


= ? 


a of 2 of 2 of o 
-373;° * R=) (F)+(G) +6 
ferner sind in diesem Falle a, b, c und a, B, y identisch mit &, 7, §; 


und man erhalt daher fiir das Gauss’sche Kriimmungsmaass k der ge- 
gebenen Flache die Formel: 


» ble by 
lz a8 2 





ro 








Ob 08 ab, 
Ox dy O02 
On On On 

a oa nw HB Ga dy os " : 

™ a Of a, 
Ox Oy O02 

6&1 € 0 

hieraus aber entspringt durch Substitution der fiir §, 4, § angegebenen 


Werthe sofort der bekannte Ausdruck: 

















a Me < Me Mn 
Ox® Oxdy Ox02 Ox 
ay oF fF oF 

bee (=) Oyou dy® dydz dy | ” 

~ ae eof Of. Of of 
Oz0x Ozdy O# 2 
af af af 4g 
Ox oy 02 




















Ein zweiter Satz iiber correspondirende Flichenelemente ergiebt 
sich, sobald man ausgeht von etwas anderen Grundlagen, namlich an- 
nimmt, dass x, y, ¢ und &, 7, € gegeben seien als bestimmte Functionen 
zweier Parameter p, q: 








a=4(p,q), &= A(p,Q); 
(4) y=u(p, 9), n= M(p, 9); 
2=v(p,Q), &=N (p,q): 


alsdann wird die Gesammtheit der Punkte 2, y, 2 eine gewisse Flache*), 
und die Gesammtheit der Punkte &, 9, § eine gewisse andere Flache 
bilden. Nennt man nun zwei Punkte x, y, 2 und &, 9, § dieser 
Flichen, welche dieselben Parameter p, g haben, correspondirende Punkte, 
und bezeichnet man zwei in diesem Sinne einander correspondirende 
Elemente der beiden Flichen mit ds und do, so findet die Relation 
statt: 


*) Man erhilt die Gleichung dieser Fliche, wenn man aus dem in (4) auf der 
linken Seite stehenden Formelsystem die Grissen p, q eliminirt. 


20* 
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de dx OF OF 

op oq ” Op og” 

~doa | 2¥ oy .| On On zp}. 

(5) ds: de be oe | | gt peels 
ds ds OF aE 

Op 0a ° | | Op oq” 


wo a, b, c und a, B, y [ebenso wie in (3)] die Richtungscosinus der 
Normalen von ds und de vorstellen. 

Ohne auf den Beweis dieses Satzes (5) hier mich niaher einzulassen, 
will ich nur noch bemerken, dass man denselben ebenfalls mit gutem 
Erfolg benutzen kann zur Reproduction gewisser von Gauss fiir das 
Kriimmungsmaass gegebener Formeln. 




















Ueber die Zuverlassigkeit des Ampere’schen Gesetzes. 
(Aus den Ber. der Kgl. Siichs, Ges. d. Wiss. Februar 1876.) 


Von C. Neumann in Leipzig. 


Das Vertrauen, dessen das Ampére’sche Gesetz ein halbes Jahr- 
hundert hindurch sich erfreut hat, diirfte durch die Angriffe, denen 
dasselbe in letzter Zeit ausgesetzt war, gelitten haben, — vielleicht 
um so mehr gelitten haben, als das Gesetz in den Augen der meisten 
Physiker und Mathematiker wohl immer noch auf der bedenklichen 
Hypothese ruht, dass die Wirkung eines geschlossenen Stromes auf 
ein einzelnes Stromelement gegen letzteres senkrecht sei. 


Ich werde im Folgenden zeigen, dass das Ampére’sche Gesetz von 
der genannten Hypothese unabhdngig ist, — was allerdings implicite 
schon aus einer Untersuchung Stefan’s*) hervorgeht. — Dabei mag 
es gestattet sein, einige vorbereitende Bemerkungen voranzuschicken, 
indem ich (in § 1.) an zwei rein mathematische Satze, und sodann 
(in § 2.) an die Ersetzbarkeit geschlossener elektrischer Stréme durch 
magnetische F'lachen kurz erinnere. 


§ 1. 
Zwei mathematische Hiilfsitze. 


Ich werde diese Sitze hier nur historisch angehen, ohne auf den 
Beweis derselben mich naher einzulassen. 


Erster Satz**). — Es sei Ds das Element eines Ringes d. i. einer 
geschlossenen Curve; ferner sei Daw das Element einer von diesem 
Ringe begrenzten Flache, und v die positive***) Normale von Do. 
Ausserdem mégen Ds,, Dw,, v, analoge Bedeutung haben fiir irgend 
einen zweiten Ring. Endlich seien #, #, die Winkel, unter welchen 


*) Stefan: Die Grundformeln der Elektrodynamik. Sitzungsberichte der 
Wiener Akad. (1869) Bd. LIX p. 693. — Vergl. auch die Fortschritte der Berliner 
Physik. Gesellschaft, Jahrg. XXV, p. 604. 

**) Man findet den Beweis dieses Satzes in meinem Werk: ,, Die elektrischen 
Krdéfte, Leipzig 1873, p. 93; ferner auch in den Abh. d. Kl. Siichs. Ges., 1873, p. 431. 
***) Ich verstehe unter der positiven Normale von Da diejenige, welche zur 
festgesetzten Umlaufsrichtung des Ringes ebenso liegt, wie die z-Axe zur xyRichtung. 
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die Elemente Ds, Ds, gegen ihre Verbindungslinie r(Ds, »> Ds) 
geneigt sind, und « der Neigungswinkel der beiden Elemente gegen 
einander. Alsdann driickt der Satz sich aus durch die Formel: 





(1) Zz! Ds Ds, = — EET) ) Do Da, 


die Integrationen © Z ausgedehnt gedacht iiber alle Ds, Ds,, respective 
iiber alle Daw, Da,. Dabei bezeichnet r die Entfernung zwischen 
Ds, Ds,, respective zwischen Dw, Da,. 

Zweiter Satz*). — Wir wollen annehmen, die beiden Ringe seien 
starr (d. i. von unveranderlicher Gestalt), und im Raume frei beweglich. 
Zugleich mag dr derjenige Zuwachs genannt werden, welchen die Ent- 
fernung r zweier Elemente Ds, Ds, bei irgend einer Bewegung der 
Ringe wiahrend des Zeitelementes dt erfahrt. Aldann lautet der Satz 
folgendermassen: — Sollen zwei noch unbekannte Functionen o = g (r) 
und w = w(r) von solcher Beschaffenheit sein, dass das Integral 


(II) ZZ (9 cos # cos #, + y cos e)dr Ds Ds, 


fiir zwei starre Ringe von beliebiger Gestalt und beliebiger Bewegung 
jederzeit verschwindet, so ist dazu erforderlich und ausreichend, das 
und w identisch Null sind. 


Bemerkung.— Schliesslich sei noch erinnert an die bekannten Formeln: 








& — cos @, O0) — 2r cos ®, 
(it) x = — cos a, GO = — 2r cos %, 
ae — £08 # cos St — cos ,. a =—— Sens, 
so wie auch an die hieraus entspringende Formel: 
(II *) a ale FS cos e — 3 3 & cos O, 








Hier bezeichnen #, #,, ¢ die Ampére’schen Winkel, nimlich # und 4, 
die Neigungswinkel der Elemente Ds und Ds, gegen die Linie r 
(Ds,»>Ds), und ¢ den Neigungswinkel der beiden Elemente gegen 
einander. 
§ 2. 
Die Ersetzbarkeit elektrischer Stréme durch magnetische Flachen. 


Zu den am besten constatirten Vorstellungen der Elektrodynamik 
gehért: die Ersetzbarkeit geschlossener elektrischer Stréme durch mag- 
netische Flichen, oder genauer ausgedriickt die Vorstellung, dass die 


*) Man findet den Beweis dieses Satzes in meinem Aufsatz in den Abh. d. 
Kgl. Sachs. Ges., 1873, p. 440. 
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ponderomotorische Einwirkung zweier elektrischer Stromringe auf ein- 
ander identisch sei mit der gegenseitigen Einwirkung zweier magne- 
tischer Flichen, deren jede durch einen der beiden Ringe begrenzt ist. 

Aus dieser Vorstellung folgt, dass fiir zwei elektrische Stromringe 
ein Potential P existirt von der Form: 








(IV) P=JIIQ— ATI, 227°) Doda. 

Dieses Potential kann mit Hiilfe des naie’ © auch so dargestellt 
werden: 

(V) P=JI,Q=— AIS, SE DsDs,. 


Hier bezeichnet A? eine Constante, wahrend J, J, die beiden Strom- 
stirken sind. Zugleich bemerkt man, dass Q das auf die Stromeinheiten 
bezogene Potential, niaimlich denjenigen Werth reprisentirt, welchen 
P annimmt fir J = J, = 1. 

Aus der genannten Vorstellung der Ersetzbarkeit geschlossener 
Stréme durch magnetische Flachen folgt nun ferner, dass die von den 
beiden Stromringen bei beliebiger Bewegung auf einander ausgeiibte 
ponderomotorische Arbeit gleich dem negativen Zuwachs des Potentials 
ist. Bezeichnet man also jene Arbeit mit dZ, so ist: 


(VI) dL =— Jd,dQ, 
oder falls man fiir Q seinen Werth aus (V) supstituirt: 
(VII) dL =+ AIS, - EZd(*) DsDs,, 





wo dQ und d (= *) die dem betrachteten Zeitelement dt entsprechenden 


Zuwiichse von Q und one bezeichnen. 
Nun ist 
d cos é) __ — (oge + 4 d (cos é), 


oder mit nadie: auf (III): 
d Gee (cos e) dr 1 ee) 


r r 2r -\ 080s, 7? 





oder weil die den Bogenliingen s, s, entsprechenden Differentiationen 
0, @ und die der Zeit entsprechende Differentiation d von einander un- 
abhiingig sind: 





oder-was dasselbe ist: 
COS € __ (cos a) dr a ) -@ + oF 
d (“)= —| 





ds 0s,” 0s 
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wo es auf die Bedeutungen von F und G nicht weiter ankommt*). 
Hieraus folgt weiter mit Riicksicht auf (II1*): 


a( ‘) —_ (cose) dr __ (cose—Scos#cost)dr 
r Ree r ~< 











oder was dasselbe ist: 
d (cot) = a de 


UES 


Sabstituirt man diesen Ausdruck in (VII), so folgt schliesslich: 
(VII) dL=AtJJ,- eer dr Ds Ds, ; 





denn die Glieder ¢ — = una 2% as F’ verschwinden bei Ausfiihrung der Inte- 


grationen, weil die Strdme geschlossen sind *) 

Das durch die Formeln (V1), (VII), (VIII) ausgedriickte allgemeine 
Gesetz ***) ist durch sorgfaltige experimentelle Untersuchungen bestitigt 
worden, und kann daher als unbedingt zuverlissig angesehen werden. 

Doch giebt dieses Gesetz nur Auskunft iiber die Wirkungen ge- 
schlossener Stréme, nicht aber iiber die gegenseitige Kinwirkung ‘der 
einzelnen Stromelemente. Um letztere zu ermitteln ist die Herbeiziehung 
irgend welcher hypothetischen Annahmen unumginglich erforderlich. 
Wir wollen zunichst diejenigen Hypothesen uns vergégenwirtigen, 
deren Ampére sich hierbei bediente. 


§ 3. 
Die Ampére’schen Hypothesen. 


Diese lassen sich folgendermassen aussprechen: 


(1) Erste Hypothese. Die ponderomotorische Kraft R, welche 
* gwei Stromelemente JDs und J, Ds, aufeinander ausiiben, ist proportio- 
nal mit 


*) Es ergiebt sich die letzte Formel der vorhergehenden Seite aus der vor- 
letzten vermittelst der identischen ae owe 


ev eu 
U sees, ~” ds00,~ im )- de ven): 
es ist nimlich im vorliegenden Fall: U=r—!, rec mithin: 


Perdr 2) wna Gar, O(rdr) | 
Os; ds 

**) Die Transformation der Formel (Vil) in (VIII) ist von Heine ausgefiihrt 
worden in G. Wiedemann’s Lehre vom Galvanigmus und Elektromagnetismus, 
Zweite Auflage, Bd. 2, p. 708—711. Uebrigens ist diese Transformation auch schon 
enthalten als specieller Fall in einem von mir aufgestellten allgemeinen Satz, 
Abh. d. Kgl. Sachs. Ges. 1873, p. 447. 

***) An andern Orten habe ich dieses Gesetz als Potentialgezetz oder als ponde- 
romotorisches Integralgesetz bezeichnet. 
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JJ,DsDs,, 


und schligt daher in ihr Gegentheil um, sobald in einem der beiden 
Elemente die Stromrichtung umgekehrt wird. 

(2) Zweite Hypothese. Abgesehen vom Factor JJ,DsDs, ist 
die Kraft R nur noch abhdngig von der relativen Lage der beiden 
Elemente. Denkt man sich also z. B. von den Linien JDs, J, Ds,, 
R das Spiegelbild JDo, J D6, P entworfen in Bezug auf irgend 
eine Ebene, so wird, chenso wie R die zwischen JDs und J, Ds, vor- 
handene Wirkung vorstellt, ebenso auch P die Wirkung zwischen J Do 
und J, Do, reprisentiren. 

(3) Dritte Hypothese. Die Kraft R ist ersetzbar durch die- 
jenigen Krifte, welche die Componenten von J Ds und die Compo- 
nenten von J, Ds, auf einander ausiiben. 

(4) Vierte Hypothese. Die Kraft R fallt threr Richtung nach 
zusammen mit der Verbindungslinie der beiden Elemente. 

(5) Fiinfte Hypothese. Die Kraft R variirt, falls man die Winkel 
&, %,, © constant erhilt, wmgekehrt proportional mit dem Quadrate der 
Entfernung. Dabei sollen @, #, die Winkel bezeichnen, unter welchen 
Ds, Ds, gegen die Linie r(Ds,»+Ds) geneigt sind, und ¢ den Nei- 
gungswinkel der beiden Elemente gegen einander, — ebenso wie in (III). 

(6) Sechste Hypothese. Die ponderomotorische Wirkung eines 
geschlossenen Stromes auf ein eingelnes seat steht gegen letzteres 
senkrecht. 

Ich werde nun im Folgenden nur die Semin (1), (2), (3), 
(4) benutzen, und zeigen, dass dieselben zur Ableitung des Ampére’- 
schen Gesetzes ausreichend sind. Mit andern Worten: Ich werde nach- 
weisen, dass die Hypothesen (5) und (6) tiberfliissig sind. 


§ 4. 
Ableitung des Ampére’schen Gesetzes, abgesehen von zwei noch 
unbekannt bleibenden Functionen. 





Es sei E eine gegebene Ebene, ferner seien 1, m irgend zwei Strom- 
elemente*), und 4, uw ihre Spiegelbilder in Bezug auf E. Die zwischen 
l, m stattfindende Kraft R wird alsdann, nach Hypothese (2), gleich 
gross sein mit der Kraft zwischen 4, u; was angedeutet sein mag durch 
die Formel: 

R(l, m) = R(A, p). 
Denken wir uns nun das Linienelement m seiner ganzen Lange nach 
in die Ebene FE hineinfallend, so wird offenbar u identisch mit m; so 
dass wir erhalten: 


*) Ausfiihrlicher wiirden dieselben etwa zu bezeichnen sein mit JDs, J, Ds,; 
sodass also J zur Abkiirzung steht fiir J Ds, und m fiir JjDs. 
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R(l, m) = R(A, m). 
Denken wir uns ferner | senkrecht gegen E, und von E halbirt, so 
erhalten wir fiir 4 ein Linienelement /’, welches mit / zusammenfillt, 
und von / nur durch entgegengesetzte Richtung sich unterscheidet. Hie- 
durch nimmt unsere Formel die Gestalt an: 


R(l, m) = R(U, m). 
Andererseits folgt nun aber aus der Hypothese (1), dass die Kraft 

R (1, m) in ihr Gegentheil umschligt, sobald man in einem der beiden 

Elemente, z. B. in J die Stromrichtung umkehrt; und es ist also- 

Ril, m) = — RU, m). 
Aus den beiden letzten Formeln folgt durch Addition sofort : 
R(l, m) = 0. 

D. h.: Die Wirkung zwischen zwei Stromelementen / und m ist immer 

Nall, wenn m in einer Ebene liegt, welche durch / senkrecht hindurch- 

geht. Mit andern Worten: 

(7) Bezeichnet r die Verbindungslinie zweier Stromelemente, so wird 
die ponderomotorische Einwirkung der beiden Elemente auf einander 
stets Null sein, sobald das eine senkrecht steht gegen die durch das 
andere und r sich bestimmende Ebene. 

Solches vorangeschickt wollen wir nun die zwischen zwei Strom- 
elementen JDs und J, Ds, stattfindende Kraft 
R(Ds, Ds,) 

niiher zu bestimmen suchen. Diese Kraft fallt nach Hypothese (4) mit 

der Verbindungslinie + zusammen, und besitzt nach den Hypothesen 

(1), (2) einen Werth von folgender Form: 

(8) R(Ds, Ds,) = JJ, Ds Ds,f(r, 4, 4,, €), 

wo #, ,, ¢ die Ampére’schen Winkel bezeichnen [vergl. (III)]. Fiihren 

wir nun ein rechtwinkliges Axensystem ein, dessen x- Axe mit r-. zu- 

sammenfallt, und bezeichnen wir die diesem System entsprechenden 

Componenten von Ds und Ds, respective mit Dz, Dy, Dz und Dz,, 

Dy,, Dz,, so folgt aus Hypothese (3) sofort: 


(9) R(Ds, Ds,) = R(Ds, Dz,) + R(Ds, Dy, + R(Ds, Dz,), 

und hieraus durch nochmalige Anwendung derselben Hypothese: 

(10) R(Ds, Ds,) = R(Dz, Dz,) + R(Da, Dy,) + R(Da, Dz,) 
+ R(Dy, Da,) + R(Dy, Dy) + R(Dy, Da) 
+ R(Dz, Dz) + R(Dz, Dy,) + R(Dz, Dz). 

Die 9 Krifte rechter Hand sind aber, mit Ausnahme der in der Diago- 


nale stehenden, simmtlich Null, zufolge des Satzes (7). Somit er- 
halten wir: 








(il 


Sul 
zei 


so 
(1: 


(1 


ur 


—_-_ ao. an a tee 














Ueber das Ampére’sche Gesetz. 315 


(11) R(Ds, Ds,) = R(Da, Dm) + R(Dy, Dy,) + R(De, Ds,). 
Nun ist aber nach (8): 

R(Dz, Dx,) = JI, DzDzx,f(r, 0%, 0,0), 

R(Dy, Dy) = JJ, Dy Dy f (7, 90°, 90°, 0°), 

R(Dz, Dz,) = Jd, Dz Da,f (r, 90°, 90°, 0°). 
Substituiren wir diese Werthe in (11), und fihren wir dabei die Be- 
zeichnungen ein: 

f(r, 0°, 0°, 0°) = %(r), 
f(r, 90°, 90°, 0°) = V(r), 
so folgt: 
(12) R(Ds, Ds,) =Jd,[DxD2z,%(r) + (DyDy,+D2Dz24,)¥(r)), 
oder was dasselbe ist: 
(13) R(Ds, Ds,) =Jdd,Ds Ds, (aa, 9 (r) + (66, 4+77,)¥ (r)). 


Hier bezeichnen a, 6, y und @,, B,, y, die Richtungscosinus von Ds 
und Ds,; und es ist also: 


a =cos@, a, = cos $,, 
ae, + BB, + 77; = 008 &, 


BB, + 77, = cos & — cos @ cos ,. 


Durch Substitution dieser Ausdriicke in (13) ergiebt sich, falls wir die 
Kraft R (Ds, Ds,) weiterhin kurzweg mit R bezeichnen, der Werth: 


(14) R=—Jdd,DsDs, [cos cos &, D(r) + (cose —cos#cos #,) ¥(r)], 
oder schliesslich, falls man ®(r) — ¥ (r) mit A(r) bezeichnet: 
(15) R=Jd,DsDs, [A(r) cos & cos &, + ¥ (r) cos é]. 


Es handelt sich also jetzt nur noch um die Ermittelung der beiden 
unbekannten Functionen A(r) und ¥(r). 


mithin: 


§ 5. 
Bestimmung der noch unbekannt gebliebenen Functionen. 


Denken wir uns die Kraft R (15) repulsiv gerechnet, so wird die 
ponderomotorische Arbeit, welche die beiden Elemente JDs, J, Ds, 
wihrend einer beliebigen Bewegung auf einander ausiiben, dargestellt 
sein durch Rdr, wo dr den Zuwachs. der Entfernung bezeichnet 
wahrend des betrachteten Zeitelementes dt. Die ponderomotorische 
Arbeit dL, welche zwei gegebene Stromringe wihrend der Zeit dt auf 
einander ausiiben, hat daher den Werth: 


(16) dL = Zz=Rar, 
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die Integration 2 Z ausgedehnt iiber alle Elemente Ds, Ds, der beiden 
Ringe. Hieraus folgt durch Substitution des Ausdruckes (15): 
(17) dL=Jdd, - ZZ [A(r) cos & cos &, + ¥ (r) cos eldr Ds Ds,. 


Andererseits aber kann die ponderomotorische Arbeit dL auf Grund 
des friiher besprochenen allgemeinen Gesetzes [vergl. (VI) und (VIII)] 
auch so ausgedriickt werden: 
(18) dL = — JJ,dQ 
oder: 
(19) dL APTS, - EZ AMP A — F008 ay Ds Ds, - 
Durch Gleichsetzung der beiden Ausdriicke (17) und (19) gelangen wir 
zu der Formel: 
(20) zzI{(A (r) — =) cos # cos #,-+- (y (r) + =#) cos e| dr DsD s,=0. 
Aus dieser Formel aber, welche (ebenso wie die angestellten Betrach- 
tungen) giiltig ist fiir beliebige Bewegungen der beiden Ringe, erkennen 


wir mit Riicksicht auf den Satz (II) sofort, dass die Functionen A (r), 
¥ (r) folgende Werthe besitzen miissen: 


(21) A(r) = 84, 


¥ (r) = — 2, 


r? 





somit gewinnt die Formel (15) folgendes Aussehen: 
(22) R = AIT, Ds Ds, 2° Ps — Some 


r , 
dies aber ist das Ampére’sche Gesetz. 
Somit ist dargethan, dass zur Ableitung dieses Gesetzes nur die 


Hypothesen (1), (2), (3), (4) erforderlich, die Hypothesen (5), (6) hin- 
gegen iiberfliissig sind. 








Nachtragliche Bemerkung. — Wollte man sémmtliche Hypo- 
thesen vermeiden [nicht blos (5), (6), sondern auch (1), (2), (3), (4)], 
so wiirde allerdings immer noch die Formel (VIII): 

8) AL AIS, EE EE MMB OMe 3, sds, 


r 





tibrig bleiben, — als Ausdruck der Thatsache, dass geschlossene elek- 
trische Stréme durch magnetische Flaichen ersetzbar sind. Und auf 
Grund dieser Formel wiirde man behaupten kénnen, die gegenseitige 


Einwirkung geschlossener Strime sei von solcher Art, als ob die einzelnen 
Stromelemente mit einer Kraft 





(24) R= Add, 3 cos # cos @, — 2 cose DsDs, 


r? 
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aufeinander einwirkten. — Dies ist das Verfahren von Heine*), wel- 
ches an und fir sich vollstiindig correct ist, leicht aber zu Missver- 
staindnissen fiihren kann, wenn man dasselbe als eine ,, Ableitung* des 
Ampére’schen Gesetzes bezeichnet. 

Denn aus der Formel (23) darf man nicht schliessen auf die Noth- 
wendigkeit der Formel (24), sondern nur auf ihre Méglichkeit. Oder 
was dasselbe ist: Aus der Thatsache der Ersetzbarkeit geschlossener 
elektrischer Stréme durch magnetische Flachen darf man nicht schliessen 
auf die Nothwendigkeit des Ampére’schen Gesetzes, sondern nur auf 
seine Moglichkeit. Oder noch schirfer ausgedriickt: Man darf nicht be- 
haupten, dass das Ampére’sche Gesetz aus jener Thatsache ableitbar, 
sondern nur, dass es mit derselben vertréglich sei. 


*) L. c. pag. 711. 
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Ueber die gegen das Weber’sche Gesetz erhobenen Einwande. 
Von 
C. Neumann in Leipzig. 


Gegen das Weber’sche Gesetz sind im Ganzen drei Einwinde 
erhoben worden, einer von Tait und Thomson, zwei andere von 
Helmholtz. Zur bequemeren Unterscheidung sind letztere von Hel m- 
holtz selber mit (A.) und (B.) bezeichnet worden. Ich beabsichtige 
diese Einwinde im Folgenden der Reihe nach zu besprechen, und dar- 
zuthun, dass denselben, wenigstens vorliufig, ein entscheidendes Ge- 
wicht nicht beizumessen ist. 


§ 1. 
Der Tait-Thomson’sche Einwand gegen das Weber’sche Gesetz. 


Zum ersten Male scheint dieser Einwand von Tait ausgesprochen 
zu sein in seinem Sketch of Thermodynamics (1868, pag. 57 und 76). 
Sodann findet man denselben Einwand in etwas grésserer Ausfiihrlich- 
keit in Thomson and Tait’s Natural Philosophy, wnd in der von 
Helmholtz und Wertheim veranstalteten deutschen Uebersetzung 
dieses Werkes (Braunschweig, 1871). Am letzteren Ort (S. 350) 
heisst es: 


Weber nimmt an, dass ein elektrischer Strom aus der Bewegung 
von Theilchen zweier Elektricititsarten besteht, die den Leitungsdraht 
in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen, und dass diese Theil- 
chen, wenn sie in relativer Bewegung sind, auf andere solche Elek- 
tricitiitstheilchen Kriifte austiben, die von denjenigen verschieden sind, 
welche sie im Zustande relativer Ruhe austiben wiirden. Diese An- 
nahme ist bei dem jetzigen Stande der Wissenschaft auf keine Weise 
zu rechtfertigen, da wir uns die Hypothese, es existirten zwei elek- 
trische Fluida, unmdglich als richtig denken kénnen, und da die 
Schliisse ausserdem im Widerspruch mit der ,,Erhaltung der Energie“ 
stehen, die wir aus unzihligen experimentellen Griinden als ein all- 
gemeines Naturprincip ansehen. Solche Theorien sind um so gefthr- 
licher, wenn sie zufillig weitere Erscheinungen erkliren, wie Weber’s 
Theorie die inducirten Strime erklirt. 
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Obwohl aun aus Weber’s Schriften*), sowie auch aus meinen 
eigenen Abhandlungen**) iiber diesen Gegenstand deutlich hervorgeht, 
dass von einem Widerspruch des Weber’schen Gesetzes gegen das 
Princip der Erhaltung der Energie nicht die Rede sein kann, so wird 
es dennoch angemessen sein, hier von Neuem auf die Sache einzu- 
gehen. 

Es seien e, 4 zwei elektrische Massenpunkte mit den Trigheits- 
zahlen m, u und den Coordinaten x, y, 2, &, v, §, so dass also die 
die lebendige Kraft 7 dieser beiden Punkte den Werth hat: 

T= ym(a?+y?+2*) + gu(b?+v7?+8"), 
wo die Accente Differentiationen nach ¢, d. i. nach der Zeit andeuten. 
Wir wollen nun annehmen, dass diese beiden Massenpunkte e und 7 
durch die dem Weber’schen Geseiz entsprechende repulsive Kraft 


R= 401-44 +285), 


und aussérdem durch beliebige dussere Krifte sollicitirt seien. Dabei 
bezeichne r die gegenseitige Entfernung beider Punkte und c die 
Weber’sche Constante. 

Bekanntlich ist fiir jedes Zeitelement dt die Zunahme der lebendi- 
gen Kraft eines materiellen Systems ebenso gross, wie die Summe 
aller wihrend dieses Zeitelementes auf das System ausgeiibten (innern 
und dussern) Arbeiten. Nach diesem allgemeinen Satze***) der Me- 
chanik ist im gegenwiartigen Fall: 

(1) dT = Rdr+ dS, 

falls man nimlich unter dS die von den dussern Kriften ausgeiibte 
Arbeit versteht. Diese Formel erfihrt eine bedeuiende Vereinfachung 
durch die Bemerkung, dass der Ausdruck Rdr ein vollstandiges Diffe- 
rential ist. Setzt man namlich: 


(1-4), 


so folgt durch Differentiation: 


*) Poggendorff’s Annalen Bd. 73, S. 229 (vom Jahre 1848). 
**) C. Neumann: Die Principien der Elektrodynamik, Tiibingen, 1868, Ver- 
lag von H. Laupp. Man vergl. auch: Abhandlungen der Kgl. Sachs. Ges. d. 
Wiss. 1874, S. 101. 
***) Die Differentialgleichungen fiir die Bewegung eines materiellen Punkt- 
systems sind simmtlich von der Form: 
max’ = X, 
Denkt man sich jede solche Gleichung in die Form versetzt: 
= 4 
—~—) = Xdz, 


und hierauf siimmtliche Gleichungen “addirt, so entsteht der obige Satz. 
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"2\d Qr'dr’ 
awa —en[a— 4) 4208]. 
Es ist aber*): r’'dr'=r"dr. Somit folgt: 





aw—— 22 [1-4 2 lar, 
oder was dasselbe ist: 
dW = — Rdr. 


Es ist also Rdr in der That ein vollsténdiges Differential, nimlich 
= — dW. Substituiren wir diesen Werth in die fiir dT aufgestellte 
Formel (1), so erhalten wir: 

(2) d(T+ W)=dS. 
Nennen wir also (mit Weber) W das Potential der beiden Punkte, 
so haben wir folgenden Satz: 

Bei einem System von zwei Punkten wird die Summe von 
lebendiger Kraft und Potential in jedem Zeitelement und 
folglich auch in jedem endlichen Zeitraum um ebensoviel anwachsen, 
als die dem System wiihrend des betreffenden Zeitrawmes von 
Aussen zugefiihrte Arbeit betrigt**). 

Ist mithin das System sich selber tiberlassen, so wird jene 
Summe von lebendiger Kraft und Potential fortdauernd constant 
bleiben. 

Offenbar werden wir denselben Satz in derselben Weise auch dann 
abzuleiten im Stande sein, wenn das System aus beliebig vielen Punkten 
besteht. Somit erkennen wir, dass das unsern Betrachtungen zu Grunde 
gelegte Weber’sche Gesetz mit dem allgemeinen Axiom oder Princip der 
Energie in bestem Einklange steht. Denn dieses Princip verlangt, dass 
fiir jedes materielle System eine Energiefunction existire, d. i. eine vom 
augenblicklichen Zustande des Systems abhingende Function, welche 
die EKigenschaft hat, in jedem Zeitraum um ebensoviel anzuwachsen, 
als die dem System wihrend dieses Zeitraums von Aussen zugefiihrte 
Arbeit betrigt. Zugleich erkennen wir, dass diese Energiefunction 
(welche man kurzweg die Energie des Systems zu nennen pflegt) bei 
Zugrundelegung des Weber’schen Gesetzes durch die Summe von 
lebendiger Kraft und Potential dargestellt ist. 

Das Vorurtheil, dass das Weber’sche Gesetz mit dem Princip der 
Energie im Widerspruch stehe, diirfte wohl allmiahlig sich verlieren. 


*) Man erhilt nimlich successive: 
re’ dr’ = r'(r" dt) =r" (r dt) =r’ dr. 
**) Unter der einem materiellen System von Aussen zugefiihrten Arbeit soll 


diejenige Arbeit verstanden werden, welche auf das System ausgeiibt wird von 
den auf dasselbe einwirkenden dussern Kriften. 
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Auch sagt z. B. Maxwell in seinem bekannten Werke (Treatise on Elec- 
tricity and Magnetism, Oxford 1873, Vol. IL., p. 432) mit vollem Recht: 
Weber’s law is — — consistent with the principle of the con- 
servation of energy in so far that a potential exists, and that is all 
that is required for the application of the principle by Helmholtz and 
Thomson. 
Helmholtz selber nimmt indessen dieser Frage gegeniiber eine 
etwas andere Stellung ein, wie wir im folgenden Paragraphen sehen 
werden. 


§ 2. 
Die betreffenden Aeusserungen von Helmholtz. 


In seinem Aufsatz iiber ,die Bewegungsgleichungen der Elektri- 
citat fiir ruhende leitende Kérper“ bemerkt Helmholtz (Borchardt’s 
Journal Bd. 72, S. 63), dass das Weber’sche Gesete dem Princip der 
Energie insofern sich fiige, als es keinen Kreisprocess zulasse, bei 
welchem Arbeit aus Nichts erzeugt werde, dass es aber diesem Princip 
widerspreche insofern, als zwei elektrische Theilchen, die nach jenem 
Gesetz sich bewegen und mit endlicher Geschwindigkeit beginnen, in 
endlicher Entfernung von einander unendliche lebendige Kraft erreichen, 
und also eine unendlich grosse Arbeit leisten wiirden. 

Mit grdésserer Ausfiihrlichkeit fiussert sich Helmholtz tiber die 
vorliegende Frage in einem spiiteren Aufsatz (Monatsber. d. Berl. Akad., 
18. April 1872); es heisst dort: ¢ 

Es war durch die Weber’sche Hypothese eine ftir die Princi- 
pien der Naturwissenschaft hichst bedeutende Frage zum ersten Mal 
zur Prtifung an thatstichlichen Problemen gelangt, nimlich die, ob 
elementare, nicht weiter zerlegbare Kriifte angenommen werden miis- 
sen, die nicht blos von der Lage, sondern auch von der Bewegung 
der wirkenden Punkte abhingig sind. Ich selbst hatte schon in meiner 
Schrift: ,,tiber die Erhaltung der Kraft‘t hervorgehoben, dass Kriifte, 
die nur von der Entfernung und den Geschwindigkeiten, d. h. also 
von den Coordinaten der Punkte und deren ersten Differentialquotienten 
abhiingen, das allgemeine Naturgesetz von der Erhaltung der Energie, 
welches sich auch in den elektrodynamischen Erscheinungen durchaus 
bestitigt, nothwendig verletzen miissen. Dagegen diesen noch com- 
plicirteren Fall, welchen das Weber’sche Gesetz aufstellt, wo die 
Krifte von den Coordinaten und den ersten und zweiten Differential- 
quotienten derselben abhiingen, hatte ich damals nicht berticksichtigt, 
und dieser Fall ist mit einer etwas erweiterten Form des Gesetzes von 
der Erhaltung der Energie allerdings vereinbar. 

Diese Vereinbarkeit wird nun niher explicirt, nimlich dargelegt, dass 
bei Annahme Weber’scher Krifte kein Kreisprocess méglich sei, 
durch welchen Arbeit gewounen oder vernichtet werde. 

In ganz ihnlicher Weise iussert sich Helmholtz bei einer an- 
dern Gelegenheit (Borch. J. Bd. 75, 8. 36), fahrt sodann aber fort: 
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Man hat sich bei den Untersuchungen dariiber, ob das Gesetz 
der Erhaltung der Energie ftir gewisse Naturprocesse gtiltig sei oder 
nicht, meist damit begntigt, zu untersuchen, ob, wenn ich das analy- 
tische Resultat praktisch ausdriicken darf, ein immer wiederholter 
Cirkelprocess in das Unendliche Arbeit erzeugen oder zerstiren kann. 

In diesem Sinne nun verletzt die Weber’sche Annahme das 
Gesetz der Erhaltung der Energie nicht; aber sie thut es in einem 
anderen Sinne — — — — 

Der nun folgende Einwand betrifft indessen nicht mehr das gewdhnliche 
Princip der Energie, sondern ein vollkommen neues hier zum ersten 
Mal ausgesprochenes Princip*). 

Wihrend nimlich das gewéhnliche Princip der Energie fiir jedes 
materielle System die Existenz einer Energiefunction, d. i, die Existenz 
einer Function verlangt, welche die Eigenschaft hat, in jedem Zeit- 
raum um ebensoviel anzuwachsen, als die dem System wihrend dieses 
Zeitraumes von Aussen zugefiihrte Arbeit betrigt, — verlangt jenes 
neue Princip nicht allein die Ezistenz einer solchen Function, sondern 
zugleich eine gewisse specielle Beschaffenheit derselben, indem es be- 
hauptet, der kinetische Theil**) dieser Function miisse stets positiv sein. 

Ein so vollstindig neues und seiner Natur nach hypothetisches 
Princip kann in hypothetischen Dingen unmédglich als Stiitze dienen. 
Und es wird also der Helmholtz’sche Einwand nur in soweit zu 


beachten sein, als er etwa, auch ohne jenes Princip, einen bestimmten 
Inhalt noch darbieten sollte. 





*, Es unterliegt keinem Zweifel und ist von mir in meinen Schriften auch 
hin und wieder angedeutet, dass die physikalischen Principien einer festen For- 
mulirung unfahig, mithin ihrer Natur nach dehnbar und biegsam sind. Das Princip 
der lebendigen Kraft hat sich allmihlig zum Princip der Energie ausgedehnt, und 
ist mdglicherweise einer noch weiteren Ausdehnung fahig. — Demgemiiss ist es 
@ priori keineswegs unmiglich, dass dieses Princip der Energie sich allmahlig zu 
jenem neuen Helmholtz’schen Princip erweitere. Nur scheint es mir zweck- 
missig, vorliufig wenigstens, die beiden Principien mit verschiedenen Namen zu 
bezeichnen. : 

**) Unter dem kinetischen Theil der Energiefunction ist derjenige Theil der- 
selben zu verstehen, welcher von den Geschwindigkeiten abhiingt. — In dem vorher 
behandelten Beispiel (S. 319) ist die ganze Energiefunction durch T+ W, d. i. 


dureh bs 
yee 
her (1 e ) 
dargestellt, Der kinetische Theil dieser Function ist also: 


en r? 
ti nae ce 
r eé 


wihrend andererseits ihr noch tibriger Theil “a der statische Theil zu nennen 
sein wiirde. 
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Dies ist in der That der Fall. Denn wir kénnen, unter Beiseite- 
setzung jenes Princips, tiber den Inhalt des Einwandes uns folgender- 
massen ausdriicken: 


Helmholtz betrachtet die in einem eet elektrischer Massen- 
punkte durch ihre gegenseitigen Einwirkungen entstehenden Be- 
schleunigungen, und zeigt, dass diese Beschleunigungen fiir gewisse 
singuldre Zustiénde des Systems (d. i. fiir gewisse singulire 
Werthe der Coordinaten und Geschwindigkeiten) unter Zugrunde- 
legung des Weber’schen Gesetzes unendlich gross sein wiir- 
den*); — hieraus schliesst Helmholtz auf die Unzuldssigkeit des 
Weber’schen Gesetzes. 


Kiner solchen Schlussfolgerung kénnen wir nicht beipflichten. 
Vielmehr werden wir aus dem von Helmholtz hervorgehobenen Um- 
stande des Eintretens unendlich grosser Beschleunigungen entweder auf 
die Unzulissigkeit des Weber’schen Gesetzes, oder aber avf die Un- 
méglichkeit jener singuliren Zustiinde zu schliessen haben. Entschei- 
den wir uns fiir die letztere Alternative, so tritt allerdings die Frage 
heran, woher es komme, dass einige Zustiinde des elektrischen Punkt- 
systems méglich, andere unmdglich sind. 

Auskunft iiber diese Frage wird man indessen, weil die elektrische 
Materie niemals allein, sondern stets in Verbindung mit der ponderablen 
Materie auftritt, nur von einem universalen Gesetz verlangen diirfen, 
welches alle Eigenschaften, Krifte und Beziehungen beider Materien 
umfasst, und die aufeinanderfolgenden Zustinde derselben mit souveri- 
ner Gewalt beherrscht. Unmdglich aber darf man eine solche Aus- 
kunft von einem Gesetze erwarten, welches, wie das Weber’sche, von 
all’ jenen Kigenschaften, Kriften und Beziehungen nur einen kleinen 
Theil enthalt, und den iibrigen Theil (z. B. die Beziehungen zwischen 
Elektricitat und ponderabler Materie, zwischen Elektricitét und Warme, 
Elektricitiét und Licht) mehr oder weniger im Dunklen lasst, — von 
einem Gesetz, welches seiner ganzen Natur nach nur ein particulares 
sein kann**), 


*) Besteht das System aus beliebig vielen festen und n beweglichen Massen- 
punkten, so erhilt man, unter Zugrundelegung des Weber’schen Gesetzes, im 
Ganzen 3n Differentialgleichungen, deren jede die 3m Beschleunigungen 2”, y”, 2” 
in linearer Weise enthilt. Diese Beschleunigungen kéonen daher unendlich gross 
werden, sobald die. aus ihren Coefficienten gebildete Determinante Null wird. Und 
in der That diirften die in Rede stehenden singuliiren Zustiinde, wenn man sie 
méglichst allgemein angeben will, charakterisirt sein durch das Verschwinden 
dieser Determinante. 

*t) Dass das Weber’sche Gesetz den leteten Grund der elektrischen Erschei- 
nungen vollstdndig aussprechen solle, ist meines Wissens niemals behauptet worden; 


21* 
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Um die Hauptsache zusammenzufassen: Aus dem von Helmholtz 
hervorgehobenen Umstande des Eintretens unendlich grosser Beschleu- 
nigungen kann nach Belieben entweder auf die Unzulissigkeit des 
Weber’schen Gesetzes, oder aber auf die Unmdglichkeit der betreffen- 
den singuliren Zustinde geschlossen werden. Und es wiirde also iiber- 
eilt sein, wenn man ohne hinreichende Griinde die eine Alternative 
vor der andern bevorzugen und in jenem Umstande ein Argument 
gegen das Weber’sche Gesetz erblicken wollte. 

In der That wiirde ein Argument gegen dieses Gesetz nur dann 
vorliegen, wenn sich an irgend einem Beispiel nachweisen liesse, dass 
jene singuliren Zustiinde wirklich eintreten kinnen. Wie wenig ein 
solcher Nachweis bisher gelungen, werden wir spiiter (in § 5.) erkennen. 


§ 3. 
Der Helmholtz’sche Einwand (A.) gegen das Weber’sche Gesetz. 


Kirchhoff hat zwei Abhandlungen verdffentlicht (Pogg. Ann. 
Bd. 100 u. Bd. 102), in denen er unter Zugrundelegung des Weber’- 
schen Gesetzes und unter Herbeiziehung gewisser accessorischer Annah- 
men bestimmte Differentialgleichungen aufzustellen versuchte fiir die 
Bewegung der Elektricitaét in diinnen Drihten, sowie auch in kérper- 
lichen Leitern von beliebiger Gestalt. Die Art und Weise, in welcher 
Kirchhoff zu seinen accessorischen Annahmen gelangte, und die Be- 
deutung, welche er denselben beilegte, erkennen wir deutlich aus ein- 
zelnen Stellen seiner ersten Abhandlung. So heisst es z. B. dort gleich 
zu Anfang (S. 103): 

- Ich habe versucht, eine allgemeine Theorie der Bewegung der 
Elektricitét in einem unendlich diinnen Draht aufzustellen, indem ich 
gewisse Thatsachen, welche bei constanten elektrischen Strimen und Stré- 
men, deren Intensitdt sich nur langsam dndert, stattfinden, als allge- 
mein geltend angenommen habe. Ich erlaube mir hier diese Theorie 
zu entwickeln, und ihre Anwendung auf einige einfache Fille aus- 
einander zu setzen. . 

Weiterhin bemerkt Kirchhoff bei Ableitung einer gewissen Glei- 
chung ausdriicklich (S. 201, Note): 

Der Ableitung dieser Gleichung liegt die Voraussetzwng zu Grunde, 
dass auch bei dem nicht stationiren Strom durch jeden Querschnitt 


und es ist mir daher unverstiindlich, wenn Helmholtz (in Borchardt’s Journal 
Bd. 75, 8. 45) sich folgendermassen ‘ussert: 

» Wenn wir aber das Weber’sche Gesetz als ein wirklich elementares an- 
erkennen sollen, als ein solches, welches den letzten Grund der betreffenden Er- 
scheinungen vollstdéndig ausspricht; und nicht nur als einen angeniherten Ausdruck 
der Thatsachen fiir gewisse engere Grenzen: so miissen wir verlangen, dass es 
auch, auf Objecte von den denkbar grissten Dimensionen angewendet, Folgerungen 
gebe, die physikalisch méglich sind.“ 
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des Leiters gleichzeitig gleiche Mengen der beiden Elektricitéten in 
entgegengesetzter Richtung sich bewegen. -Wollte man diese Vorstel- 
lung nicht festhalten, so wirde aber die Gleichung doch noch gelten; 
man miisste dann nur die Stromintensitit definiren als das arithme- 
tische Mittel aus den Mengen beider Elektricititen, welche in der 
Zeiteinheit durch den Querschnitt des Leiters in entgegengesetzter 
Richtung gehen. 


Wir erkennen aus diesen Bemerkungen, dass Kirchhoff jene von 
ihm eingefiihrten accessorischen Annahmen als ein ziemlich schwanken- 
des Fundament betrachtete, dass er eine bestimmte Formulirung und 
Consolidirung derselben vorliufig kaum fiir méglich erachtete, vielmehr 
solches der fortschreitenden Zeit zu tiberlassen die Absicht hatte. Auch 
werden wir gern zugeben, dass es in der That besser war, jene acces- 
sorischen Annahmen in dehnbarer und biegsamer Form zu erhalten, 
als denselben durch voreiliges und willkiihrliches Kingreifen ein viel- 
, leicht verfehltes Gepriige aufzudriicken. 

Solches vorangeschickt, — wenden wir uns nun zu unserm eigent- 
lichen Gegenstande. 

Der von Helmholtz (Borch. Journ. Bd. 72, S. 61 und Bd. 75, 
S. 38) gegen das Weber’sche Gesetz erhobene Einwand (A.) besteht 
darin, dass die aus diesem Gesetz entspringenden Kirchhoff’schen 
Differentialgleichungen ein labiles Gleichgewicht der in einem Kérper 
vorhandenen Elektricitaét ergeben, mithin unhaltbar seien. Mit Riick- 
sicht hierauf ist von mir schon frither (Ber.,d. Kgl. Sachs. Ges. d. 
Wiss. October 1871, 8. 477) betont worden, dass die Kirchhoff’schen 
Differentialgleichungen, ausser auf dem Weber’schen Gesetz, noch auf 
mancherlei andern accessorischen Annahmen beruhen. Hieraus folgt, 
dass das Weber’sche Gesetz durch ein gegen die Kirchhoff’schen 
Differentialgleichungen geiiussertes Bedenken nicht erschiittert werden 
kann, — um so weniger, als jene accessorischen Annahmen ziemlich com- 
plicirter Natur sind und wenig Sicherheit darbieten. Es bestehen namlich 
jene accessorischen Annahmen in folgepden acht Voraussetzungen. 

[A.] Befindet sich die Elektricitdt des betrachteten ponderablen (linea- 
ren oder kérperlichen) Leiters in irgend welcher (gleichformigen oder un- 
gleichfirmigen) Bewegung, so fliessen in jedem Volumelement des Leiters 
gleiche Quanta positiver und negativer Elektricitét mit gleichen Ge- 
schwindigkeiten in entgegengesetzten Richtungen. 

[B.] In jedem Volumelement ist ausser den gleich grossen Quanti- 
tiiten strOomender Elektricitit im Allgemeinen auch noch ein gewisses 
Quantum ruhender Elektricitét vorhanden. Diese ruhende Elektricitat 
steht mit der strimenden in einem gewissen Tauschverkehr, der Art, 
dass bald Theilchen der einen in die Bewegung der anderen hineinge- 
rissen werden, bald umgekehrt Theilchen der letzteren aus der Bewegung 
ausstheiden, wm der ersteren sich beieugesellen. 
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[C.] Bei einem homogenen Leiter ist die Dichtigkeit der strémenden 
Elektricitét nicht nur fiir die beiderlei Elektricitéten, sondern auch an 
allen Stellen und zu allen Zeiten ein und dieselbe, — also eine dem 
Leiter eigenthiimliche Constante. 

[D.] Aus der Voraussetzung [A.] folgt, wie noch besonders zu be- 
tonen ist, dass die sogenannte freie Elektricitét stets in Ruhe ist. 
Trotzdem kann der Vertheilungszustand der freien Elektricitét sich déndern 
durch ihren Tauschverkehr mit der strémenden Elektricitdt. 

[E.] Sind +7, —y7 die in einem Volumelement vorhandenen 
Mengen strimender Elektricitaét, ist ferner »'/) das daselbst vorhandene 
Quantum freier Elektricitét, wnd sind endlich R,, R,, Ry die auf diese 
Massen +, —1, 9% in ein und derselben Richtung einwirkenden 
Kréfte, so besitzen die aus diesen Kréften resultirende ponderomotorische 
Einwirkung R und die aus denselben resultirende elektromtorische Ein- 
wirkung KR folgende Werthe: 


R=Rk,+ Rh +8, 
R, —R, 
Kr = “aoe 

[F.] Die Geschwindigkeit der strémenden Elektricitét ist stets sehr 
klein gegen c, also sehr klein gegen eine Geschwindigkeit von etwa 
59000 Meilen in der Sekunde. 

[G.] Die Componenten der elektrischen Striémung sind stets ebenso 
gross wie die Componenten der einwirkenden elektromotorischen Kraft, 
letetere noch multiplicirt mit einer gewissen Constanten k or sogenann- 
ten Leitungsfahigkeit). 

[H.] Ist der betrachtete Conductor von einem isolirenden Medium 
umgeben, und bezeichnet man die in ihm vorhandenen elektrischen Stré- 
mungscomponenten mit u, v, w, andererseits die Dichtigkeit der freien 
Elektricitét an seiner Oberfliche mit e, so findet die Relation statt: 

ee. = — (u cos‘ + v cos B + w cos ¥); 


wo a, B, y die Richtungswinkel der inneren Normale bezeichnen*). 


Ich will gern einriumen, dass eine gewisse Willkiihr, eine gewisse 
Wah!l**) zwischen vielleicht gleichberechtigten, gleichgut sich eignenden 





*) Man mége sich nicht wundern, diese Formel mitaufgenommen zu sehen 
unter die Zahl der bypothetischen Voraussetzungen. In der That kniipfen sich 
(wie ich im folgenden § zeigen werde) an diese Formel sehr ernstliche Be- 
denken; und diese Bedenken sind um so schwerwiegender, als sie nicht nur den 
ungleichformigen, sondern auch den gleichférmigen Zustand betreffen. 

**) Hinsichtlich der Erwégungen, welche bei dieser Auswahl maassgebend 
waren, sOwie auch hinsichtlich der Willkiihr, welche dabei hin und wieder’ nicht 
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Vorstellungen bei Formulirung dieser Voraussetzungen [A.], [B.], --- 
(H.] nicht zu vermeiden gewesen ist; und hiedurch erklairt sich, dass 
dieselben von denen, welche Weber und spiter Lorberg angedeutet 
haben, in wesentlichen Punkten abweichen*). — — Mag man nun 
aber jene accessorischen Voraussetzungen so oder so formuliren, — 
immer wird man einriumen miissen, dass dieselben nicht minder hypo- 
thetisch sind, als das Weber’sche Gesetz selber; und es bleibt daher 
stets die Frage, ob der von Helmholtz gegen die Kirchhoff’schen 
Differentialgleichungen erhobene Einwand dem Weber’schen Gesetz oder 
jenen accessorischen Voraussetzungen aufeubiirden sei. Und die Expo- 
sitionen des folgenden § diirften in der That zeigen, dass einige von 
diesen accessorischen Voraussetzungen recht bedenklicher Natur sind. 


g§ 4. 


Einige Bemerkungen zum Vorhergehenden. 


I, Ueber die Voraussetzung [A.]. 


Wollte man in der Hydrodynamik bei Einfiihrung der bekannten 
Bedingungsgleichung: 


éw , dv, éw 
dat yt az ° 
die gleichzeitige Einfiihrung der entsprechenden Kriifte 
Op Op Op ‘ 


Ou’ Oy’ D2 
unterlassen, so wiirde man zu Formeln gelangen, die mit sich selber 
in Widerspruch sind. Aus diesem und andern Beispielen (vgl. diese 
Annalen, Bd. VI, 8. 335—336) resultirt der allgemeine Satz: 

Soll die Bewegung eines materiellen Systems einer bestimmten 
Bedingungsgleichung unterworfen gedacht werden, so ist (falls man 
innere Widerspriiche vermeiden will) nicht nur die Einfiihrung der 
Bedingungsgleichung selber, sondern gleichzeitig auch die Einftihrung 
gewisser Kr afte erforderlich, welche fiir die Aufrechterhaltung jener 
Bedingungsgleichung Sorge tragen. 

Adoptirt man also z. B. die in [A.] genannte Voraussetzung, dass 
in einem elektrischen Strom stets gleiche Quanta der beiderlei Elektri- 
cititen mit gleichen Geschwindigkeiten in entgegengesetzten Richtungen 


zu vermeiden war, verweise ich auf eine meiner letzten Arbeiten (Abh. d. Kgl. 
Siichs. Ges. d. Wiss. 1874, 8S. 128—151). In der That sind die dort mit [A.J], [B.], 
-.++ [G.] bezeichneten Annahmen, abgesehen von [F’], vollkommen identisch 
mit denjenigen, welche hier in gleicher Weise bezeichnet sind. 

*) Niheres hieriiber findet man in dem schon genanuten Aufsatz (Abh. d. 
Kgl. Siichs. Ges. d. Wiss, 1874, S. 149). 
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fliessen, so wird man gezwungen sein, daneben auch gewisse Kréfte 
zu adoptiren, welche fiir ein solches Gleichsein Sorge tragen. — — Dies 
ist bisher noch niemals geschehen, auch wird man die analytischen 
Ausdriicke jener hinzuzufiigenden Krifte nicht gut angeben kénnen, 
so lange man iiber jene Voraussetzung [A.] keine deutlicheren Vor- 
stellungen als bisher sich gebildet hat. 


II. Ueber die Voraussetzung [F.]. 


Es mag hier beiliufig gestattet sein, eine kurze Andeutung zu 
geben iiber die Griinde, durch welche die Voraussetzung [F.| geboten 
ist*). Die Kraft R, mit welcher zwei Elektricitatstheilchen e und 4 
in der Entfernung r auf einander wirken, kann bekauntlich, falls man 
Vr = yw setzt, dargestellt werden durch folgenden Ausdruck : 


8 dy dy 
R=en[4+4 > s|. 

Mit Hiilfe dieser Formel wollen wir diejenige elektromotorische 
Wirkung zu berechnen suchen, welche ein in dem betrachteten Kérper 
vorhandenes Theilchen e freier Elektricitit hervorbringt in irgend einem 
Volumelement des Kérpers. Die in diesem Volumelement vorhandenen 
Quantititen strémender Elektricitit seien bezeichnet mit 4 und — 7. 
Jenes Theilchen e befindet sich, nach der Voraussetzung [D.|, im Zu- 
stande der Ruhe; die Entfernung r zwischen e und y wird daher nur 
deshalb eine Function der Zeit sein, weil 7 in Bewegung ist. Be- 
zeichnen wir also die Bahn der Masse y mit ¢, ferner ihre Geschwindig- 


keit und Beschleunigung mit o und o”, so hat die von e auf 9 aus- 
geiibte Kraft R, den Werth: 


zw 
Ry = ene to Gat + 5e 0): 

Da es sich hier nur um Andeutungen handeln soll, so wollen 
wir einen mdglichst einfachen Fall annehmen, nimlich vorraussetzen, 
dass die Massen 4 und —y nicht nur entgegengesetzte Geschwindig- 
keiten, sondern auch entgegengesetzte Beschleunigungen besitzen**). 
Alsdann ergiebt sich die von e auf —y ausgeiibte Kraft R, aus dem 
vorstehenden Ausdruck unmittelbar dadurch, dass man 4, 6, 6” mit 
—n, —o, —o” vertauscht. Also: 


1 8 dv(ey _. 
Ry = —en| +399 jae 3 ev 9’) |. 


*) Schon deswegen, weil die Voraussetzung [F’.| abweichend ist von der 
friiher von mir proponirten (vergl. die zweite Note S. 326). 

**) Tm Allgemeinen ist solches keineswegs der Fall, vergl. den schon genannten 
Aufsatz (Abh. d. Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss, 1874, S, 137). 
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Die von e auf das betrachtete Volumelement ausgeiibte elektromo- 
torische Wirkung hat, nach Voraussetzung [F.], den Werth: 
gp ae BeBe 
ei 
und hieraus folgt durch Substitution der fiir R,, R, gefundenen Aus- 


driicke sofort: 
4 1 dy Bucy 
mae(2+8%° @*(2)]. 


Diese Formel aber reducirt sich auf die von Kirchhoff angewandte 


Formel: 


1 
R = eS 


offeubar nur dann, wenn man £ als sehr klein betrachtet, also nur 


dann, wenn man die Geschwindigkeit o der elektrischen Strémung als 
sehr klein betrachtet im Vergleich mit c. 


Ill. Ueber die Voraussetzung [H.}. 


Denken wir uns eine isolirt und fest aufgestellte Metallkugel, um 
welche ein elektrischer Massenpunkt mit constanter Geschwindigkeit 
im Kreise herumliuft, so wird im Innern der Metallkugel allmahlig 
ein stationarer Zustand eintreten. Zur Zeit dieses stationiren Zustandes 
ist die Strémung u, v, w in solchen Punkten der Kugel, die dicht an 
der Oberfliche liegen, offenbar tangential, also senkrecht zur Normale 
a, B, y.. Somit folgt aus der (auf 8. 326 angegebenen) Formel [H.]}: 

de 

w=? 
d. i. 

e unabhangig von der Zeit. 

Dies aber ist unméglich; denn es unterliegt keinem Zweifel, dass die 
elektrische Dichtigkeit e an einer gegebenen Stelle der Kugelfliche in 
Folge der Bewegung des elektrischen Massenpunktes fortwaihrend (und 
zwar periodisch) variirt. 

Hieraus folgt, dass die Formel |H.| mit irgend welchem Fehler be- 
haftet ist. Und dieser Fehler liegt offenbar darin, dass an der Ober- 
fliche des (von einem isolirenden Medium umgebenen) Conductors im 
Allgemeinen zwei Processe stattfinden, niamlich erstens eine elektrische 
Communication zwischen jedem Oberflichenelement und dem angrenzen- 
den Volumelement, und zweitens eine elektrische Communication zwischen 
je zwei aneinander grenzenden Oberflichenelementen; — wihrend doch 
bei Ableitung jener Formel nur der erste Process beriicksichtigt ist*). 


*) Vergl. meinen Aufsatz (Abh. d, Kgl. Siichs. Ges. d. Wiss. 1874, 8S. 135). 
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Um diesen Fehler zu vermeiden, eréffnen sich, wie es scheint, zwei 
verschiedene Wege. Der eine besteht darin, dass man neben den Stré- 
mungen u, v, w der innern Elektricitit noch besondere Strémungen 
der Oberflichen-Elektricitit in die Rechnung eisfiihrt; so dass man 
alsdann im Ganzen zweierlei Strémungen hat, ebenso wie ja schon lingst 
eweierlei Dichtigkeiten (¢ und e, nach Kirchhoff) im Gebrauch sind. 

Ein zweiter Weg wiirde darin bestehen, dass man die Annahme 
der unendlich diinnen elektrischen Oberflachenschichten iiberhaupt fallen 
lasst, diese Annahme also fiir eine mathematische Abstraction erklirt, 


welche in der Elektrostatik gute Dienste leiste, in der Elektrodynamik 
aber unbrauchbar sei. 


§ 5. 
Der Helmholtz’sche Einwand (B.) gegen das Weber’sche Gesetz. 


Dieser Einwand (Borchardt’s Journal, Bd. 72, 8. 63) bestand in 
seiner urspriinglichen Form darin, dass die Beschleunigungen, welche 
zwei elektrische Massenpunkte nach dem Weber’schen Gesetz einander 
zuertheilen, bei einer gewissen sehr kleinen Entfernung unendlich gross 
sein wiirden. Ein solcher Einwand kann indessen beseitigt werden 
durch die schon vor fiinfzehn Jahren bei meinen Untersuchungen iiber 
die magnetische Drehung der Polarisationsebene des Lichtes von mir 
gemachte Annahme*), dass das Weber’sche Gesetz, iihnliche wie das 
Newton’sche, fiir sehr kleine Entfernungen einer gewissen Modification 
bediirfe. Es werden alsdann, falls man das Weber’sche Gesetz durch 
die Formel ausdriickt: . 


naea[iz+ 2423], 
unter m und w~ Functionen von r zu verstehen sein, welche nur fiir 
betriichtliche Entfernungen mit - und jy identisch, hingegen fiir sehr 
kleine Entfernungen von noch unbekannter Beschaffenheit sind. 
Um nun diesen Fall sehr kleiner Entfernungen zu vermeiden, hat 
Helmholtz (Borchardt’s Journal, Bd. 75, S. 39) zu zeigen versucht, 


dass der von ihm erhobene Einwand bestehen bleibe, wenn man den 


einen der beiden elektrischen Massenpunkte durch eine elektrische Kugel- 
fliche ersetzt. 


Man denke sich einen elektrischen Massenpunkt, welcher im Innern 
einer gleichmissig mit Elektricitét belegten Kugelfliiche eine beliebige 


*) Vergl. meine Habilitationsschrift Halle 1858, namentlich aber meine aus- 
fiihrlichere Schrift tiber diesen Gegenstand: ,,Die magnetische Drehung der Pola- 
risationsebene des Lichtes‘‘ Halle 1863. Weitere Bemerkungen hieriiber findet man 
in meinem letzten Aufsatz (Abh. d. Kgl. Sachs. Ges, d. Wiss. 1874, 8. 113). 
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Lage besitzt, und von dieser Kugelfliche nach dem Weber’schen Ge- 
setz sollicitirt wird. Der Helmholtz’sche EKinwand (B.) in seiner 
zweiten Form besteht alsdann darin, dass dieser Punkt in einem ge- 
wissen idealen Falle durch die Kinwirkung der Kugelfliche eine wnendlich 
grosse Beschleunigung erhalten miisste. Ich nenne jenen Fall einen 
idealen, weil seine Realisirbarkeit vorlaufig in Frage steht. In der That 
scheint ein ungefahrer Ueberschlag zu ergeben, dass der Fall nur dann 
eintreten kénnte, wenn der Radius der Kugelfliche iiber 400 Sonnen- 
weiten betragt*). 

Nach meinem Dafiirhalten sind nun aber als Controle eines noch 
hypothetischen physikalischen Gesetzes nur solche Fille anwendbar, 
deren Wirklichkeit oder Realisirbarkeit ausser Zweifel steht. Denn wollte 
man ideale Fille (d. i. solche, deren Realisirbarkeit noch nicht darge- 
than ist) als Contrele gelten lassen, so wiirde man selbst das New- 
ton’sche Gesetz fiir unzulassig erkliren miissen, weil daselbe zu absurden 
Folgerungen fiihrt, sobald man sich den ganzen Weltraum mit Materie 
erfiillt denkt, welche mit iiberall gleicher Dichtigkeit nach allen Seiten 
ins Unendliche reicht **). 

Demgemiiss kann nach meiner Ansicht dem in Rede stehenden 
Helmholtz’schen Einwande eine ernstliche Bedeutung nicht friiher 
beigemessen werden, als bis die Realisirbarkeit des dabei als Priifstein 
benutzten Falles wirklich dargethan sein wird. 

+ 
§ 6. 
Ueber die in neuerer Zeit an Stelle des Weber’schen Gesetzes in 
Vorschlag gebrachten Theorien. 


Es sind hier namentlich diejenigen Theorien zu erwiihnen, welche 
Helmholtz proponirt hat, daneben auch diejenige, welche von mir 
selber aufgestellt worden ist. 

Die urspriinglich (1870) von Helmholtz angegebeue Theorie geht 
bekanntlich aus von der Existenz eines elementaren Potentiales***) 

*) Ich verstehe hier unter Sonnenweite den Abstand zwischen Sonne und 
Erde. Uebrigens findet man Niheres tiber die hier gemachten Angaben in meinem 
mehrfach erwiihnten Aufsatz (Abh. d. Kgl. Stichs. Ges. d. Wiss. 1874, 8. 91—97). 
Ich benutze diese Gelegenheit, um ein kleines Versehen zu corrigiren. In jenem 
Aufsatze sind nimlich auf S. 95 die beiden ersten Zeilen des zweiten Absatzes 
durch folgende zu ersetzen: 

Nach Weber ist ¢> 59000 Meilen; ferner ist g << 31 Fuss, d. 1. 9< = _ 
Meilen. Somit folgt etc. etc, 

Im Uebrigen bleibt Alles ungeiindert, so dass also diese Verboserung auf 
die dort erhaltenen Resultate keinerlei Einfluss hat. 

**) L. c. 8. 97, 98. 

***) Ich verstehe hier unter elementarem Potential einen von den betrach- 
teten Stromelementen abhingenden Ausdruck, welcher durch seine Differentiation 
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und leugnet das Ampére’sche Gesetz. Neben dieser Theorie (und 
ohne dieselbe einstweilen aufzugeben) ist dann spiiter (1874) von Helm- 
holtz eine zweite Theorie angedeutet worden, welche umgekehrt das 
Ampére’sche Gesetz als Grundlage benutzt, und die Existenz eines 
elementaren Potentiales aufgiebt. 


I. Die urspriingliche Helmholtz’sche Theorie, von 1870. 
Borchardt’s Journal Bd, 72. 


Dass diese urspriingliche Theorie mit den elektrodynamischen Ro- 
tationserscheinungen in diametralem Widerspruch stehe*), und° unter 
dem Gewicht dieser experimentellen Thatsachen zusammenbrechen werde, 
ist von mir bereits mehrfach bemerkt worden. Und dass ich auf die 
etwas kiinstlichen und wenig ansprechenden Stiitzen, welche — diesen 
Bemerkungen gegeniiber — von Herrn Helmholtz zur Rettung seiner 
Theorie hervorgesucht wurden, mich niher einzulassen, nicht fiir nothig 
erachtete, diirfte um so mehr gerechtfertigt sein, als Herr Helmholtz 
schliesslich seine ganze Theorie zuriickgezogen hat. Denn dass die 
Worte, mit denen Herr Helmholtz in den Monatsberichten der Ber- 
liner Akademie vom 17. Juli 1875 (S. 412) iiber diesen Gegenstand sich 
explicirt, eine vollstiéndige Zuriicknahme seiner Theorie involviren, — 
dariiber diirfte wohl Niemand in Zweifel sein. 


Il. Die spitere Helmholtz’sche Theorie, von 1874. 
Borchardt’s Journal Bd. 78. 


Diese spiitere Theorie ist nahe verwandt mit derjenigen, welche 
schon einige Jahre friiher von mir selber entwickelt wurde, in meinem 
Werk: ,, Die elektrischen Kréfte“. Um niher hierauf eingehen zu 


nach der réumlichen Lage die zwischen den beiden Elementen stattfindenden 
ponderomotorischen Wirkungen ergiebt. 


*) Etwas spdter wurde Aehnliches auch von Riecke bemerkt, nur in we- 
niger bestimmten Umrissen. Denn wihrend mein Einwand gegen die Helm- 
holtz’sche Theorie auf bereits bekannten Thatsachen (den elektrodynamischen 
Rotationserscheinungen) basirte, machte Riecke seine Entscheidung zu Gunsten 
oder Ungunsten jener Theorie abhingig vom Ausfall eines gewissen erst noch an- 
zustellenden Experimentes, dessen Einrichtung er niher beschrieb. Wenn man 
daher meinen Einwand nur beiliufig zu erwihnen, und hauptsichlich vom Riecke’- 
schen Einwande zu sprechen pflegt, so diirfte diese Ausdrucksweise als eine (ab- 
sichtliche oder unabsichtliche) Entstellung der Thatsachen zu bezeichnen sein, — 
Man findet meine betreffenden Aeusserungen in den Ber. d. Kgl. Siichs. Ges. d. 
Wiss, vom 3. Aug. 1872, S. 149 und 157 (S. 8 und 16 der Separatabziige), ferner 
in den Mathem. Annalen Bd. V, S. 607 und 614, endlich in meinem Werke ,,Die 
élektrischen Krdfte‘, S..X der Einleitung und S. 78, 79. Andererseits findet man 
die Aeusserungen von Riecke in den Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Géttingen, 
vom 14. August 1872. 
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kénnen, sei zuniichst erinnert an die von mir bei friiherer Gelegenheit 
mit Delta und Epsilon bezeichneten Voraussetzungen. Dieselben lauten: 


Voraussetzung Delta. — Bezeichnet Dv ein Volumelement 
eines kirperlichen Inducenten, und denkt man sich die in Dv vor- 
handene (der Richtung und Stirke nach variable) Strémung i in 
Componenten u, v, w zerlegt nach drei aufeinander senkrechten mit 
der ponderablen Masse des Inducenten starr verbundenen Azen, 
so kann die von i auf irgend ein dusseres Object ausgeiibte elektro- 
motorische Kraft ersetet werden durch die von u, v, w auf jenes 
Object ausgetibten Krdfte. 

Voraussetzung Epsilon. — Ein Stromelement Dv, wel- 
ches in Bezug auf Ort, Stromrichtung und Stromintensitat constant 
bleibt, kann in einem voheniies Leiterelement Ds keine elektromoto- 
rische Kraft hervorbringen. 


Wenn Herr Helmholtz diese beiden Voraussetzungen als richtig 
anerkennen wollte, so wiirde er gezwungen sein, die in seinen Formeln 
enthaltene Constante k gleich —1 zu setzen; wodurch seine Theorie 
vollkommen identisch werden wiirde mit der von mir in den ,, Elektrischen 
Kréften“ entwickelten. Auch unterliegt es keinem Zweifel, dass Herr 
Helmholtz der Voraussetzung Delta wircklich beipflichtet. 

Der einzige Unterschied zwischen beiden Theorien besteht also in 
der Hypothese Epsilon. Nun kann man allerdings iiber diese Hypo- 
these Epsilon verschiedener Ansicht sein. Eine absolute Noéthigung zu 
ihrer Annahme liegt nicht vor. Wenigstens sind solche Theorien, 
welche, wie z. B. die Weber’sche, die elektrodynamischen Krafte nicht 
von den localen Geschwindigkeitszuwiichsen des elektrischen Fluidums, 
sondern von den Beschleunigungen der elektrischen Theilchen abhangig 
machen, dieser Hypothese von selber iiberhoben. Wie aber gerade 
Herr Helmholtz, ohne seiner Theorie eine neue unerwartete Wendung 
za geben, die Annahme dieser Hypothese wird vermeiden kénnen, — 
ist vorliufig schwer zu begreifen. Entschliesst sich aber Herr He] m- 
holtz zu diesem Schritt, so wird seine Theorie mit der meinigen 
identisch. 


Um die Hauptsache zusammenzufassen: Durch Verbesserung ge- 
wisser Uebereilungen (nimlich durch Beriicksichtigung gewisser zu 
Anfang tibersehener experimenteller Thatsachen) ist Herr Helmholtz 
von seiner urspriinglichen Theorie (1870) zu seiner spdtern Thorie (1874) 
hingedringt worden; wodurch bereits eine bedeutende Anndhrerung an 
die von mir entwickelte Theorie stattgefunden hat: Und aller Wahr- 
scheinlichkeit nach wird Herr Helmholtz allmdhlig durch weitere 
Berichtigungen schliesslich zu einer Theorie gedriingt werden, welche 
mit der meinigen vdllig identisch ist. 
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Diese letztere*) giebt fiir das ponderomotorische und elektromoto- 
rische Elementargesetz einfachere Ausdriicke**), als die Weber’sche 
Theorie, steht aber der Weber’schen insofern nach, als es mir bis- 
her nicht gelungen ist, jene einfacheren Elementargesetze auf eine 
gemeinschaftliche Quelle zuriickzufihren. 

Will man also fiir die elektrostatischen und elektrodynamischen 
Erscheinungen eine Theorie haben, welche in all’ ihren Betrach- 
tungen von einer gemeinschaftlichen Quelle ausgeht, und welche 
gleichzeitig in den experimentellen Thatsachen kein handgreifliches 
Veto findet, so scheint bis zwm heutigen Tage die Weber’sche die 
einzige zu sein, welche diesen Anforderungen entspricht. 


§ 7. 
Ueber die Anzahl der elektrischen Materien. 


Thomson und Tait bemerken in dem oben (S. 318) mitgetheilten 
Citat, dass man die Hypothese, es existirten zwei elektrische Fluida, 
unmdglich als richtig ansehen kénne. Obwohl nun eine weitere Dis- 
eussion dieser Frage, in Ermangelung fester Anhaltpunkte, sehr un- 
fruchtbar ausfallen wiirde, so méchte ich doch die Gelegenheit benutzen 
zu Erérterung einer verwandten Frage, indem ich dabei ausgehe von 
den bekannten Thatsachen der sogenannten unipolaren Induction. 

Wollen wir die elektromotorische Einwirkung eines um seine Axe 
drehbaren cylindrischen Magneten auf ein fest aufgestelltes lineares 
Leiterelement Ds niher angeben, so haben wir zwei Fille zu unter- 
scheiden : 

Erster Fall. Der Magnet steht still. — Alsdann ist die von ihm 
in Ds inducirte elektromotorische Kraft stets gleich Null. 

Zweiter Fall. Der Magnet rotirt. — Alsdann wird die von ihm 
in Ds inducirte elektromotorische Kraft einen Werth besitzen, der (bei 
geeigneter Aufstellung des Elementes Ds) von Null verschieden ist. 

Man wird schwerlich bezweifeln, dass diese Sitze auch dann noch 
giiltig bleiben, wenn man den Magneten durch ein Solenoid (von end- 


*) Man findet diese von mir entwickelte Theorie in ihren Hauptumrissen 
kurz angedeutet in den Berichten der Kgl. Sachs. Ges, August 1872, 8S. 157—164 
(S. 16—23 der Separatabdriicke), ferner in den Mathem. Annalen Bd. VI, S. 614 
—624; sodann aber ausfiihrlicher entwickelt theils in meinem Werke: ,,Die elek- 
trischen Krdfte“ (Leipzig, 1873), theils in den Abh. d. Kgl. Siichs. Ges. 1873, 
8. 419—503. — Ausserdem habe ich die Beziehung dieser Theorien zu der in Rede 
- stehenden Helmholta’schen Theorie (von 1874) niher dargelegt in den Ber. d. 
Kgl. Sachs. Ges., August 1874, S. 145, 146. 
**) Genauer gesprochen, wird nur der Ausdruck des elektromotorischen Ele- 
mentargesetzes ein einfacherer, wihrend der des ponderomotorischen fiir beide 
Theorien derselbe ist, nimlich der von Ampére gegebene. 
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lichem Durchmesser), resp. durch einen einzelnen Stromring ersetzt. 
Denken wir uns also einen kreisférmigen Metallring, welcher drehbar 
ist um seine geometrische Axe (d.i. um die in seinem Mittelpunkt auf 
seiner Ebene errichtete Normale), und denken wir uns diesen Metall- 
ring von einem constanten elektrischen Strom durchflossen, so werden 
hinsichtlich der elektromotorischen Wirkung dieses Ringes auf ein fest 
aufgestelltes Leiterelement Ds wiederum zwei Fille zu unterscheiden sein: 


(a) ---+ Erster Fall. Der Ring steht still. — Alsdann ist die 
von thm in Ds inducirte elektromotorische Kraft gleich Null. 
(8B) ---- Zweiter Fall. Der Ring rotirt. — Alsdann wird die 


von thm in Ds inducirte elektromotorische Kraft einen Werth besitzen, 
der (bei geeigneter Aufstellung des Elementes Ds) von Null verschie- 
den ist. 

Wollte man nun annehmen, dass die Wirkungen des elektrischen 
Stromes “von einer einzigen Materie herrihren, die mit einer gewissen 
Geschwindigkeit in der Strombahn dahinfliesst, so wiirde aus dem ersten 
Falle folgen, dass diese Materie bei einer constanten kreisférmigen Be- 
wegung in dem linearen Leiter keine elektromotorische Kraft erzeugt, und 
sie dass also auch im zweiten Falle, wo sie offenbar wiederum eine constante 
kreisférmige Bewegung, nur von etwas anderer Winkelgeschwindigkeit, 
besitzt*), eine elektromotorische Kraft zu induciren unfahig sei,.— was 
dem Satze (6) widerspricht. Somit folgt, dass jene Annahme, die Wir- 
kung eines elektrischen Stromes riihre nur von timer einzigen Materie 
her, unzulassig ist; und wir gelangen daher zu folgendem Resultat: 

Ist iiberhaupt die Vorstellung richtig, dass die Wirkungen 
des elektrischen Stromes irgend welchen Materien zuzuschreiben 
sind, die mit gewissen Geschwindigkeiten in der Strombahn dahin- 
fliessen, so sind, falls man einen offenbaren Conflict mit den 
Sétzen (), (B) vermeiden will, mindestens zwei solche Materien 
anzunehmen. 


In der That tiberzeugt man sich leicht davon, dass jener Conflict 
vermieden wird, wenn man (im Einklange mit der gewohnlichen duali- 
stischen Anschauungsweise) zwei Materien sich vorstellt, welche in der 
Strombahn mit gleichen Geschwindigkeiten in entgegengesetzten Rich- 
tungen dahinfliessen, und dass derselbe andererseits auch dann vermieden 
wird, wenn man (der von mir proponirten unitarischen Anschauungs- 


*) Die Winkelgeschwindigkeit dieser kreisformigen Bewegung wiirde nimlich 
im ersten Fall = =, im zweiten = = +2 sein, falls » die Strémungageschwindig- 


keit der Materie, r den Radius der kreisférmigen Strombahn, und Q die Winkel- 
geschwindigkeit bezeichnet, mit welcher diese Bahn rotirt. 
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weise Folge leistend) zwei Materien annimmt, von welchen nur die 
eine in Strémung begriffen, die andere aber mit der Strombahn un- 
beweglich verbunden ist. 


§ 8. 
Ueber einige Bemerkungen des Herrn Helmholtz. 


I. Ueber einen dem Verfasser zur Last gelegten 
Rechnungsfehler. 


Ich habe iiberall, wo ich mit Herrn Helmholtz verschiedener 
Ansicht war, die bei einer wissenschaftlichen Discussion gebotenen 
Grenzen mit grosser Sorgfalt einzuhalten mich bemiiht; kann aber nicht 
behaupten, dass Herr Helmholtz seinerseits dasselbe Bestreben an 
den Tag gelegt hitte. Denn wenn Herr Helmholtz z. B. in Borchardt’s 
Journal (Bd. 75, 8. 55, Anmerkung) in Betreff eines von mir aufge- 
stellten Satzes sagt: 


Ich erstaunte nicht wenig, als ich diesen Satz las, denn in den 
Hypothesen, von denen Herr C. Neumann ausging, und auf welche 
seine ,, Deduction“ gegriindet ist, war tiber die mechanischen Beziehungen 


- zwischen der sich bewegenden — — Elektricitiit und der Materie des 
Leiters nichts weiter angenommen, als dass die Elektricitiit der Reibung 
des Leitungswiderstandes — — — unterworfen sei. Dass nun durch 


blosse Rechnung eine neue mechanische Beziehung zwischen beiden, 
zu welcher in den Priimissen kein Grund gelegt war, erzeugt werden 
sollte, machte mich meugierig, das Verfahren kennen zu lernen, 
welches so etwas leisten konnte. Der Fehler ist einfach folgender: 
Die Gleichung — — — — — — — — —- — —- — — — — 


so muss man doch wohl eingestehen, dass derartige Expectorationen 
die genannten Grenzen iiberschreiten, — ganz abgesehen davon, dass 


_ der Angriff ein durchaus ungerechter ist. 


Ich habe meinerseits diesen Angriff des Herrn Helmholtz dadurch 
beantwortet, dass ich den von ihm getadelten Aufsatz vor etwa zwei 
Jahren in etwas ausfiihrlicherer Gestalt von Neuem publicirte (in den 
Abh. d. Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. 1874), und bei dieser Gelegenheit 
eine kurze Notiz hinzufiigte (1. c. p. 163), aus welcher hervorgeht, dass 
der in Rede stehende Angriff lediglich auf ein Versehen des Herrn 
Helmholtz zuriickkommt. Ich erwartete damals, dass Herr Helmholtz 
wenigstens fiir néthig erachten werde, sich in Betreff seiner irrthiimlichen 
und mich persdnlich verletzenden Aeusserungen zu entschuldigen. Kine 
solche Entschuldigung ist indessen bis zum heutigen Tage nicht erfolgt*). 


*) Und leider muss ich hinzufiigen, dass ich Aehnliches auch bei andern 
Aeusserungen zu bemerken habe, die Herr Helmholtz in Betreff meiner Schrif- 
ten sich erlaubt hat. 
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II. Ueber das Energie- und Potentialgesetz. 


Im Verlaufe meiner elektrodynamischen Untersuchungen habe ich 
gelegentlich (Ber. d. Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. October 1871) die 
Consequenzen des Weber’schen Gesetzes unter Zugrundelegung einer 
gewissen unitarischen Anschauungsweise zu entwickeln gesucht. Dabei 
gelangte ich zu dem Resultat, dass das Princip der lebendigen Kraft 
im Gebiet der elektrischen Krafte nicht durch einen, sondern durch 
zwei Sitze dargestellt sei, welche ich zur bequemern Unterscheidung 
als Energie“und Potentialgesetz bezeichnete. Zugleich bemerkte ich (I. ¢. 
p. 472), dass diese beiden Gesetze genau in derselben Form auch aus der 
Hel mholtz’schen Theorie (von 1870) sich ableiten liessen, nur mit dem 
Unterschiede, dass das Potentialgesetz aus der He] mholtz’schen Theorie 
sich als allgemein giiltig ergebe, wahrend seine Ableitung aus meiner 
Theorie bis zu jener Zeit nur fiir gewisse specielle Falle gelungen wire. 
Mit Bezug hierauf hat nun Herr Helmholtz (Borchardt’s Journal, 
Bd. 75, p. 39) folgende Bemerkung gemacht: 

Gegen meinen Einwand (A.) hat Herr C. Neumann nur im 
Allgemeinen geltend gemacht, die Kirchhoff’schen Differentialglei- 
chungen seien noch auf andere, nicht genau priicisirte Hypothesen 
gegriindet, ohne aber die ihm hypothetisch erscheinenden Punkte 
niher zu bezeichnen. Was ich aus diesen gefolgert hitte, gelte nicht 
gegen das Weber’sche Gesetz. Uebrigens hat er selbst aus seiner 
eignén neuen Annahme keine Differentialgleichungen der elektrischen 
Bewegung hergeleitet, sondern erklirt nur auf 8. 472 seines Aufsatzes, 
dass das zur Aufstellung dieser Gleichungen ndthige ,,Potentialgesetz“ 
bisher ftir andere als geschlossene lineare Strémungen noch nicht 
eruirt worden sei. Demgemiiss ist denn Herr C. Neumann auch den 
Beweis schuldig geblieben, dass seine neue Modification des Weber’- 
schen Gesetzes zu stabilem Gleichgewicht der ruhenden Elektricitit 
in Leitern fthre. 


Dass die Kirchhoff’schen Differentialgleichungen ausser auf das 
Weber’sche Gesetz noch auf andere bisher nicht genau pricisirte 
Hypothesen gegriindet sind, ist durch die Expositionen des gegenwartigen 
Aufsatzes (vgl. 8. 325 ff.) hinreichend constatirt, zugleich also auch con- 
statirt, dass ein Kinwand gegen jene Differentialgleichungen noch nicht 
als ein Einwand gegen das Weber’sche Gesetz anzusehen ist. 


Andererseits ist es wohl méglich, dass die Kirchhoff’schen Diffe- 
rentialgleichungen ein labiles Gleichgewicht der Elektricitaét in leitenden 
Kérpern ergeben, mithin unhaltbar seien*). Auch will ich gern ein- 





*) Eine bestimmte Aeusserung hieriiber michte ich vorliufig vermeiden, aus 
Griinden, die ich an einer andern Stelle naher entwickelt habe (Ber. d. Kgl. Sachs. 
Ges, d. Wiss., August 1874, S. 147—150). 


Mathematische Annalen, XI. 22 











338 C. Neumann, 


raumen, dass Herr Helmholtz sich mit Scharfsinn und Erfolg bemiiht 
habe, andere Differentialgleichungen aufzufinden, die von diesem Uebel- 
stande frei sind. Desgleichen will ich anerkennen, dass ich selber mit 
der Aufstellung solcher Differentialgleichungen bisher mich nicht be- 
schiftigt habe. — Nur bitte ich, aus diesem letztern Umstande, der 
eine nothwendige Consequenz des von mir verfolgten wissenschaftlichen 
Planes ist, mir keinen Vorwurf zu machen. 


Wir haben niimlich im Gebiet der elektrischen Erscheinungen zu 
unterscheiden zwischen solchen Wirkungen, die in betrdchtlichen Ent- 
fernungen stattfinden, und zwischen solchen, bei denen die Entfernungen 
diusserst klein sind; wobei zu bemerken, dass zur Aufstellung der Diffe- 
rentialgleichungen fiir die Bewegung der Elektricitét in einem ge- 
gebenen Leiter sowohl die Kenntniss der Wirkungen erster Art, als 
auch diejenige der Wirkungen zweiter Art erfordert wird. 


Je schwieriger nun aber die Erforschung eines wissenschaftlichen 
Gebietes ist, desto nothwendiger erscheint es, planmdssig vorzugehen, 
mit dem Leichteren zu beginnen, und erst, wenn man hier festen Fuss 
gefasst hat, zum Schwierigeren tiberzugehen. Da nun im gegenwiirtigen 
Fall der leichtere Theil des zu erforschenden Gebietes durch die Wir- 
kungen erster Art, der schwierigere durch die Wirkungen gzweiter Art 
reprasentirt ist, so wird es gut sein — und dies ist der von mir ver- 
folgte Plan — mit den Wirkungen erster Art zu beginnen, und zu den 
Wirkungen zweiter Art, mithin auch zur Aufstellung der in Rede stehen- 
den Differentialgleichungen, falls irgend méglich, nicht friher tiberzu- 
gehen, als bis die Theorie jener Wirkungen erster Art zu einiger 
Festigkeit gediehen ist, — was bis jetzt offenbar noch nicht der Fall. 


Dass ich iibrigens, wie Herr Helmholtz in seiner obigen Bemer- 
kung ausspricht, erklirt haben solle, zur Aufstellung jener Differential- 
gleichungen bediirfe es des Potentialgesetzes, beruht auf Irrthum. Denn 
man wird eine derartige Aeusserung in meinem Aufsatz vergeblich 
suchen. 


Ein zweiter Irrthum des Herrn Helmholtz besteht darin, dass er 
von einer newen Modification des Weber’schen Gesetzes spricht, welche 
nach seiner Ansicht (Borchardt’s Journal, Bd. 75. S. 39) von mir nur ein- 
gefiihrt sei, um seine gegen das W eber’sche Gesetz erhobenen Einwiinde 
zu beseitigen. Denn jene angeblich newe Modification (welche sich auf 
die Form des Weber’schen Gesetzes fiir sehr kleine Entfernungen be- 
zieht) ist bereits im Jahre 1858 von mir eingefiihrt worden, in meiner 
Habilitationsschrift: Eaplicare tentatur, quomodo fiat, ut lucis planum 
polarisationis per vires electricas vel magneticas declinetur. Halis Saxo- 
num 1858. : 
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Ill. Ueber die Beziehung des Energiegesetzes zum 
Inductionsgesetz. 


Wollte man in der Hydrodynamik ‘ei Einfiihrung der bekannten 
Bedingungsgleichung 


Ou, Ov , dw 
dat ayt as ° 
die gleichzeitige Einfiihrung der entsprechenden Krifte 
Op Op Oop 


du’ Oy’ dz 
unterlassen, so wiirde man zu Formeln gelangen, die mit sich selber 
in Widerspruch sind. Hieraus resultirt (wie bereits auf S. 327 bemerkt 
wurde) der allgemeine Satz: 


Soll die Bewegung gegebener Massen einer bestimmten Be- 
dingungsgleichung unterworfen gedacht werden, so ist (eur Ver- 
meidung innerer Widerspriiche) die Einfiihrung von Kréften er-° 
forderlich, welche fiir die Aufrechterhaltung jener Bedingungsgleichung 
Sorge tragen. 


Hieraus folgt, dass die Annahme constanter Magnete oder constanter 
Molecularstréme theorisch unzulissig ist, falls man nicht gleichzeitig 
Kriifte einfiihrt, die fiir jene Constanz Sorge tragen; und hierin liegt 
(wie ich in diesen Annalen Bd. VI, 8. 330—340 weiter ausgefiihrt habe) 
der Grund derjenigen innern Widerspriiche, welche die Theorie der 
Elektrodynamik bei ihrer Anwendung auf sogenannte constante Magnete 
in der That darbietet. 


So z. B. ist es bei Annahme constanter Magnete unmdglich, das 
Energiesetz und die iibrigen Gesetze der Elektrodynamik mit einander 
in Einklang zu bringen. in derartiger Einklang aber ist von Helm- 
holtz bis in die neueste Zeit behauptet worden. Denn nach seiner 
Ansicht soll gerade fiir den Fall constanter Magnete das Inductionsgesetz 
aus dem Energiegesetz ableitbar oder wenigstens mit demselben in 
Einklang sein. So iussert sich z. B. Helmholtz in Borchardt’s 
Journal, Bd. 75. S. 62 folgendermassen: 

Der Streit dariiber, ob die Existenz der elektrodynamischen In- 
duction aus dem Gesetz von der Erhaltung der Kraft ,,deducirt werden 
kénne, hat fiir mich nur den Werth eines Wortstreites. Meine Auf- 
gabe in der ,,Erhaltung der Kraft war, die siimmtlichen damals be- 
kannten Thatsachen durchzugehen, und zu priifen, ob sie mit dem 
betreffenden allgemeinen Gesetze in Uebereinstimmung wiiren, oder — 
ob sich vielleicht im Gegentheil irgendwo Liicken oder Widersprtiche 
zeigten. Als Form der Darstellung ist es bei solcher Aufgabe oft 
anschaulicher, die Richtigkeit des allgemeinen Gesetzes vorauszusetzen, 

die Folgen zu deduciren, nicht aber um sie durch eine solche Deduction 
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als bewiesen zu betrachten, sondern um sie mit den Thatsachen zu 
vergleichen, und dadurch die Zulissigkeit des allgemeinen Gesetzes 
za priifen, was den Ausgangspunkt bildete. Will man alle bei der 
elektrodynamischen Inddf@ton | in Betracht kommenden Thatsachen bis 
auf eine als bekannt voraussetzen, so wird man diese eine immer 
noch aus dem Gesetz von der Constanz der Energie ,, deduciren“ 
kiénnen, so z. B. den Werth der Inductionsconstante. Aber als Be- 
weismittel von thatsiichlichen Wahrheiten kenne ich nur den Weg 
der Induction. 

Die Ansicht, welche Herr Helmholtz theils in seiner Schrift iiber 
die Erhaltung der Kraft (Berlin 1847), theils in den eben wiederholten 
Worten, theils auch an einer anderen Stelle (Borchardt’s Journal Bd. 72, 
S. 69) vertritt, geht offenbar dahin, dass das Gesetz der Energie 
und die Annahme constanter Magnete mit den gewdhnilichen und 
fiir richtig geltenden Gesetzen der Elektrodynamik in Einklang gebracht 
werden kimnen. Dies aber gerade ist es, was von mir bestritten wird. 
. Mag man niimlich den von der Induction constanter Magnete handeln- 
den Abschnitt jener Helmholtz’schen Schrift (von 1847) corrigiren 
wie man will, immer werden daselbst noch Widerspriiche zuriickbleiben, 
— es sei denn, dass man sich entschlésse, die Vorstellung constanter 
Magnete aufzugeben; womit dann aber selbstverstiindlich ein Aufgeben 
jenes ganzen Abschnittes verbunden sein wiirde. 


Leipzig, September 1876. 
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Kin paar allgemeine metrische Satze fir algebraische 
Curven*). 


Yon Exuine Hotst in Christiania. 


Bekanntlich hat die sogenannte Hesse’sche Normalform der Glei- 

chung einer geraden Linie 
4o+ By+ Cg 
VA+B 

die Eigenschaft, dass die linke Seite, durch Einsetzen der Coordinaten 
eines willkiirlichen Punktes, unmittelbar die senkrechte Entfernung 
dieses Punktes von der Geraden darstellt. 

Eine analoge Normalform kann ganz allgemein fiir jede algebraische 
ebene Curve aufgestellt werden, wie ich zeigen werde**). 

Sei 
(1) F(z,y)=0 
die Gleichung einer algebraischen Curve n'* Ordnung und 


A, x" + A,ar—ty + +++ + Apay" + Anyiy” 
= A, (a+ ayy) (G+ ay) + ++ (H+ ny) = UH, y) 
der Inbegriff der in ihr enthaltenen Terme der n'™ Dimension, So 
soll als Normalform der Gleichung (1) die folgende bezeichnet werden: 


6 


F(a, y) Fe, 9) 
2 F ~— e a ee 
( ) n(x, y) A, V (i+ ee?) (Lag?) --- (1 @,”) Vai, 4)-UA, —1?) 


F(x, y) 

















Die Glieder héchster Dimension kénnen bei ihr in folgende Form 
gesetzt werden: 


(sin u, -% + cos u, - y) (sin u, - % + cos u, -y) - ++ (sin U,-x% + cos Un); 


*) Eine vollstiindigere Entwickelung wird im norwegischen ,,Archiv for Mathe- 
matik og Naturvidenskaber‘‘ erscheinen. ° 

**) Ich habe verschiedene Punkte mit meinem hochgeehrten Freunde Herrn 
L, Sylow besprochen. 
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umgekehrt, wenn bei einer Gleichung die Glieder héchster Dimension 
in dieser Gestalt erscheinen, so hat die Gleichung die Normalform. 
Von dieser normirten Gleichung werde ich nun beweisen: 

Wenn man in die linke Seite der Normalform die Coordinaten eines 
willkiirlichen Punktes der Ebene einsetzt, so ist der entstehende Ausdruck 
gleich dem Producte der Liingen derjenigen Normalen, die von dem Punkte 
auf die Ourve gefallt werden kinnen, dividirt durch das Product der 
Entfernungen, welche die reellen Brennpunkte der Curve von dem an- 
genommenen Punkte besitzen. 

Ist die Classe der Curve m, so ist die Anzahl der von einem be- 
liebigen Punkte ausgehenden Normalen bekanntlich n+-m. Es mégen 
a, B die Coordinaten des willkiirlichen Punktes, x;, y; die Coordinaten 
der Fusspunkte der von ihm fillbaren Normalen bedeuten. Dann ist 
das Product der Normalen — unter Normale die Entfernung des Punktes 
(a, 8B) vom Normalenfusspunkte verstanden —: 


Py~=V (044+ B—9,)")- (le — a? + B—y2)?] + [(@— ng) (BY) 
Dieses Product verzchwindet nur, wenn einer seiner Factoren ver- 
schwindet: 





(a—ai)? + (B—yi)? = 0; 


das aber geschieht auf zwei wesentlich verschiedene Weisen; namlich 


1) wenn 
a=x, B=yi, 
d. h. wenn 
F(«, B) =0 
2) wenn : 


(a—ai) + 1 (B—y:) = 0, - 

also, wenn (a, 6) so gegeben ist, dass eine der Normalen durch einen 
der zwei unendlich fernen Kreispunkte geht, in welchem Falle diese 
Normale auch beliebig als Tangente angesehen werden kann und durch 
einen der reellen Brennpunkte hindurchgeht. Wenn die letzteren mit 
&:, m: bezeichnet werden (i—1, 2,--- m), erhalt man somit, weil Py 
nur fir 

F (a, 8) =0 


(a—&) +1(6B—y) =0 


verschwindet und im Allgemeinen nur fiir unendliche Werthe von « 
und # unendlich wird: 


und fiir 


Py=k{ F(a, B)? 
- {[le— 8) (B—n,)?) - [ae —8,)?-+ (B—n,)"] + -[(@—Em)?-++ (B—tam)*}} 4, 


wo k& eine von a, 6 unabhingige Constante, p und g niher zu be- 
stimmende Exponenten sind, die der Gleichung geniigen: 


m+ n=pn-+ 2qm. 
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Man findet leicht, z. B. durch eine Reihenentwicklung, p= 1, woraus 
.¢=4, und die Formel wird: 

Py =k- F(a, B)- Pz, 
wenn: man das Product aller Entfernungen des Punktes (@, 6) von den 
reellen Brennpunkten Pz, nennt. 

Um & zu bestimmen lasse man (a, ) in einer willktirlichen Richtung, 
die nur nicht mit der Richtung einer Asymptote zusammenfallt, unend- 
lich weit riicken. Von den Normalen niahern sich jetzt n den n Per- 
pendikeln, welche von (a, 8) auf die Asymptoten gefallt werden kénnen; 
das Product der m tibrigen Normalen niahert sich dem Producte Pz, 
in F(a, B) endlich kommen (immer mehr) nur die Glieder héchster 
Dimension in Betracht. So findet man 
(3) ro ae. See _ 

V(A,— A,+ 4A, —- +)? + (4,—A, + 4,—-*-)? 
und somit die zu beweisende Formel: 

- Py 
(4) Fr(«,A)—p- 


Das doppelte Vorzeichen, welches k nach (3) haben kann, findet seine 
Erklirung darin, dass Py allemal sein Vorzeichnen andert, wenn F'(«, £) 
den Werth Null iiberschreitet; das Zeichen hat also die Bedeutung, dass 
es die Punkte (a, 8) unterscheidet, welche auf der einen oder anderen 
Seite der Curve liegt. Die imaginiiren Factoren in Py kommen paar- 
weise conjugirt vor und haben also keinen Eififluss auf das Zeichen, 
in Bezug auf welches auch Ps ganz indifferent ist. 

Die Formel (4), die ich jetzt so schreiben will 
(5) Py = Fy(«, B)- Ps, 
kann nun noch folgendermassen verallgemeinert werden. 

Man kann, in bekannter Weise, auf der Curve F, resp. auf allen 
Ziigen derselben eine Bewegungsrichtung als positiv festsetzen. Zieht 
man nun durch (a, f) alle diejenigen Geraden, welche die Curve unter 
demselben Winkel © schneiden, dieses © von der positiven Bewegungs- 
richtung aus in positivem Sinne herumgerechnet, so ist die Anzahl solcher 
Geraden, fiir jedesO, n+ m. Das Product der Strecken (©-Strecken), 
welche auf diesen Geraden von (a, 8) und bez. dem ausgezeichneten Schnitt- 
punkte*) mit J’ begrenzt werden, jede Strecke mit ihrem Vorzeichen 
genommen**), sei P,. Man findet dann: 

Fy(«, 8B): Pz 
sin" @ 








as Peo. 


(6) P; = 


*) Ein solcher Punkt soll ein O-Punkt genannt werden. 
**) Dasselbe ist nach der nimlichen Regel zu bestimmen, wie das Vorzeichen 
der Normale. 
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Fir 9 = = geht diese Formel in Formel (5) iiber. Fir © = 0 erhiilt 


man auf der rechten Seite oo”. In der That werden auf der linken > 


Seite » der 0-Strecken unendlich gross, diejenigen nimlich, die sich 
von (a, B) bis zu den unendlich fernen Punkten der Curve F erstrecken. 
Um die Formel in diesem Falle in bestimmter Weise umzuindern, ist 
nur nothig, in (6) mit sin*© hiniiberzumultipliciren. Dann kann man 
P,sin"© betrachten als ein Product, gebildet aus m beliebigen © -Strecken 
und den » Entfernungen des Punktes («, 8) von den m Tangenten in 
den » iibrigen ©-Punkten. Wenn sich jetzt © der Null nihert und 
man lisst diese » Q@-Punkte- eben diejenigen sein, welche auf den 
Asymptotenzweigen der Curve ins Unendliche riicken, so kommt: 


Pr: Ps, = Fy (ea, B) * P,. 
wo Py das Product der Liingen der Tangenten ist, die vom Punkte 


(a, B) an die Curve gehen, P, das Product der Entfernungen des 
Punktes (@, 8) von den Asymptoten. Man hat also. fiir das Product 
der Tangenten: " _ 

{ (a, B)- 
(2) Pym “9007 e 





Man bemerkt, dass F'y und P, durch denselben Factor k in die Normal- 
form gebracht sind, insofern in Fy und P, die Glieder héchster 
Dimension iibereinstimmen. Halt man nur an dieser Uebereinstimmung 
fest, so kann man in (7) von der strengen Normalform absehen. Weiter 
sieht man, dass Py sein Zeichen andert, sowohl wenn (a, 8) die Curve 
als wenn es eine der Asymptoten tiberschreitet (jede Tangentenrichtung 
ist dabei entweder im Sinne der auf der Curve angenommenen Be- 
wegungsrichtung oder im entgegengesetzten zu nehmen). Man hat also 
hier ein neues Mittel, um das betr. auf alle Ziige ausgedehnte Richtungs- 
gesetz zu untersuchen und zu controliren. 

Aus (5), (6), (7) zieht man noch folgende Formel, die allgemein 
fiir algebraische Curven gilt: 
(8) Py = P,-sin*O = Pr- Py. 


— Die hier entwickelten Siitze, die zu mehreren ahnlichen Anlass geben 
und ein gewisses Licht verbreiten iiber die Bedeutung der Anzahl 
n-+m der @-Strecken, werden fiir besondere Curven unbestimmt, 
namlich fiir diejenigen, welche die unendlich ferne Gerade beriihren 
oder dieselbe in den Kreispunkten schneiden, resp. beriibren. Fiir solche 
Curven geben die meisten unserer Formeln oo = oo. 

Was die ersteren betrifft, so wird eine Parabel, als ein Typus der- 
selben, sowohl die Frage als die Lésung illustriren. Es wird bei ihr 
P, (resp. Py) unendlich (co'), indem der Beriihrungspunkt mit den 
unendlich fernen Geraden ein 0-Fusspunkt ist; gleichzeitig wird aber 
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Ps, unendlich (co'), indem derselbe Punkt auch als ein Brennpunkt 
auftritt. Die Formeln (5) und (6) behalten also im Wesentlichert ihre 
Bedeutung; man hat die P auf die im Endlichen gelegenen © -Fusspunkte 
und Brennpunkte zu beschrinken. Fiir die Formel (7) gilt es dagegen, 
das Verhiltniss zwischen dem einen unendlich grossen Factor in Ps; 
und dem unendlich grossen Nenner P, zu suchen. Wenn man die 
Parabel (y?— 2px=—0) als Grenziibergang zwischen Hyperbel und Ellipse 


betrachtet, findet man das betr. Verhiltniss = — > und desshalb: 
Fy (a, 8)-B 
Foie oe ; 


wo B die Entfernung des Punktes (a, 8) von dem im Endlichen be- 
findlichen Brennpunkte ist — eine Formel, die man leicht controlirt. 

Hat nun eine Curve n't Ordnung r einfache (gew6hnliche) Asymp- 
toten und s parabolische Bégen, wo r-+-2s=—n, so ist ihre Gleichung 
von der Form: 

Fy (&, y) = A, A, ---A,(B,?— 2p, C,) (B,? — 2p, C,)--- (Be — 2p,.C) 
+ fr-2(%, y) = 9, 
wo 4; =0, B;=0, C; = 0 Gerade vorstellen, die in der Normalform 
gegeben sind. Dann wird: . 
Fy (a, B) x Paim—s 


py ee os ae —_ 
Tr ( ) A, Aq:+-A,-PyPo""-P, ’ 
6 





einfach analog mit der Parabel. 


Ist die unendlich ferne Gerade Inflexionstangente (ein- oder mehr- 
mal), so treten auf ahnliche Weise Formeln auf, die zuerst bei den 
Curven dritter Ordnung, die diese Singularititen besitzen, zum Vor- 
schein kommen ete. 


Als Typus fiir Curven, die durch die Kreispunkte gehen, mag der 
Kreis selbst gewihlt werden. Bekanntlich hat der Kreis eine Art 
Normalform unmittelbar, wenn die Coefficienten von x? und y? gleich 


1 sind. Unsere Formel (3) giebt dagegen k = — = oo. Formel (6) 


nimmt (den Mittelpunkt des Kreises als Anfangspunkt genommen) die 
Gestalt an: . 





_ F(a, 8) +6 
Po= “i-t* eint@ 
Wenn man nun iiberlegt, dass die Strecken, die von (a, 8) nach den 
Kreispunkten laufen, als zwei von den vier Q-Strecken anzusehen sind, 
und bemerkt, dass dieselben in gewissem Sinne die Werthe besitzen*): 


*) Wenn die Tangente im 0-Fusspunkte ist: 
Az+ By+C=0, 
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i ati . ee 
sin © i—1’ m6 Yi-1 ’ 
so bekommt man fiir das Product der beiden endlichen O-Strecken 
P= F(a, ). 
Analoges gilt fiir héhere Curven. — Curven, die sowohl allgemeine 
als Kreisasymptoten besitzen, bieten ebenfalls keine wesentlichen 
Schwierigkeiten. 

Als eine bemerkenswerthe Eigenschaft dieser Art von Siatzen er- 
scheint namentlich die Fahigkeit der Formeln (5) und (6), sich immer 
auf das endliche Gebiet beschrinken zu lassen. — Dass die Sitze eine 
Reihe bekannter Wahrheiten als Corollare in sich schliessen, braucht 
kaum erwaihnt zu werden. 

‘Auch im Raume gelten thnliche Normalformen. Niaheres hieriiber 
verspare ich fiir eine spiitere Gelegenheit. 





Christiania im December 1876. 


so ist die O-Strecke des Punktes (a, 8) durch 
Aa+ BB+C _ 





sin © - VA? + B? 
bestimmt; fiir die nach den Kreispunkten hingehenden 9-Strecken erhalt man 
somit 


sin 0 -V1—1 











= oro Oo 


as = tt ee @ 

















Tangentensingularitaten der allgemeinen Ordnungsflache. 
Von 
H. Scuupert in Hamburg. 


Ich beabsichtige durch diese Abhandlung dreierlei: 

erstens die von Clebsch in Crelle’s Journal Bd. 63, pag. 14 
(Salmon-Fiedler’s Raumgeometrie II. Th., II. Aufl., Art. 463) 
berechnete Zahl zu berichtigen (vergl. hier § 7.), welche an- 
giebt, in wieviel Punkten einer allgemeinen Ordnungsfliche 
F,, die beiden Haupttangenten vierpunktig beriihren, 

zweitens durch die Bestimmung dieser und anderer ihr verwandter 
Singularitaétenzahlen die Untersuchungen fortzusetzen, welche 
ich in den Gott. Nachr., Februarheft 1876, und in § 27. meiner 
»Beitrage zur abziihlenden Geometrie“*) (Math. Annalen Bd. X) 
durch die Lésung der 5 Salmon’schen Probleme B, y, 0, €, € 
(Salmon-Fiedler, Artikel 462) begonnen habe, 

drittens hierdurch die Vorziige zu zeigen, welche die von mir 
angewandte Abzdhlungsmethode vor der bei den geometrischen 
Auzahlbestimmungen hergebrachten algebraischen besitzt. 

Die Lésung der Salmon’schen Probleme, sowie derer, welche hier 
gelést werden sollen, wurde bisher von dem rein algebraischen Stand- 
punkte aus als schwierig und complicirt angesehen. Jedoch erhalt man 
die in diesen Problemen gesuchten Functionen von » mit tiberraschender 
Leichtigkeit, sobald man die handlichen Formeln anwendet, in welche 
ich im IIL. Abschnitt meiner Beitr. die dem Chasles’schen Corre- 
spondenzprincipe und seinen Erweiterungen zu Grunde liegende alge- 
braische Wahrheit gekleidet habe. Von diesen Formeln habe ich, auf 
Wunsch einiger Mathematiker, die hier zur Anwendung kommenden 
nicht blos in den Symbolen der Beitr. (§ 14.), sondern auch in Worten 
ausgesprochen (§ 1. dieser Abh.). 

Ausser diesem mir durch das Chasles’sche Correspondenzprincip 
dargebotenen Hiilfsmittel, werde ich fiir meine folgenden Untersuchungen 
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nur noch zwei auch in § 1. angegebene Hiilfsmittel gebrauchen , welche 
beide auf dem fundamentalen Satze von der Zahl der gemeinsamen 
Punkte dreier Flichen beruhen, Mit Anwendung dieser schliesslich 
nur auf dem Correspondenzprincip und dem Princip der speciellen 
Lage (Beitr. § 7.) fussenden Hiilfsmittel kann man, nach meiner An- 
sicht, nach und nach alle Singularititenzahlen der F,, — wie itiber- 
haupt jede geometrische Anzahl, — rein geometrisch herleiten. Man 
hat hier nur von der Definition der F,, als eines Punktsystems, das 
mit jeder Geraden » Punkte gemein hat, auszugehen. Deshalb habe 
ich im Folgenden nicht blos unbekannte Zahlen, sondern auch viele 
bekannte Zahlen nach meiner Abzihlungsmethode abgeleitet, indem ich 
die Definition der F, als einzigen Ausgangspunkt betrachtete. 

Aus redactionellen Griinden habe ich die Zahl der Problemgruppen 
etwas eingeschriinkt. Es wird immer leicht sein, die Probleme aufzu- 
stellen und zu lésen, welche sich an die hier gelésten anschliessen. 

Bei dem Bestreben, die Leser mit méglichst wenigen Symbolen zu 
belistigen, habe ich es nicht vermeiden kénnen, bisweilen bei der An- 
gabe leicht ableitbarer Resultate mehr Worte zu machen, als die Sache 
vielleicht verdient. 

Endlich méchte ich noch darauf aufmerksam machen, dass die 
hier abgeleiteten, bisher unbekannten Zahlen noch weit davon entfernt 
sind, Resultate zu liefern fiir diejenige allgemeine Fliaiche, welche Herr 
Zeuthen in seiner ,,Théorie des surfaces réciproques“ (Math. Ann. 
Bd. X, pag. 446, und auch Bd. IV) seinen tiefen Untersuchungen zu 
Grunde legt. Bei Voraussetzung einer solchen Fliche wiirde jede der 
im Folgenden entwickelten Zahlen gewisse von den hinzugetretenen 
Singularitaiten abhiangige Reductionen erfahren. Die Maultiplicititen 
soleher Reductionen wiirden im Allgemeinen schwierig zu bestimmen 
sein, in einigen Fallen freilich a posteriori dadurch berechnet werden 
kénnen, dass. man ein und dieselbe Anzahl meist auf mehreren ver- 
schiedenen Wegen abzuleiten vermag. 


§ 1. 
Die zur Anwendung kommenden Hiilfsmittel. 


Aus dem Satze, dass die Zahl -der gemeinsamen Punkte dreier 
Flachen gleich dem Producte ihrer Ordnungen ist (Beitr. § 26.) , fliessen 
die folgenden beiden, spiiter immer kurz mit I. und II. bezeichneten 
Hiilfsmittel : 

I. Wenn die Fliiche n' Ordnung F,, durch zwei andere Flichen in 
Curven von den Ordnungen p und q geschnitten wird, so ist die 
Zahl. der gemeinsamen Punkte dieser beiden Curven gleich 
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II. Wenn eine Gerade, welche F,, an einer Stelle a-punktig beriihrt, 
an einer andern Stelle B-punktig beriihrt u. s. w., eine Regelfliche . 
vom Grade v erzeugt, so ist: 

nm-v=1-%++a-%m+Bh-v+-:-- 

(cf. Beitr. § 27., pag. 101 oben), wo v,, va, vg, +--+ die Ord- 

nung der Curven ist, welche beziiglich von den einfachen Schnitt- 

punkten, den Stellen «- punktiger Beriihrung, den Stellen B-punk- 
tiger Beriihrung u. s. w. gebildet werden. 

Als Zusatz folgt aus I. mit Benutzung von Satz 3) in § 2. nament- 
lich auch das bekannte (Salmon-Fiedler, Art, 438, V) Resultat, dass 
durch jeden Punkt des Raums an F, p(n—1) Tangentialebenen gelegt 
werden kinnen, welche in Punkten einer aus F,, ausgeschnittenen Curve 
p” Ordnung beriihren. 

Als drittes Hiilfsmittel werde ich das Correspondenzprincip benutzen, 
und zwar meist als Formel zwischen den einfachen Grundbedingungen 
eines Punktepaars oder Strahlenpaars und der Zahl der Coincidenzen 
dieses Paars (Beitr. § 16. I. und § 20. I.). 

Diese Formel lautet fiir das Punktepaar in den in den Beitr. ein- 
gefiihrten, nachher auch hier benutzten Symbolen, wenn ¢ und d die 
Punkte des Paars, g seine Verbindungsgerade, ¢ seine Coincidenz ist: 
IIIa) ec+d—g=s8; 

d. h. in Worten: . 

IIIa) In einem Systeme von co! Punktepaaren ist die Zahl der- 
jenigen Punktepaare, deren beide Punkte unendlich nahe sind, gleich der 
Zahl derjenigen Punktepaare, welche ihren ersten Punkt auf einer ge- 
gebenen Ebene haben, vermehrt wm die Zahl derjenigen Punktepaare, 
welche ihren zweiten Punkt auf einer gegebenen Ebene haben, vermindert 
um die Zahl derjenigen Punktepaare, welche ihren er 
durch eine gegebene Gerade schicken. 

Fiir das Strahlenpaar, dessen beide Strahlen g und h sich than’ 
den, und zwar im Punkte ¢ und in der Ebene mw, und dessen Coinci- 
denz ¢ ist, heisst die Correspondenzformel erster Dimension: 

IIIb) gth—c—p=e; 

d. h. in Worten: 

IIIb) In einem Systeme von oo! Paaren sich schneidender Strahlen 
ist die Zahl derjenigen Paare, deren beide Strahlen unendlich nahe 
liegen, gleich der Zahl derjenigen, welche ihren ersten Strahl durch 
eine gegebene Gerade schicken, vermehrt wm die Zahl derjenigen, welche 
ihren zweiten Strahl durch eine gegebene Grade schicken, vermindert um 
die Zahl derjenigen, welche ihren Schnittpunkt in eine gegebene Ebene 
schicken, vermindert um die Zahl derjenigen, welche ihre Schnittebene 
durch einen gegebenen Punkt schicken. 
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Der entsprechende Satz fiir das Ebenenpaar geht aus IIIa) durch 
. dualistische Uebertragung hervor. 


Wie in den Beitr. gezeigt ist, erhalt man aus diesen Correspon- 
denzformeln alle von héherer Dimension durch blosse symbolische Mul- 
tiplication, sobald man die allgemeinen Beziehungen anwendet, welche 
zwischen den Grundbedingungen zweier Hauptelemente bestehen, von 
denen das eine in dem andern liegt. Die letzterwiihnten Beziehungen 
gipfeln in dem durch das Princip der speciellen Lage leicht beweis- 
baren Satze (Beitr. § 9., I.): 


In einem beliebigen Systeme von co? Gebilden, deren jedes aus einem 
Strahle und einem darauf liegenden Punkte besteht, ist die Zahl der- 
jenigen Gebilde, welche ihren Punkt in eine gegebene Ebene und zugleich 
thren Strahl durch eine gegebene Gerade schicken, gleich der Zahl der- 
jenigen Gebilde, welche ihren Punkt auf eine gegebene Gerade schicken, 
vermehrt um die Zahl derjenigen, welche ihren Strahl in eine gegebene 
Ebene schicken. 

Mit Hiilfe dieses Satzes erhilt man aus der Punktepaar-Formel 
erster Dimension fiir die einfachen Grundbedingungen der Coincidenz 
die folgenden beiden Formeln: 


IIIc) ed — g. = 8b, 
Ill d) e+ d* + 9. — Gp = £9; 
d. h. in Worten: 


IIIc) In einem Systeme von oo? Punktepaaren ist die Zahl der- 
jenigen Punktepaare, deren beide Punkte in einer gegebenen Ebene un- 
endlich nahe liegen, gleich der Zahl derjenigen Punktepaare, welche 
jeden ihrer beiden Punkte in je eine gegebene Ebene schicken, vermindert 


um die Zahl derjenigen, welche ihren Verbindungsstrahi in eine gegebene 
Ebene schicken. 


IIId) In einem Systeme von co? Punktepaaren ist die Zahl der- 
jenigen, welche thre beiden Punkte unendlich nahe haben und dabei ihren 
Verbindungsstrahl durch eine gegebene Gerade schicken, gleich der’ Zahl 
derjenigen, welche ihren ersten Punkt auf eine gegebene Gerade schicken, 
vermehrt um die Zahl derjenigen, welche ihren zweiten Punkt auf eine 
gegebene Gerade schicken, vermehrt um die Zahl derjenigen, welche ihren 
Verbindungsstrahl in eine gegebene Ebene schicken, vermindert um die 
Zahl derjenigen, welche ihren Verbindungsstrahl durch einen gegebenen 
Punkt schicken. 


Aus diesen beiden Siitzen folgen durch dualistische Uebertragung 
zwei Siatze fiir das Ebenenpaar {Ilc’ und IIIa’. 


Aus dem Strahlenpaar erster Dimension erhilt man drei Formeln 
zweiter Dimension, nimlich: 











at ml ee: ee ee. 


















Tangentensingularit&ten der Ordnungsfliche. 





IIIe) gh—C—w=ek, 
IIIf) Ge th +c? —pe—ec, 
Iilf’) Ip + hp + w— we = ep; 
d. h. in Worten: ; 


IIle) In einem Systeme von oo? Paaren sich schneidender Strahlen ist 
die Zahl derjenigen Paare, deren beide Strahlen unendlich nahe liegen und 
eine gegebene Gerade schneiden, gleich der Zahl derjenigen Strahlenpaare, 
welche jeden ihrer beiden Strahlen je durch eine gegebene Gerade schicken, 
vermindert um die Zahl derjenigen, welche ihren Schnittpunkt auf eine 
gegebene Gerade schicken, vermindert um die Zahl derjenigen, welche 
thre Schnittebene durch eine gegebene Gerade schicken. 

IlIf) In einem Systeme von oo? Paaren sich schneidender Strahlen 
ist die Zahl derjenigen, deren beide Strahlen unendlich nahe liegen und 
dabei ihren Schnittpunkt auf eine gegebene Ebene schicken, gleich der 
Zahl derjenigen, welche ihren ersten Strahl in eine gegebene Ebene 
schicken, vermehrt wm die Zahl derjenigen, welche ihren zweiten Strahl 
in eine gegebene Ebene schicken, vermehrt um die Zahl derjenigen, welche 
ihren Schnittpunkt auf eine gegebene Gerade schicken, vermindert am die 
Zahl derjenigen, welche ihren Schnittpunkt auf eine gegebene Ebene und 
dabei ihre Schnittebene durch einen gegebenen Punkt schicken. 

IIIf’) entspricht IIIf) dualistisch. 

Die bisher angefiihrten Correspondenzsatzg wiirden zur Beantwor- 
tung aller im Folgenden auftretenden Fragen ausreichen, sobald man 
die auf die Haupttangenten und die Doppeltangenten beziiglichen Zah- 
len als bekannt voraussetzt. Der Verfasser méchte jedoch auch die 
letztgenannten Zahlen durch die nimliche Methode, wie die noch un- 
bekannten Zahlen ableiten, indem er nichts weiter als die Definitions- 
eigenschaft der F’, voraussetzt, dass sie nimlich von jeder Geraden in 
nm Punkten geschnitten wird; da es ihm weniger auf die Mittheilung 
unbekannter Zahlen, als auf die Mittheilung seiner, complicirte alge- 
braische Betrachtungen vermeidenden Methode ankommt. Deshalb 
fiigen wir noch die Punktepaarformeln dritter und vierter Dimension 
hinzu, durch welche wir die bekannten auf Tangenten, Haupttangenten, 
Doppeltangenten beziiglichen Anzahlen ableiten werden. 

Die drei Punktepaarformeln dritter Dimension, welche wir an- 
wenden werden, ergeben sich aus der Punktepaarformel erster Dimen- 
sion durch symbolische Multiplication mit der Bedingung, dass der 
erste der beiden Punkte in einer gegebenen Geraden liegen soll, mit 
der Bedingung, dass der Verbindungsstrahl in einer gegebenen Ebene 
liegen soll, und mit der Bedingung, dass der Verbindungsstrahl durch 
einen gegebenen Punkt gehen soll; und zwar im ‘letzten Falle bei zwei- 
maliger Benutzung der Formel cg, = c + g, (Beitr. § 9., pag. 27): 


a 
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IiIg) & + e&d—cg— sb?, 
IITh) CGe+ Age— Gs = EG; 
TITi) O+ 8+ g, = eg; 
d. h. in Worten: 


Illg) In einem Systeme von oo° Punktepaaren ist die Zahl der- 
jenigen, deren beide Punkte in einer gegebenen Geraden unendlich nahe 
liegen, gleich der Zahl derjenigen, deren erster Punkt ein gegebener ist, 
vermehrt um die Zahl derjenigen, welche ihren ersten Punkt in eine 
gegebene Gerade und zugleich ihren zweiten Punkt in eine gegebene 
Ebene schicken, vermindert um die Zahl derjenigen, welche ihren ersten 
Punkt auf eine gegebene Gerade und dabei ihren Verbindungsstrahl 
durch eine gegebene Gerade schicken. 

IlIh) In einem Systeme von co Punktepaaren ist die Zahl der- 
jenigen, welche ihre beiden Punkte unendlich nahe haben und dabei ihren 
Verbindungsstrahl in eine gegebene Ebene schicken, gleich der Zahl der- 
jenigen, welche mit. ihrem Verbindungsstrahle dasselbe thun und dabei 
thren ersten Punkt in eine gegebene Ebene schicken, vermehrt wm die 
Zahl derjenigen, welche mit ihrem Verbindungsstrahle dasselbe thun und 
dabei ihren zweiten Punkt in eine gegebene Ebene schicken, vermindert 
um die Zahl derjenigen, welche ihren Verbindungsstrahl in einen ge- 
gebenen Strahlbiischel schicken. 

Illi) In einem Systeme von co* Punktepaaren ist die Zahl der- 
jenigen, welche ihre beiden Punkte unendlich nahe haben und dabei 
ihren Verbindungsstrahl durch einen gegebenen Punkt schicken, gleich 
der Zahl derjenigen, deren erster Punkt ein gegebener ist, vermehrt um 
die Zahl derjenigen, deren zweiter Punkt ein gegebener ist, vermehrt um 
die Zahl derjenigen, deren Verbindungsstrahl in einem gegebenen Strahl- 
biischel liegt. 

Endlich fiihren wir hier diejenigen beiden Punktepaarformeln 
vierter Dimension an, welche im Folgenden angewendet werden: 


II k) ed? —G= «b’g, 
III 1) eg + d°g+ G=— eg, = ebg, — &b'; 
d. h. in Worten: 

Illk) In einem System von cot Punktepaaren ist die Zahl der- 
jenigen, welche thre beiden Punkte in einer gegebenen Geraden unend- 
lich nahe haben und dabei ihren Verbindungsstrahl durch eine gegebene 
Gerade schicken, gleich der Zahl derjenigen, welche jeden ihrer beiden 
Punkte je auf eine gegebene Gerade schicken, vermindert um die Zahl 
derjenigen, deren Verbindungsstrahl ein gigebener Strahl ist. 

IIIl) In einem Systeme von cot Punktepaaren ist die Zahl der- 
jenigen, welche ihre beiden Punkte unendlich nahe haben und dabei ihren 
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Verbindungsstrahl in einen gegebenen Strahlbiischel schicken, gleich der ° 
Zahl derjenigen, welche ihren ersten Punkt in einem gegebenen haben 
und dabei ihren Verbindungsstrahl durch eine gegebene Gerade schicken, 
vermehrt um die Zahl derjenigen, welche ihren zweiten Punkt in einem 
gegebenen haben und dabei ihren Verbindungsstrahl durch eine gegebene 
Gerade schicken, vermehrt um die Zahl derjenigen, deren Verbindungs- 
strahl gegeben ist. 


§ 2. 
Beziehungen der F’, zu den oot Geraden des Raumes. und zu ihren 
co’ Tangenten. 


Alle im vorstehenden Paragraphen zusammengestellten Hiilfsmittel 
fliessen aus nur zwei algebraischen Quellen, erstens dem Chasles’schen 
Correspondenzprincip und zweitens dem Princip der speciellen Lage 
(Beitr. § 7.), einer emfachen Consequenz des Continuitétsprincips. 
Ausser diesen beiden Principien hat man bei der von mir seit einigen 
Jahren cultivirten Untersuchungsmethode nichts weiter aus*der Algebra 
zu entlehnen. Auch bei der vorliegenden Untersuchung werden wir 
ausser den voranstehenden Hiilfsmitteln weder algebraische noch geo- 
metrische Sitze néthig haben. Um dies zu zeigen, gehen wir hier 
von der Definition der Fliche n'** Ordnung aus, als eines Punktorts, 
der mit jeder Geraden » Punkte gemein hat, leiten hieraus in diesem 
Paragraphen zunichst die altbekannten Zahlen ab, die sich auf die 
Tangenten, Huupttangenten und Doppeltangenten beziehen, und aus diesen 
Zahlen spiter die meist wnbekannten auf gewisse hidhere Singularititen 
beziiglichen Zahlen. 


Jede der oo! Geraden des Raumes schneidet die F,, in » Punkten. 
Je zwei solcher  Punkte fassen wir zu einem Punktepaare (c, d, g) 
zusammen. Dann erhilt man ein System vierter Stufe von Punkte- 
paaren, dessen Coincidenzen Tangenten genannt werden. Da nun fiir 
dieses Punktepaarsystem : 

ed?=n?, G=n(n—1), ePg=—0, dg=—0, 2b? —0 
zu setzen ist, so erhalten wir aus IIIk) und III): 

eb’g=—1-n, &g,—= ebg, = n(n—1). 

Daraus folgt: 

1) Die in einem Punkte einer F, beriihrenden Tangenten bilden 
einen Strahlbiischel. 

2) Jeder Strahlbiischel des Raums enthilt n(m—1) Tangenten 
einer F,,. 

3) Die Beriihrungspunkte der von einem Punkte des Rawms an eine 
F,, gezogenen Tangenten bilden eine Curve n(n—1)'** Ordnung. 
Mathematische Annalen. XI. 238 
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Da ferner die beiden Curven n(m—1)'*" Ordnung der Beriih- 
rungspunkte der von zwei Punkten des Raums aus gezogenen Tangen- 
ten nach Hiilfsmittel I. »(m—1)? gemeinsame Punkte haben, so lassen 
sich durch die Verbindungsgerade der beiden Punkte »(m— 1)? Ebenen 
legen, deren jede zwei in demselben Punkte beriihrende, also nach 1) 
alle in diesem Punkte beriihrende Tangenten enthilt. Daraus folgt: 

4) Durch jede Gerade des Raums gehen n(n —1)? Ebenen — Tan- 
gentialebenen —, deren jede den. Strahlbiischel aller in demselben Punkte 
einer F,, beriihrenden Tangenten enthiilt. 


Wir besprechen zuniichst einige auf die einfachen Schnittpunkte der 
F’, mit den Geraden des Raums beziigliche Zahlen. Jeder Strahlbiischel 
enthilt » Gerade, welche einen Schnittpunkt mit F, auf einer gegebenen 
Ebene haben, d. h. die durch einen Punkt gehenden Geraden, welche 
einen Schnittpunkt auf einer gegebenen Ebene haben, beschreiben eine 
Regelfliche n'™ Grades. Daher gehen nach I. durch jeden Punkt n? 
Gerade, welche auf 2 gegebenen Ebenen Schnittpunkte besitzen. Unter 
diesen befinden sich n Gerade, welche nach den » Punkten gehen, die 
der F, und den beiden Ebenen gemeinsam sind. Also: 


5) Durch jeden Punkt des Raums gehen n? —n Gerade, welche von 
thren Schnittpunkten mit F,, einen in einer gegebenen Ebene und einen 
andern in einer andern gegebenen Ebene haben. 


Von solchen Geraden befinden sich in jeder Ebene natiirlich n?. 
Durch Addition dieser beiden Zahlen erhilt man, dass 2? —n Gerade 
existiren, welche 2 gegebene Gerade schneiden und dabei von ihren 
Schnittpunkten mit F, zwei verschiedene in zwei gegebenen Ebenen 
haben. Hieraus folgt wieder mit Anwendung von Hiilfsmittel 1.: 

6) Es giebt n(2n?—n) — 2-n? = n?(2n—3) Gerade, welche eine 
gegebene Gerade schneiden und dabei von ihren Schnittpunkten mit F.,, 
drei verschiedene in drei gegebenen Ebenen haben. 

Analog erhailt man endlich mit Benutzung von 5): 

7) Es giebt n-n?(2n—3) — 3-n-(n?—n) = n?(2n?—6n-+3) Ge- 
rade, welche von ihren Schnittpunkten mit F,, vier verschiedene in vier 
gegebenen Ebenen haben. 


Jetzt sind wir im Besitze der Mittel, um noch einige andere auf 
Tangenten beziigliche Anzahlen zu bestimmen. 

Es giebt oo! Gerade, welche durch einen gegebenen Punkt gehen 
und einen Schnittpunkt mit F,, auf einer gegebenen Ebene haben. 
Auf jeder solchen Geraden fassen wir je zwei der »—1 iibrigen Schnitt- 
punkte zu einem Punktepaar zusammen. Auf das so entstehende ein- 
stufige System von Punktepaaren (c, d, gy) wenden wir die Punkte- 
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paarformel erster Dimension, also Hiilfsmittel IIIa) an. Dann hat man 
zu setzen: , 
c= d = (n®—n)(m —2) nach 5), g = n(n—1)(n—2). 
Also ist: 
é = n(n —1)(n—2), 
d. h. in Worten: 

8) Die einfachen Schnittpunkte der von einem Punkte ausgehenden 
Tangenten bilden auf F,, eine Curve von der Ordnung n(n—1)(n— 2). 

Durch analoges Verfahren, oder auch mit Benutzung von 2) er- 
halt man: 

9) In jeder Ebene liegen n(n—2)(n+1) Tangenten, welche einen 
einfachen Schnittpunkt in einer auf der Ebene gelegenen Geraden haben. 

Von analogen Siitzen erwihnen wir nebenbei: 

10) Jede F, besitet n? (n—4)(2n?—3n—3) Tangenten, welche drei 
verschiedene einfache Schnittpunkte in drei gegebenen Ebenen haben. 

Aus 2) folgt, dass durch jeden Punkt der F, n(n— 1) eine ge- 
gebene Gerade schneidende Tangenten gehen. Unter diesen ist doppelt 
zu zihlen die in dem Punkte selbst beriihrende Tangente. Also er- 
halt man: 

11) Die von einem Punkte der F,, ausgehenden und an einer an- 
dern Stelle beriithrenden Tangenten bilden eine Regelfliche vom Grade 
n(n—1) — 2 = (n—2)(n+1). f 

Diese Regelfliche schneidet die F, erstens in den Beriihrungs- 
punkten der T'angenten, zweitens in den sonstigen einfachen Schnitt- 
punkten. Daher erhilt man durch Hiilfsmittel I.: 

12) Die sonstigen einfachen Schnittpunkte der von einem Punkte der 
F, ausgehenden, anderswo beriihrenden Tangenten, bilden eine Curve 
von der Ordnung n?(n—1) — 2n — 2n(n—1) = n?(n — 3). 


Es giebt oo? Gerade, welche zwei verschiedene Schnittpunkte mit 
F, in zwei gegebenen Ebenen haben. Auf jeder Geraden fassen wir 
je zwei der iibrigen »—2 Schnittpunkte zu einem Punktepaar zusam- 
men. So entsteht ein zweistufiges System von Punktepaaren, auf 
welches wir die Correspondenzformel IIIc) anwenden. Dann ist zu 
‘setzen : 

ced = 2n' — 6n® + 3n? (nach 7)); ge= n?(n—2)(n—3). 

Also ist: 


eb = n*?(n?—n--3), 
oder in Worten: 


13) Es giebt n?(n?—n—3) Tangenten, welche ihren Beriihrungs- 
punkt auf einer gegebenen Ebene, und zwei verschiedene einfache Schnitt- 
punkte auf zwei andern gegebenen Ebenen haben. 


23* 
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Wir gehen weiter zu den von den oo Tangenten der F’, erzeug- 
ten Punktepaaren. 


Zuerst fassen wir auf jeder Tangente den Beriihrungspunkt mit 
einem der »—2 sonstigen Schnittpunkte zu einem Punktepaar (c, d, g) 
zusammen. Dann erhalten wir ein dreistufiges System von Punkte- 
paaren, dessen Coincidenzen die dreipunktig beriihrenden Geraden, d. h. 
die Haupttangenten der F’, sind. Fiir dieses Punktepaarsystem ist nach 
den voranstehenden Resultaten 1), 2), 3), 9): 

GO=0, ed=—n’?, d'=0, eg—n(n—2), cy.—n(n—2), 
dg. =n(n—2)(n+1), g,—=n(n—1)(n—2). 

Daraus folgt nach Hiilfsmittel III g), IIIh), Ii): 

eb? = 2n, eg-—=3n(m—2), eg, = n(n—1)(n—2). 

Diese 3 Formeln enthalten die bekannten Resultate: 

14) In jedem Punkte einer F’, beriihren zwei Haupttangenten. 

15) In jeder beliebigen Ebene liegen 3n(n—2) Haupttangenten 
einer F,,. 

16) Durch jeden beliebigen Punkt gehen n(n—1)(n—2) Haupt- 
tangenten einer F,. 

Zweitens fassen wir auf jeder Tangente je zwei der nm —2 einfachen 
Schnittpunkte zu einem Punktepaar (c, d, g) zusammen. Dann erhal- 
ten wir ein dreistufiges System von Punktepaaren, dessen Coincidenzen 
auf den Doppeltangenten der F, liegen, und zwar so, dass jede Doppel- 
tangente 2 Coincidenzen enthalt. Fiir dieses Punktepaarsystem erhiilt 
man aus 12), 11), 9), 2): 

3 = 0; 
) ed =n (n—3); 
! cg = n(n— 2) (n+ 1)(n—3); 
| Cg. = n(n —2)(n-+ 1)(n—3) = dg; 
= n(n—1)(n—2)(n—3); 
a =. 


Daraus folgt nach Hiilfsmittel III g), I1[h), Ii): 
| sb? = n(n—3)(n-+2); 


Ege = n(n — 2) (% —3)(m+3); 
EJp = n(n— 1) (m—2)(n —3). 


Diese 3 Formeln enthalten die bekannten Resultate: 


17) In jedem Punkte einer F, beriihren (n—3)(n+2) Doppel- 
tangenten. 





p 
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18) In jeder beliebigen Ebene liegen 4n(n—2)(n—3)(n+3) Dop- 
peltangenten eine® F,,. 

19) Durch jeden beliebigen Punkt gehen }4 w(n — 1)(n— 2) (n—3) 
Doppeltangenten einer F,,. 


§ 3. 


Aufzihlung der zu behandelnden, auf Haupt- und Doppeltangenten mit 
gemeinsamem Beriihrungspunkte beziiglichen Systeme von Paaren. 


Wir beabsichtigen, zu den Zahlen zu gelangen, welche sich auf 
die in einstufiger Mannigfaltigkeit vorhandenen singuliren Tangenten 
beziehen. Um diese Zahlen mit méglichst vielen Bestitigungen zu ge- 
winnen, miissen wir die Correspondenzformeln erster oder zweiter Di- 
mension, also die in § 1. mit IIIa) bis IIIf’) bezeichneten Hilfsmittel, 
auf gewisse ein- oder zweistufige Systeme von Hauptelementenpaaren 
anwenden, welche in der folgenden Tabelle zusammengestellt sind. Um 
diese Systeme bequem charakterisiren zu kénnen, schicken wir einige 
Definitionen voran. 


Wir erinnern daran, dass in jedem Punkte A einer F, 2 Haupt- 
tangenten und (w—3)(n-+2) Doppeltangenten beriihren, dass jede 
Haupttangente noch n —3 einfache Schnittpunkte, jede Doppeltangente 
noch einen zweiten Beriihrungspunkt und »—4 einfache Schnittpunkte 
besitzt. 

Fiir die folgenden Definitionen bezeichne der Ausdruck ,singulire 
Tangente“ jede Haupttangente und jede Doppeltangente der F,. 

Die Beriihrungspunkte und die einfachen Schnittpunkte einer singu- 
liiren Tangente heissen ihr zugehirig und einander zugehorig. 

Zwei verschiedene in demselben Punkte A. beriihrende singulére Tan- 
genten heissen mit einander verwandt. 

Sind zwei singulire Tangenten durch den gemeinsamen Beriihrungs- 
punkt A mit éinander verwandt, so heisst verwandt auch erstens jede 
dieser Tangenten mit jedem Punkte, welcher der andern angehirig heisst, 
und nicht A ist, zweitens jeder der einen angehorige, nicht mit A iden- 
tische Punkt mit jedem der andern angehdrigen, nicht mit A identischen 
Punkte. 

Kinem Paare von Punkten heisst angehirig jeder Strahl oder jeder 
Punkt, welcher beiden angehdrig heisst. 

Einem Puare von Punkten oder Strahlen heisst verwandt jeder 
Punkt oder Strahl, welcher einem von beiden verwandt heisst. 

Diese Definitionen gestatten es, die zu betrachtenden 37 Systeme 
von Paaren so zu beschreiben, wie hier folgt. 
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Tabelle der Systeme von Paarey. 


a) Das zweistufige System, erzeugt durch das Punktepaar, welches von 
dem Beriihrungspunkte einer Haupttangente und einem ihrer ein- 
fachen Schnittpunkte gebildet wird; 

b) das einstufige System, welches von demselben Punktepaare erzeugt 
wird, wenn 

ba) éin zugehériger einfacher Schnittpunkt auf einer gegebenen 
Ebene liegen soll, 

b) die verwandte Haupttangente eine gegebene Gerade schnei- 
den soll, 

by) ein verwandter Haupttangentenschnittpunkt auf einer ge- 
gebenen Ebene liegen soll, 

bd) eine verwandte Doppeltangente eine gegebene Gerade schnei- 
den soll, 

be) ein verwandter Doppeltangentenberiihrungspunkt auf einer 
gegebenen Ebene liegen soll, 

bg) ein verwandter Doppeltangentenschnittpunkt auf einer ge- 
gebenen Ebene liegen soll; 

c) das zweistufige System, erzeugt durch das Punktepaar, welches von 
zwet einfachen Schnittpunkten einer Haupttangente gebildet wird; 

d) das einstufige System, welches von demselben Punktepaare erzeugt 
wird, wenn 

da) der zugehérige Beriihrungspunkt auf einer gegebenen Ebene 
liegen soll, 

d8) ein zugehériger einfacher Schnittpunkt auf einer gegebenen 
Ebene liegen soll, 

dy) die verwandte Haupttangente eine gegebene Gerade schnei- 
den soll, 

dd) ein verwandter Haupttangentenschnittpunkt auf einer ge- 
gebenen Ebene liegen soll, 

de) eine verwandte Doppeltangente eine gegebene Gerade schnei- 
den soll, 

dg) ein verwandter Doppeltangentenberiihrungspunkt auf einer 
gegebenen Ebene liegen soll, 

dy) ein verwandter Doppeltangentenschnittpunkt auf einer ge- 
gebenen Ebene liegen soll. 

e) Das zweistufige System, erzeugt durch das Strahlenpaar, welches 
von je zwei verwandten Haupttangenten gebildet wird ; 

f) das einstufige System, welches von demselben Strahlenpaare erzeugt 
wird, wenn 


fa) einer der n—3 auf einer der beiden Haupttangenten gelege- 
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nen einfachen Schnittpunkte in einer gegebenen Ebene 
liegen soll, 


n ff) eine verwandte Doppeltangente eine gegebene Gerade schnei- 
- den soll, 

fy) ein verwandter Doppeltangentenberiihrungspunkt auf einer 
rt gegebenen Ebene liegen soll, 


fd) ein verwandter Doppeltangentenschnittpunkt auf einer ge- 
gebenen Ebene ligen soll. 


g) Das zweistufige System, erzeugt durch das Ebenenpaar, welches von 
% den beiden Tangentialebenen in den beiden Beriihrungspunkten einer 
Doppeltangente erzeugt wird. 
. h) Das einstufige System, welches von demselben Ebenenpaare erzeugt 
wird, wenn 
> he) einer der Beriihrungspunkte in einer gegebenen Ebene lie- 
gen soll, 
r hf) einer der einfachen Schnittpunhte der Doppeltangente in 
einer gegebenen Ebene liegen soll. 


4 i) Das zweistufige System, erzeugt durch das Punktepaar, welches von 

den beiden Beriihrungspunkten einer Doppeltangente gebildet wird; 

’ k) das einstufige System, welches von demselben Punktepaar erzeugt 

wird, wenn 

i ke) ein zugehériger einfacher Schnittpunkt auf einer gegebenen 

Ebene liegen soll, 5. 

kf) eine verwandte Haupttangente eine gegebene Gerade schnei- 

den soll, 
ky) ein verwandter Haupttangentenschnittpunkt auf einer gegebe- 
nen Ebene liegen soll. 

1) Das zweistufige System, erzeugt durch das Punktepaar, welches von 
einem Beriihrungspunkte einer Doppeltangente und einem ihrer ein- 
fachen Schnittpunkte gebildet wird; 

m) das einstufige System, welches von demselben Punktepaar erzeugt 
wird, wenn 

ma) der zugehdrige Beriihrungspunkt auf einer gegebenen Ebene 
liegen soll, 

mf) ein zugehdriger einfacher Schnittpunkt auf einer gegebenen 
Ebene liegen soll, 

my) eine verwandte Haupttangente eine gegebene Gerade schnei- 
den soll, 

m6) ein verwandter Haupttangentenschnittpunkt auf einer ge- 
gebenen Ebene liegen soll. 


n) Das zweistufige System, erzeugt durch das Punktepaar, welches von 
zwei einfachen Schnittpunkten einer Doppeltangente gebildet wird. 








360 H. Scuuserr. 


0) Das zweistufige System, erzeugt durch das Strahlenpaar, welches 
von einer Haupttangente und einer ihr verwandten Doppeltangente 
gebildet wird; 

p) das einstufige System, welches von demselben Strahlenpaare erzeugt 
wird, wenn 

pa) die verwandte Haupttangente eine gegebene Gerade schnei- 
den soll, 

p8) ein verwandter Haupitangentenschnittpunkt in einer ge- 
gebenen Ebene liegen soll. 

q) Das zweistufige System, erzeugt durch das Strahlenpaar, welches 
von zwei verwandten Doppeltangenten gebildet wird. 


Um fiir die eben zusammengestellten Systeme die Coincidenzen 
vermittelst der Correspondenzformeln berechnen zu kénnen, haben wir 
die Kenntniss gewisser auf verwandte Haupt- und Doppeltangenten 


beziiglicher Zahlen néthig, welche wir im folgenden Paragraphen be- 
stimmen wollen. 


§ 4, 
Bestimmung der auf Haupt- und Doppeltangenten mit gemeinsamem 
Beritthrungspunkte beziiglichen Zahlen. 


Die Zahlen, welche wir fiir die 37 Systeme des vorigen Paragra- 
phen néthig haben, beziehen sich: 
erstens auf eine Haupttangente und die ihr zugehérigen Punkte, 
zweitens auf eine Doppeltangente und die ihr zugehérigen Punkte, 
drittens auf zwei verwandte Haupttangenten und deren Schnitt- 
punkte, 
viertens auf eine Haupttangente und eine ihr verwandte Doppel- 
tangente, sowie deren zugehérige Punkte, 
fiinftens auf-zwei verwandte Doppeltangenten. 


Es ist méglich, diese Zahlen durch Correspondenzformeln direct 
aus den Zahlen zu bestimmen, die sich auf gewdhuliche Tangenten be- 
ziehen. Der Bestatigung wegen sind viele der folgenden Zahlen wirk- 
lich so bestimmt. Diesem etwas umstiindlichen Wege ziehen wir hier 


einen Weg vor, bei welchem die Hiilfsmittel 1. und Il. vorzugsweise 
zur Anwendung gelangen. 


Von den auf eine Haupttangente beziiglichen Zahlen sind schon 
drei durch die Formeln 14), 15), 16) bestimmt. 

Die Zahl der Strahlen, welche zwei gegebene Gerade schneiden, 
ist gleich der Summe der beiden Zahlen, welche angeben, wieviel sol- 
cher Strahlen durch einen gégebenen Punkt gehen und wieviel in einer 
gegebenen Ebene liegen (Princip der speciellen Lage, Beitr. § 8., p. 25). 
Daher erhalt man durch Addition der Formeln 15) und 16) den Satz: 











sy 
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20) Die eine gegebene Gerade schneidenden Haupttangenten bilden 
eine Regelfliiche vom Grade 


n(n—2)(n+2). 


Unter den n(n—1)(m—2) von einem Punkte der Fliche ausgehen- 
den Haupttangenten befinden sich die beiden Haupttangenten, deren 
jede in dem Fiichenpunkte selbst dreipunktig beriihrt. Die tbrigen 
Haupttangenten beriihren an andern Stellen. Daher hat man: 


21) Von jedem Punkte der Fliche gehen 
n(n—1)(n—2) — 6 = (n—3)(n?+ 2) 
anderswo beriihrende Haupttangenten aus. 


Um die Zahl der Haupttangenten zu bestimmen, welche ihren Be- 
riihrungspunkt in einer gegebenen Ebene haben und dabei eine gegebene 
Gerade schneiden, lege man diese Gerade in diese Ebene, oder, m. a. W., 
man wende das in § 9. der Beitr. mit I. bezeichnete allgemeine Schema 
an. Dann erhalt man aus 14) und 15): 


22) Die Beriihrungspunkte der eine gegebene Gerade schneidenden 
Haupttangenten bilden eine Curve von der Ordnung: 
2n + 3n (n—2) =n (3n— 4)! 
Analog erhalt man aus 15) und 21): 


23) Die einfachen Schnittpunkte der eine geqebene Gerade schneiden- 
den Haupttangenten bilden eine Curve von der Ordnung: 


n (n — 1) (n—3) (n+ 4). 


Fiir die Formeln 20), 22) und 23) erhalt man eine Bestitigung durch 
das Hiilfsmittel 11. 
Durch dasselbe Hiilfsmittel erhalt man aus 22) und 14) den Satz: 
24) Die einfachen Schnittpunkte der Haupttangenten, welche in 
Punkten eines ebenen Schnittes beriihren, bilden eine Curve von der 


Ordnung: lll tenth 


Nach 23) bilden die Haupttangenten, welche in einer gegebenen 
Ebene einfache Schnittpunkte besitzen, eine Regelfliche vom Grade 
n(n—1)(n—3)(n+4). Daher liegen in einer beliebigen anderen ge- 
gebenen Ebene n-mal so viel Punkte, die zugleich dieser Regelfliche 
und F, angehéren. Unter diesen Punkten befinden sich erstens drei- 
fach diejenigen n (3n?— 4n —6), wo Haupttangenten beriihren, zweitens 
(n—3)(n?+-2)-fach diejenigen n, wo die beiden gegebeuen Ebenen 
sich auf F, treffen. Die iibrigen Punkte geben Veranlassung zu 
folgendem Satze: : 


25) Die sonstigen einfachen Schnittpunkte derjenigen Haupttangenten, 
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welche im einer gegebenen Ebene einfache Schnittpunkte besitzen, bilden 
eine Curve von der Ordnung: 
n (n— 2) (n —4) (n?+5n-+3). 

Wir entwickeln jetzt in ahnlicher Weise die auf eine Doppeltangente 
beziiglichen Zahlen. Von diesen sind uns drei durch die Formeln 17), 
18), 19) gegeben. 

Man erhilt zuniichst aus 18) und 19): 

26) Der Grad der Regelfliiche der eine gegebene Gerade schneiden- 
den Doppeltangenten ist: 

n (n— 2) (n—3) (n+ 1), 
Aus 19) und 17) erhalt man, analog wie bei 21): 
27) Von jedem Punkte der Fliche gehen 
$(n—3) (n—4) (n?-+-n 4-2) 
anderswo beriihrende Doppeltangenten aus. 

Aus 17) und 18) erhalt man, analog wie bei 22): 

28) Die Beriihrungspunkte der eine gegebene Gerade schneidenden 
Doppeltangenten bilden eine Curve von der Ordnung: 

n(n—3) (n?-+-2n—4). 
Ebenso folgt aus 18) und 27): 


29) Die einfachen Schnittpunkte der eine gegebene Gerade schneiden- 

den Doppeltangenten bilden eine Curve von der Ordnung 
n(n — 3) (n— 4) (n? + n—2). 

Die 3 noch fehlenden auf eine Doppeltangente beziiglichen Zahlen 
kénnen nicht simmtlich ohne Anwendung eines Correspondenzsatzes 
bestimmt werden, wohl aber zwei von ihnen, sobald die dritte ver- 
mittelst einer Correspondenzformel bestimmt ist. Als diese dritte wihlen 
wir die Zahl der Doppeltangenten, welche ihre beiden Beriihrungspunkte 
auf zwei gegebenen Ebenen haben. Jede Tangente, welche ihren 
Beriihrungspunkt in einer gegebenen Ebene hat, schneidet noch in 
n—2 einfachen Schnittpunkten. Je zwei derselben fassen wir zu einem 
Punktepaare zusammen. Auf das von solchen Punktepaaren erzeugte 
zweistufige System wenden wir die Correspondenzformel IIlc) an. 
Dann ist zu setzen nach 13): 
cd = n? (n?—n—3), ge = n(n—2) (n—3). 

Also ist: 
eb = n(n'—2n?+2n—6), 


d. h. in Worten: 


30) Die anderen Beriihrungspunkte der Doppeltangenten, welche 
thren einen Beriihrungspunkt in einer gegebenen Ebene besitzen, bilden 
eine Curve von der Ordnung 


n (n®—2n?+2n—6). 
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Nun folgt hieraus und aus 28) und 17): 

31) Die einfachen Schnittpunkte der Doppeltangenten, welche in 

Punkten eines ebenen Schnittes beriihren, bilden eine Curve von der Ordnung 
n(n — 4) (n3 + n? —4n—6), 

Aus 29), 31) und 27) folgt endlich: 

32) Die sonstigen einfachen Schnittpunkte der Doppeltangenten, welche 
in einem ebenen Schnitte schon einfache Schnittpunkte besitzen, bilden eine 
Curve von der Ordnung 

4n (n—2) (n —4) (n — 5)(2n?+5n-+3). 
Die iibrigen im Anfange dieses Paragraphen angedeuteten Zahlen be- 
stimmen sich am leichtesten aus den bis jetzt angegebenen durch das 
Hiilfsmittel I. 

Die Curve der Beriihrungspunkte der eine gegebene Gerade 
schneidenden Haupttangenten schneidet die Curve der Berihrungs- 
punkte der eine andere gegebene Gerade schneidenden Haupttangenten 
in n(3n—4) (8n—4) Punkten. Unter diesen befinden sich auch die 
Beriihrungspunkte der die beiden gegeben Geraden schneidenden Haupt- 
tangenten. Die iibrigen Schnittpunkte geben Veranlassung zu folgendem 
Satze: 

33) Die Zahl der Stellen auf einer F,, in denen zwei Haupt- 
tangenten beriihren, deren jede eine gegebene Gerade schneidet, betragt 
4n(2n?—6n-+5) (Voss, Math. Ann. Bd. IX, p. 244 oben). 

Aehnlich erhilt man aus 22), 24) und 23): 

34) Die Zahl der eine gegebene Gerade schneidenden Haupttangenten, 
welche einen verwandten Haupttangentenschnittpunkt in einer gegebenen 
Ebene besitzen,, betrégt: 

n (8n8—24n?-+ 11n+12). 

Dieses kann man auch durch Hiilfsmittel I]. aus 33) und 22) er- 
halten. 

Ebenso erhilt man entweder aus 24) und 25) oder aus 34) und 24): 

35) Die verwandten Haupttangentenschnittpunkte derjenigen Haupt- 
tangentenschnittpunkte, welche in einer gegebenen Ebene liegen, bilden 
eime Curve von der Ordnung: 

n (8n'— 24n3+ 2n?+ 24n+ 18). 

Durch das Hiilfsmittel I. erhilt man unmitttelbar aus 22) und 28), 
aus 22) und 30), aus 22) und 31), aus 24) und 28), aus 24) und 30), 
aus 24) und 31) die sechs Sitze: 

36) Die verwandten Doppeltangenten der eine gegebene Gerade 
schneidenden Haupttangenten, bilden eine Regelfliiche vom Grade: 


n (3n—4) (n —3) (n?-+2n—4). 
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37) Die verwandten Doppeltangentenberiihrungspunkte der eine ge- 
gebene Gerade schneidenden Haupttangenten bilden eine Curve von der 
Ordnung 

n (3n—4)(n—2n?-+2n—6). 

38) Die verwandten Doppeltangentenschnittpunkte der eine gegebene 

Gerade schneidenden Haupttangenten bilden eine Curve von der Ordnung: 


n (3n—4)(n— 4) (n?+ n?—4n—6). 

39) Die verwandten Doppeltangenten derjenigen Haupttangenten, 
welche auf einer gegebenen Ebene einen einfachen Schnittpunkt haben, 
bilden eine Regelfliche vom Grade: 

n (3n? — 4n —6)(n —3) (n?+4+2n—4). 

40) Die verwandten Doppeltangentenberiihrungspunkte derjenigen 
Haupttangenten, welche auf einer gegebenen Ebene einen einfachen Schnitt- 
punkt haben, bilden eine Curve von der Ordnung: 

n(3n? — 4n— 6) (n?— 2n?-+2n—6). 

41) Die verwandten Doppeltangentenschnittpunkte derjenigen Haupt- 
tangenten, welche auf einer gegebenen Ebene einen einfachen Schnittpunkt 
haben, bilden eine Curve von der Ordnung : 

n (3n? — 4n—6)(n— 4) (n?+ n?—4n—6). 

Endlich finden wir, analog wie bei 33), aus 28) und 26) den Satz: 

42) Die verwandten Doppeltangenten der eine gegebene Gerade 
schneidenden Doppeltangenten, bilden eine Regelfliche vom Grade 

n (n—3) (n°-+ n'!— 16n?—6n?+ 66n — 44). 


§ 5. 
Die Zahlen fiir die in einstufiger Mannigfaltigkeit vorhandenen 
singularen Tangenten. 


Die in § 4. angegebenen Zahlen reichen aus, um fiir die in § 3. 
zusammengestellten Systeme die linken Seiten der Correspondenzformeln 
Illa) bis IIIf’) des § 1. zu berechnen. Dadurch gewinnt man ohne 
Schwierigkeit die auf die Coincidenzen jener Systeme beziiglichen Zahlen. 
Die letztere geben wir hier an, indem wir bei einigen auch die aus- 
fiihrliche Ableitung hinzufiigen. Es wird unnéthig sein, jedesmal anzu- 
geben, welche von den Formeln des § 1. zur Anwendung kommen 
miissen. Die Buchstabennummern beziehen sich auf die Systeme des 
§ 3. Jede hier neu erscheinende Zahl erhilt sofort ein Symbol, welches 
beibehalten wird. Die Symbole sind so gewahlt, dass immer zu be- 
ziehen ist: 

der Buchstabe a und der Index a auf vierpunktige Tangenten, 
der Buchstabe 6 und der Index 6b auf drei-zweipunktige Tangenten, 
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der Buchstabe g auf dreipunktige Tangenten, 
der Buchstabe h auf zwei-zweipunktige Tangenten, 
der Buchstabe d auf die einfachen Schnittpunkte der Haupttangenten, 
der Buchstabe f auf die zweiten Beriihrungspunkte der Doppeltangenten, 
der Buchstabe e auf die einfachen Schnittpunkte der Doppeltangenten, 
ax bezieht sich auf die Curve der parabolischen Punkte, rt auf die 
Doppeltangentialebenen, ¢ auf die dreifachen Tangenten. Aus jedem 
der beiden Systeme a) und i) folgen die bekannten Zahlen (Salmon, 
Cambr. a. Dubl. J. 1849; Clebsch, Crelles Journ. Bd. 58, p. 93; 
Sturm, Crelles Journ. Bd. 72; Schubert, Gdtt. Nachr. Februar 1876, 
Beitr. § 27.) *): 
43) Die vierpunktigen Tangenten bilden eine Regelfliiche vom Grade 
a = 2n(n—3)(3n—2). 
44) Die Beriihrungspunkte der vierpunktigen a bilden eine 
Curve von der Ordnung: 
a, = n(lln—24). 
Aus be) und ke) folgt: 
45) Die einfachen Schnittpunkte der vierpunktigen Tangenten bilden 
eine Curve von der gris 
a, = 2n(n—4) (3n?-+n—12). 
Auch jede der hier einai auf die drei-zwgipunktigen Tangenten 
beztiglichen Zahlen b, b,, b,, b, folgt aus 2 Systemen, niimlich b aus 
c) und 1), b, aus ce) wai ma), ‘ aus da) und 1), b, aus df) und m§). 
Wir editions 80: 
46) Die drei-zweipunktigen Tangenten bilden eine Regelfliche vom 
Grade 
b = n(n—3) (n—4) (n?+6n—4), und 
47) ihre Stellen zweipunktiger Beriihrung eine Curve von der 
Ordnung 
b, = n (n—2) (n—4) (n?+4+2n-+ 12), und 
48) ihre Stellen dreipunktiger Beriihrung einer Curve von der 
Ordnung 
b, = n(n —4) (3n?+5n— 24), und 
49) ihre einfachen Schnittpunkte eine Curve von der Ordnung 
b, = n(n— 4) (n—5) (n?+6n?— n — 24). 
Aus dem Systeme n) erhalten wir die beiden Satze: 


*) Diese Citate sind auch auf die Zahlen b, b,, bs, c, cg zu beziehen. In 
Salmon-Fiedler’s Werke sind alle diese Zahlen in den Artikeln 447 bis 461 
algebraisch abgeleitet. 
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50) Die an drei Stellen zweipunktig beriihrenden Tangenten bilden 
eine Regelfliche vom Grade 
e¢ = 4n(n—3) (n—4) (n—5) (n?+3n—2), und 
51) thre Beriihrungspunkte eine Curve von der Ordnung 
Cy = $n (n—2)(m —4)(m—5) (nm? +5n-+ 12). 
Aus dem Systeme e) erhalten wir die bekannten drei Sitze: 
52) Die parabolischen Punkte bilden eine Curve von der Ordnung: 
a, = 4n (n—2), und 
53) von den thnen angehirigen Tangentialebenen gehen immer 
a, (m—1) = 4n (n— 1) (n—2) 
durch einen Punkt, und 


54) die thnen angehirigen Tangenten bilden eine Regelfliiche vom 
Grade 
a = 2n(n—2) (3n—4) 
Satz 53) folgt aus 52) auch unmittelbar durch den in § 1. ausgesprochenen 
Zusatz zum Hiilfsmittel I. 


Um ein Beispiel einer ausfiihrlichen Ableitung zu geben, schalten 
wir hier die der Zahl z ein. 


Es ist anzuwenden Hiilfsmittel Ile). Dann ist zu setzen: 


gh nach 33) gleich 4n (2n?—6n-+5),” 
e? nach 14) gleich 2n, 


wu? nach 4) und 14) gleich 2(n—1)?. 
Also ist: 


ek = 2n (n—2) (8n—4). 


Dieses Resultat kann auch aus 22) und 52) durch Hiilfsmittel I. ge- 
wonnen werden. 


Aus System fa) folgt: 


55) Die einfachen Schnittpunkte der parabolischen — d. h. in 
parabolischen Punkten dreipunktig beriihrenden — Tangenten bilden eine 
Curve von der Ordnung: - 


a, = 2n(n—2)(3n?—4n—6). 
Aus System g) folgt: 


56) Die Verbindungsstrahlen der Beriihrungspunkte der Doppel- 
tangentialebenen bilden eine Regelfliiche vom Grade: 
t =n (n—3) (mn — 2) (n?+2n—4). 
Diese Zahl ist 4 von der Zahl der Schnittpunkte der parabolischen 
Curve mit der durch 28) angedeuteten Curve. 
Aus System he) folgt das bekannte Resultat: 
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57) Die Beriihrungspunkte der Doppeltangentialebenen bilden eine 
Curve von der Ordnung: 

T, = n(n—2) (n—n?-+-n — 12). 
Aus System h§) folgt: 


58) Die einfachen Schnittpunkte der Verbindungsstrahlen der Be- 
riihrungspunkte der Doppeltangentialebenen bilden eine Curve von der 


Ord " 
ae T, = n(n—2)(n—A4) (n'-+ n?—4n —6). 


Diese Zahl ist 4 von der Zahl der Schnittpunkte der parabolischen 
Curve mit der durch Satz 31) angedeuteten Curve der Beriihrungspunkte 
derjenigen Doppeltangenten , welche einen einfachen Schnittpunkt auf 
einer gegebenen Ebene besitzen. 


Wir behandeln jetzt das System o) ausfiihrlich. 
Von den Correspondenzsiitzen des § 1. ist anzuwenden IIe), IIIf) 
und IIIf’). Wir haben dann zu setzen: 
gh nach 36) gleich n(n —3)(n?+2n—4)(3n—4), 
ce nach 14) und 17) gleich 2n(n—3)(n+ 2), 
u? nach 4), 14) und 17) gleich 2n(n—1)?(n—3)(n+ 2), 
ge nach 15) und 17) gleich 3n (n—2)(n—3)(n+-2), 
h. nach 18) und 14) gleich 2% (m—2)(n—3)(n+3), 
Jp nach 16) und 17) gleich »(m—1)(n—2)(n+—3)(n+2), 
h, nach 19) und 14) gleich 2” (n—1)(m— 2)(n—3), 
uc nach 3), Zusatz zu I., 14) und 17) gleich 2n(n—1)(m—3)(n+-2). 
Hieraus folgt: 
ek = n(n—3) (n+2n?— 16n+8) = 2a + b, 
ec = n (n-—2) (n—3) (8n+ 8) = 2a, + dy. 
éu = n (n—1) (n—2) (n—3) (8n+8) = 2a, (n—1) + B,(n—1). 
Das dritte Resultat bestiitigt das zweite durch Satz 3). Der Zusammen- 
hang dieser 3 Zahlen mit den schon oben bestimmten Zahlen a, b, 
a,, b, erklirt sich dadurch, dass eine Haupttangente, mit welcher eine 
verwandte Doppeltangente zusammengefallen ist, eimmal eine drei-zwei- 
punktige und zweimal eine vierpunktige Tangente ist. 





Bei dem Systeme q) sind dieselben Correspondenzsitze anzuwenden, 
und wir haben zu setzen: 
gh nach 42) gleich » (n—3) (n5-+-n!— 16n'—6n?-+ 66n—44), 
e gleich n (n?—n—6) (n?—n—7), 
ue gleich n(n — 1) (n?--n—6) (n?—n—7), 
w gleich n(n —1)?(n?—n —6) (n?—n—17), 
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Ge =h, = n(n—2) (n—3) (n+-3) (n? —n—T). 
In = h, = n(n—1) (n —2) (n—3) (n?—n—7). 
Daher ist: 
ec =n (n— 2) (n—3) (n®+3n?— 11n —28) = 2c, + 3b, + 1, 
eu = n(n—1) (n—2) (n—3) (n' +3n?—11n—28) 
= 2c, (m—1) + 3b, (n—1) + t,(n—]), 
ek = n(n—3) (2n*—7 n — 12n?+ 56n—16) = 2-3-c+3b+42r. 

Der Zusammenhang, den diese Resultate mit den oben bestimmten 
Zahlen c, c,, b, b,, t, t, aufweisen, erklirt sich dadurch, dass die 
Gerade, in welche zwei in demselben Punkte A beriihrende Doppel- 
tangenten zusammenfallen, als zweifache in A und in zwei andern 
Stellen beriihrende Tangente, ferner als dreifache in A zweipunktig 
und wo anders dreipunktig beriihrende Tangente, und auch als Ver- 
bindungsstrahl von A mit dem andern Beriihrungspunkte einer in A 
beriihrenden Doppeltangentialebene aufgefasst werden muss. 

Wir schliessen jetzt aus den Systemen b{), by), bd), be), b§), dy), 
dd), de), d§), dy) nach einander die hier folgenden Zahlen 59) bis 68), 
welche so angeben sind, dass daraus zugleich ersichtlich ist, wie dieselben 
auch durch das Hiilfsmittel I. aus den Zahlen a, und b, einerseits und 
den Zahlen 22), 24), 28), 30), 31) andererseits abgeleitet werden kénnen. 

59) Die in den Beriihrungspunkten der vierpunktigen Tangenten 
nur dreipunktig beriihrenden Tangenten bilden ejne Regelfliche vom 
Grade 

Ja = n (3n—4) (Llu —24) — a, und 
60) ihre einfachen Schnittpunkte eine Curve von der Ordnung 
d, = n(3n? —4n—6)(11n—24) — a, —a,. 

61) Die Doppeltangenten, welche in der Curve vierpunktiger Be- 
riithrung beriihren, aber nicht vierpunktige Tangenten sind, bilden eine 
Regelfliiche vom Grade: 

ha = n (n—3) (n?-+2n—4) (11m —24) — a, und 

62) ihre zweiten Beriihrungspunkte eine Curve von der Ordnung 

fa = n (n§ —2n?+2n—6) (1 1n—24)—a,, und 

63) ihre einfachen Schnittpunkte eine Curve von der Ordnung 

Ca = n (n—4) (n'+ n?—4n—6) (11 n—24)—<a,. 

64) Die in den Stellen dreipunktiger Beriihrung der drei -zwei- 
punktigen Tangenten beriihrenden, nicht mit diesen identischen Haupt- 
tangenten bilden eine Regelfliiche vom Grade: : 

Jo = n (3n—A) (n—4) (3n?+5n—24) — b, und 
65) ihre einfachen Schnittpunkte eine Curve von der Ordnung 
d, = n (3n?— 4n—6) (n—4) (3n?+5n—24) — b, — 2d. 
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66) Die in den Stellen dreipunktiger Beriihrung der drei-zwei- 
punktigen Tangenten beriihrenden, nicht mit diesen identischen Doppel- 
tangenten bilden eine Regelfliiche vom Grade: 

hy = n (n—3) (n?-+2n—A4) (nm —4) (3n?+-5n —24)—b, und 

67) ihre zweiten Beriihrungspunkte eine Curve von der Ordnung: 

fe = n (n§ —2n?+-2n—B6) (n —4) (3n?-+5n— 24) —b,, und 

68) «thre einfachen Schnittpunkte eine Curve von der Ordnung: 

€ = n (n— 4) (n> +- n?—4n—6) (n — 4) (3n?+5n—24)—b},—),. 
Fiir die eben berechneten Zahlen g,, dz, go, d erhilt man Bestatigungen 
aus den Systemen kf), ky), my), md), pa), pf). Man findet nimlich 
die Zahl der Coincidenzen in diesen Systemen beziiglich gleich 
A+9ga, UtA+d,, b+y, b42b,+h, 2atg, 2datd. 
Aus den Systemen f), fy), £8) findet man endlich die folgenden Zahlen, 
welche auch durch das Hiilfsmittel I. sehr leicht gewonnen werden 
kénnen. 

69) Die in parabolischen Punkten beriihrenden Doppeltangenten 
bilden eine Regelfliiche vom Grade: 

ha = 4n (nm — 2) (n—3) (n?-+-2n—4), und 

70) ihre sonstigen Beriihrungspunkte eine Curve von der Ordnung: 

la = 4n (n—2) (n —2n?-+2n—6), und 

71) thre einfachen Schnittpunkte eine Curve von der Ordnung: 

en = 4n (n—2) (n —A4) (n?+- n?—4n—6). 

Viele der eben gefundenen Zahlen erscheinen auch durch das Hiilfs- 
mittel I]. von einander abhingig, und bestitigen sich also einander. 
Es sind dies folgende Gruppen: 

a mit a, und a,, 
b mit b,, b,, d,, 
x mit a, und x, 
Ja mit a, und d,, 
g mit b, und d, 
ha mit a4, fa, Ca 

hy mit b,, fr, &, 

ha mit 2, fr, Cn- 

Der Vollstiindigkeit wegen fiigen wir noch hinzu, dass wir c, aus 
e und ¢, durch das nimliche Hiilfsmittel erhalten, namlich: 

C+, = n+ C—2e, 
also: 

72) Die einfachen Schnittpunkte der dreifachen Tangenten bilden 

eine Curve von der Ordnung: 
¢, = $n (n—4) (n—5) (n —6) (n?+4+3n?—2n-- 12). 


Mathematische Annalen, XI. 24 
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§ 6. 


Die Zahlen fiir die in endlicher Anzahl vorhandenen — 
Stellen der F’,. 


Aus den im vorigen Paragraphen paige Zahlen : 
a (43)*), a, (44), a, (45), ga(59), d.(60), h nay fa( “ ), €a (63); 
b (46), b,(47), by (48), B, (49), go(64), ds (65), Ie (66), f5(67), € (68); 
e (50), ¢,(51), ¢,(72); 
(54), ~,(52 und 53), 2, (55), hz(69), fx(70), en(71); 
t (56), 7, (57), 7, (58); 


berechnen wir jetzt vermittelst der Correspondenzformeln erster Dimen- 
sion IIIa), Illb), IIIb’) 11 Zahlen, von denen jede angiebt, wie viel 
Stellen von einer gewissen Singularitét auf einer F, vorhanden sind. 
Wihrend also die oben berechneten Zahlen auf solche singuliire Stellen 
Bezug nahmen, die auf einer F,, in wmnendlicher Mannigfaltigkeit 
existiren, kommen wir hier zu 11 Zahlen, welche sich auf singulire 
Stellen der F’, beziehen, die nur in endlicher Mannigfaltigkeit vorhanden 
sein kénnen. Diese 11 Zahlen folgen hier aus den Coincidenzzahlen 
von 31 einstufigen Systemen, die durch Punktepaare, Strahlenpaare und 
ein Ebenenpaar erzeugt werden. Daher ist es méglich, nicht blos viele 
Bestiatigungen zu erhalten, sondern auch einige Male zweifelhafte Coeffi- 
cienten a posteriori zu bestimmen. Um die Uebersicht zu erleichtern, 
geben wir hier zuerst die Werthe der 11 Zahlen mit den ihnen ver- 
liehenen Zeichen an, und besprechen dann erst die 31 Systeme, aus 
denen sie hervorgehen. 


73) Die Zahl der fiinfpunktigen beriihrenden Tangenten ist: 
B = 5n(n—4)(7n—12)*). 


74) Die Zahl der an einer Stelle vierpunktig, an einer andern zwei- 
punktig beriihrenden Tangenten ist: 


= 2n(n—4)(n—5) (n+6)(3n—5). 


75) Die Zahl der an zwei Stellen dreipunktig beriihrenden Tan- 
genten ist: 
d = $n(n—4)(n—5)(n?+3n?+29n—60). 


*) Die jedem Zeichen in Klammer nachgestellte Nummer ist diejenige, welche 
im vorigen Paragraphen vor die durch dieses Zeichen dargestellte Zahl gesetzt 
ist, so dass jetzt jede Zahl dort leicht zu finden ist. 

**) Die Zahlen B, y, 3, ¢, £ habe ich schon in den Gétt. Nachr. (Febr. 1876) 


und in den Math, Annalen (Bd. X, pag. 98) auf demselben Wege wie hier be- 
stimmt. 
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76) Die Zahl der an einer Stelle dreipunktig und an zwei Stellen 
zweipunktig beriihrenden Tangenten ist: 
& = $n(n — 4)(n—5) (n—6) (n3+ 9n?+-20n — 60). 

771) Die Zahlen der an vier Stellen eweipunktig beriihrenden Tan- 
genten ist: 

€ = p(n —4) (mn —5) (n —6) (n —7) (n+ 6n? + 7n—30). 

78) Die Zahl der in parabolischen Punkten vierpunktig beriihrenden 
Tangenten ist: 

(ax) = 2n(n—2)(11n— 24). 

79) Die Zahl der in parabolischen Punkten dreipunktig und noch 
anderswo beriihrenden Tangenten ist: 

(bx) = 2n(n—2)(n—4)(3n?+5n—24). 

80) Die Zahl der an einer Stelle dreipunktig, an einer andern 
zweipunktig beriihrenden Tangenten, bei denen die Tangentialebenen der 
beiden Beriihrungspunkte zusammenfallen, oder, was dasselbe ist, die 
Zahl der Doppeltangentialebenen, bei denen der Verbindungsstrahl der 
beiden Beriihrungspunkte in einem dieser Beriihrungspunkte dreipunktig 
beriihrt ist: 

(bt) = n(n—2)(n— 4) (n+ 3n?+ 13n—48). 

81) Die Zahl derjenigen Punkte, in denen die beiden Haupttan- 

genten vierpunktig beriihren, ohne zusammenzufallen, ist*): 
(aa) = 5n(Tn? —28n+-30). 

82) Die Zahl der Punkte, in denen die eine Haupttangente vier- 
punktig beriihrt, die andere nur dreipunktig aber noch anderswo zwei- 
punktig beriihrt, ist: 

(ab) = n(n—A4) (27 n’ — 13.n? —264n-+ 396). 

83) Die Zahl derjenigen Punkte, in welchen nicht zusammenfallende 

Hawupttangenten beriihren, von denen jede noch anderswo beriihrt , ist : 
(bb) = n(n—4)(4n'— 4n4!— 95n3 + 99n? + 544n —840). 

Wir haben jetzt die 31 Formeln anzugeben, aus welchen die eben 
zusammengestellten 11 Zahlen folgen. Da aus den in diesen Formeln 
vorkommenden Zeichen zugleich die Punktepaar-, Strahlenpaar- oder 
Ebenenpaarsysteme ersichtlich sind, welche diese Formeln hervorrufen, 
so werden wir uns meist auf die blosse Angabe der Formeln beschranken 
kénnen. 

Die Zahl 6 folgt aus: 
a,(n—4) + a, —a(n—4) = 8, 


b, +b,—b=—6. 


und aus: 


*) Cf. § 7. 
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Die Zahl y folgt aus: - 
2a,(n—5) — a(n—4)(n—5) = y, 


bs (m—5) + b, — b(n—5) = 7, 


und aus: 
und aus: 


Die Zahl ¢ folgt aus: 
b, (n—5) + 6, — b (n—5) = 20. 

Die Zahl « folgt aus: 
2b, (n— 6) — b(n—5)(n—6) = 22, 


c,(n—6) + 3c, — 3c (n—6) — «. 

Die Zahl € folgt aus: 

2c, (m— 7) — ¢(n—6) (n—7) = 4- €. 

Um die Zahlen (az) und (bz) zu finden, wenden wir die Punkte- 
paarformel erster Dimension auf das einstufige System derjenigen 
Punktepaare an, deren jedes auf einer parabolischen Tangente entweder 
durch den Beriihrungspunkt und einen der » — 3 einfachen Schnitt- 


punkte, oder durch zwei einfache Schnittpunkte erzeugt wird. Wir 
erhalten so: 


4c,-—6c=—y. 


und aus: 


5 (n—3) + a, — «(n—3) = (a2), 
2x, (n—4) —a(n—3) (n — 4) = (bz). 

Um die Zahl (br) zu finden, betrachten wir ebenso das Punkte- 
paar, welches auf dem Verbindungsstrahle der Beriihrungspunkte einer 
Doppeltangentialebene durch einen der beiden Beriihrungspunkte und 
einen der » — 4 einfachen Schnittpunkte gebildet wird. Dann be- 
kommen wir namlich: 

t, (n—4) + 27, — 2 (n—4) = (br). 

Zur Bestimmung der Zahl (aa) betrachten wir das Punktepaar, 
welches durch einen Punkt der Curve vierpunktiger Beriihrung und 
einen derjenigen »—3 einfachen Schnittpunkte erzeugt wird, die auf 
der in jenem Punkte nur dreipunktig beriihrenden Haupttangente liegen. 
Solcher Punktepaare existiren auf der F’, 00'. Auf das von ihnen ge- 
bildete einstufige System wenden wir die Punktepaarformel erster 
Dimension an. Dadurch erhalten wir: 

a, (n—3) + da — ga(n—3) = 2 - (aa) + (az). 
Hinsichtlich der rechten Seite dieser Formel bemerken wir, dass jede 
Stelle einer F,, wo zwei getrennt liegende Haupttangenten vierpunktig 
beriihren, auch zwei Coincidenzen des eben betrachteten Punktepaars 
aufweist, und ausserdem noch jede Stelle der parabolischen Curve einer 
F,,, wo die Haupttangente vierpunktig beriihrt, eine Coincidenz dieses 
Punktepaars liefert. 
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Wir behandeln analog dasjenige Punktepaar, welches durch 2 ein- 
fache Schnittpunkte einer Haupttangente erzeugt wird, die auf der Curve 
vierpunktiger Beriihrung dreipunktig beriihrt. Dann kommt: 

2 - da + (n—4) — ga (n—3) (n—4) = (ad). 

Um endlich auch die Zahl (bb) zu bestimmen, behandele man eben- 
so das Punktepaar, welches von zwei einfachen Schnittpunkten einer 
Haupttangente gebildet wird, in deren Beriihrungspunkte eine von ihr 
verschiedene drei-zweipunktige Tangente dreipunktig beriihrt. Dann 
erhalt man: 

2d, (n—4) — gr (n—3) (nm —4) = 2 (bb) + (xd). 
Hinsichtlich der Coincidenzen ist dasselbe, wie oben bei der Bestimmung 
von (aa) zu bemerken. 

Da die bis jetzt aufgestellten Formeln ausreichen, um die oben 
angegebenen 11 Zahlen abzuleiten, so erhalten wir durch Betrachtung 
noch weiterer Systeme Bestitigungen oder Bestimmungen von etwa zweifel- 
haften Coefficienten. Wir beschrinken uns von jetzt an auf die Angabe 
der Formeln und der etwaigen daraus zu ziehenden Schliisse. 


a(n? —n—6)*) + fp — ha =2-(az), 

1, (n?— mn —6) (n—4) + eg — ha (n—4) = 2-(b2), 

x (n®?—n—6) + ha — a, (n?—n —6) — (n—1)-2,(n? —n—6) 
= 2.(am) + (bz). 

2t, —2t = (az), . 

Die Behandlung des Ebenenpaares, erzeugt durch die beiden Tan- 
gentialebenen in den Beriihrungspunkten einer drei-zweipunktigen Tan- 
gente, ergiebt: 

by (n—1) + by (n—1) — b = (bt) + B. 
Man beachte, dass auch die Tangentialebene einer fiinfpunktigen Tan- 
gente als eine Ebene zu betrachten ist, in welcher die beiden Tangen- 
tialebenen einer drei-zweipunktigen Tangente zusammenfallen. 

Wir erhalten weiter aus den auf vierpunktige Tangenten beziiglichen 
Systemen: 


a+ ga — % — (n—1)-a, = (an), 
a, (n*—n—1) + fa — ha = 2+ (aa) + (am) + B, 
a,(n?—n—) (n—A4) + a — ha(n—4) = (ab) + 6 +7, 
& (n®?—n—T) + ha — a,(n?—n—T) — (n—1) a, (n?—n—7) 
= (ax) + 38+y7,; 
Ja(n?—n—T) + hi — a, (n?—n—T) — (n—1) a, (n? —n—7) 
= 4-(aa) + (ab) + (xa). 


*) Diese Zahl bedeutet in dieser und den andern Formeln immer die Zahl 
der in einem Punkte der F’, beriihrenden Doppeltangenten (Formel 17). 
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Aus diesen Formeln, deren Glieder zum Theil a posteriori bestimmt 
sind, kann man Folgendes ersehen: 

Unter den n®?—n—6 Doppeltangenten, welche in einem Punkte 
einer F’, beriihren, ist eine dort beriihrende vierpunktige Tangente als 
eine Doppeltangente mitzuzihlen. 

Im Beriihrungspunkte einer fiinfpunktigen Tangente coincidirt der 
Beriihrungspunkt einer vierpunktigen Tangente sowohl mit dem zweiten 
Beriihrungspunkt einer der dort beriihrenden n?—n—7 sonstigen Doppel- 
tangenten, wie auch mit einem einfachen Schnittpunkte der letztgenann- 
ten Doppeltangenten. 

In einer fiinfpunktigen Tangente coincidirt dreimal eine vierpunktige 
Tangente mit einer der in ihrem Beriihrungspunkte beriihenden n? —n — 7 
sonstigen Doppeltangenten. 

In einer vier-zweipunktigen Tangente coincidirt eimmal eine vier- 
punktige Tangente mit einer der in ihrem Beriihrungspunkte beriihrenden 
n?—n—T7 sonstigen Doppeltangenten. 

Aus den Systemen, welche auf die drei-zweipunktigen Tangenten 
Bezug nehmen, ergeben sich folgende Formeln: 

b,(n—3) + dy — go(n—3) = (ab), 

b + go — b, — (n—1) b, = (bz), 

b; (n?—nm—) + fr — hy = (ab) + y + 28, 

b, (n? —n—T) (n —4) + e, — hy (n—4) 

= 2-(bb) + B + 60 + 2e + (br), 
b (n?—n—T) + hy — b, (n?—n—T) — (n—1) b, (n? — n — 7) 


= 36 + 27 + 68 + 2e + (bn), 
Go(n?—n—T) + he — by (n?—n—T) — (n—1) b, (n?—n —7) 
= 2 (ab) + 2 (bd). 


Von den Schliissen, die sich aus diesen Formeln ziehen lassen, er- 
wahnen wir nur folgende: 

In jedem Punkte einer F,,, wo eine drei-zweipunktige Tangente 
dreipunktig beriihrt, beriihren noch n?—n—7 sonstige Doppeltangenten. 

In einer an zwei Stellen dreipunktig beriithrenden Tangente coincidirt 
6mal eine drei-zweipunktige Tangente mit einer der n? —n—T in ihrem 
mehrfachen Beriihrungspunkt sonst noch beriihrenden Doppeltangenten. 

Weitere Bestitiguugen erhailt man durch die Bestimmung der ge- 
meinsamen Punkte je zweier der drei durch die Zeichen 

Ts, M%, 0b, 

angedeuteten Curven. Es ist nimlich: 


q MG = 2- (an), 
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- ay+ 0, = 2+ (bn), 


2|+ 3|- 


a, +b; = (ab) + 28+ 7, 


oder in Worten: 

Die Curve vierpunktiger Beriihrung trifft die parabolische Curve, 
und zwar immer zweipunktig in denjenigen parabolischen Punkten der 
F, , welche vierpunktige Haupttangenten besitzen. (Salmon-Fiedler, 
Artikel 457.) 

Ebenso beriihren sich die parabolische Curve und die Curve der mehr- 
fachen Beriihrungspunkte der drei-zweipunktigen Tangenten iiberall, wo 
sie sich treffen, und zwar in denjenigen parabolischen Punkten, deren 
Haupttangenten noch anderswo beriihren. 

Die Curve vierpunktiger Beriihrung beriihrt die Curve der mehrfachen 
Beriihrungspunkte der diei-eweipunktigen Tangenten in den Beriihrungs- 
punkten der fiinfpunktigen Tangenten, und schneidet sie einfach: 

erstens in dem mehrfachen Beriithrungspunkte jeder vier-zweipunkti- 
gen Tangente, 

zweitens in denjenigen Punkten der F’,, welche zwei Haupitan- 
genten besitzen, von denen die eine dort vierpunktig beriihrt, 
die andere dort dreipunktig und anderswo zweipunktig beriihrt. 


§ 7. 
Die von Clebsch in Crelle’s Journal Bd. 63 bestimmte Zahl. 


Es ist schon in der Kinleitung darauf aufmerksam gemacht, dass 

das Resultat 
n (41m? — 162” + 162), 
welches Clebsch in Crelle’s Journal Bd. 63 (cf. auch Salmon- 
Fiedler, Art. 463) fiir unsere Zahl (aa) erhilt, mit dem von uns 
oben auf verschiedenen Wegen bestimmten Resultate: 
(aa) = 5n (Tn? — 28n + 30) 
in Widerspruch steht. Deshalb wird es zweckmissig sein, eine még- 
lichst einfache Ableitung dieser Zahl aus den voranstehenden Ent- 
wickelungen herauszuschilen, und, wenn mdglich, diese Ableitung so 
einzurichten, dass daraus das Versehen, welches Clebsch bei seiner 
Herleitung macht, sofort erkannt werden kann. Diesen Zweck erfillt 
die folgende Ableitung, bei der nur die Ordnung der Curve vier- 
punktiger Beriihrung 
a,=n(I1n— 24), (Salmon-Fiedler, Art. 447), 

der Grad der Regelfliche der vierpunktigen Tangenten: 
a = 2n(n=3)(3n—2), (Salmon-Fiedler, Art. 458) 
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und die Ordnung der Curve der Beriihrungspunkte aller eine gegebene 
Gerade g schneidenden Haupttangenten 

n(3n—4), (Art. 438, ID) 
als bekannt vorausgesetzt wird, und bei der nur das Chasles’sche 


Correspondenzprincip in seiner urspriinglichen Form zur Anwendung 
kommt. 


Die Curve der Beriihrungspunkte der eine gegebene Gerade g 
schneidenden Haupttangenten schneidet die Curve vierpunktiger Be- 
riihrung in 

(3n —4) - a, 
Punkten. Unter diesen Punkten befinden sich die Beriihrungspunkte 
der die gegebene Gerade g schneidenden vierpunktigen Tangenten. In 
allen iibrigen Punkten beriihrt die eine Haupttangente vierpunktig, 


und die andere schneidet die gegebene Gérade g. Durch die Gerade 
g gehen also 


Ja = (8n — 4)-a, —a 
Haupttangenten, welche mit einer vierpunktigen Tangente ein und 
denselben Beriihrungspunkt haben. Folglich giebt es nach dem Chas- 
les’schen Correspondenzprincip in einem Strahlbiischel 
& + Ja = (30 — 4)-a, 
Strahlen, deren jeder sowohl eine vierpunktige Tangente, wie auch die 
mit ihr denselben Beriihrungspunkt besitzende Haupttangente schneidet. 
Unter diesen Strahlen des Strahlbiischels befinden sich diejenigen, welche 
nach den a, Punkten gehen, in denen die Curve vierpunktiger Beriih- 
rung die Ebene des Strahlbiischels schneidet, ferner auch diejenigen, 
welche in den durch den Scheitel des Strahlbiischels gehenden (n— 1)-a, 
Ebenen liegen, deren jede Tangentialebene einer vierpunktigen Tan- 
gente ist. Es bleiben also noch 
(3n—4) -a, — a, — (n—1)- a, = 2 (n—2)-a, 
Strahlen iibrig, welche auch die oben genannte Eigenschaft besitzen. 
Es -miissen dies diejenigen sein, welche solche Tangenten schneiden, 
die in parabolischen Punkten vierpunktig beriihren. Folglich besitzt 
die F,, 
(ax) = 2(n—2)-a, 

Punkte, in denen zusammenfallende Haupttangenten vierpunktig beriih- 
ren, was auch in Salmon-Fiedler’s Werk, Artikel 457, pag. 574 
ausgesprochen ist. 

Wir bestimmen jetzt die Ordnung a, der Curve der einfachen 
Schnittpunkte der Haupttangenten, welche mit vierpunktigen Tangenten 
denselben Beriihrungspunkt haben. Schon oben ist der Grad 


Ja = (8n—4) a, — a4 
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der Regelfliche der Haupttangenten bestimmt, welche mit vierpunktigen 
Tangenten denselben Beriihrungspunkt haben. Diese Regelfliche schnei- 
det F, in einer Curve von der Ordnung 
"* Ga; 
d. h. eine Ebene besitzt n-g_ der F, und jener Regelflaiche angehérige 
Punkte. Unter diesen befindet sich dreimal jeder Punkt der Ebene, 
in dem eine vierpunktige Tangente beriihrt. Die tbrigen 
G, = N+ga — 3, 

. Punkte geben die Ordnung der gesuchten Curve. 

Nun giebt es nach dem Correspondenzprincip in einem Ebenen- 
biischel 


a, + a, (n—3) = nga — 3a, + a, (N—3) = nga + a,(n—6) 


Ebenen, deren jede von einer Haupttangente, die mit einer vierpunktigen © 


Tangente denselben Beriihrungspunkt hat, sowohl diesen Beriihrungs- 
punkt, wie auch einen der » — 3 einfachen Schnittpunkte enthilt. 
Unter diesen Ebenen des Ebenenbiischels befindet sich auch jede Ebene 
(n—3)mal, welche eine solche Haupttangente ganz enthialt. Folglich 
bleiben im Ebenenbiischel noch 


Ja + a,(n —6) — ga(n—3) = a,(n—6) + 390 

= a,(n—6) + 3(3n—4)a, —3a 

= a,(10n—18) — 3a 
Ebenen von der geforderten Eigenschaft iibrig. Unter diesen iibrig- 
bleibenden Ebenen befinden sich erstens diejenigen, welche nach den 
oben abgezahlten 

(ax) = 2 (n—2)-a, 
Punktén gehen, in denen zusammenfallende Haupttangenten vierpunktig 
beriihren, zweitens gehért zu jenen tibrigbleibenden Ebenen zweimal 
jede Ebene, welche nach einem der gesuchten (aa) Punkte gehen, 
in denen die beiden Haupttangenten, getrennt liegend, vierpunktig beriihren. 
Folglich bestimmt sich die gesuchte Zahl (aa) dieser Punkte aus der 
Gleichung: 
a, (L0On— 18) — 3a— 2 (n—2) - a, = 2- (aa) 
oder: 
a, (8n— 14) —3a—2-(aa). 
Vergleicht man diese Formel mit derjenigen, auf welche Clebsch 

bei seiner algebraischen Herleitung gefiihrt ist, und welche (Salmon- 
Fiedler, Art. 463, pag. 579 unten) in unserer Terminologie lautet: 


2 - (aa) + a =a, (8n—14), 
so sieht man, dass Clebsch die Multiplicitét ,3“ des Grades der Regel- 
fliiche der vierpunktigen Tangenten vernachlissigt hat. Dieser vernach- 
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lassigte Coéfficient 3 dirfte sich bei der Herleitung von Clebsch leicht 
rechtfertigen lassen. Nach Substitution der bekannten Werthe von a, 
und von a erhalt man fiir (aa): 


(aa) = 5n(Tn?— 28n + 30), 
also einen Werth, der um den Grad a der Regelfliche der vierpunktigen 
Tangenten kleiner ist, als der von Clebsch gegebene. Hierin liegt 


der Grund, warum die Anwendung der unrichtigen Formel auf die Flache 
dritter Ordnung F, doch das richtige Resultat: 


(aa) = 135 


geben musste. Die F, besitzt nimlich keine Regelfliche, sondern nur 
eine endliche Zahl von vierpunktigen Tangenten, die in ihr liegenden 
27 Geraden. Also ist fiir sie a = 0. 

















Die Zerlegung und Zusammensetzung der unendlich kleinen 
Bewegungen eines starren Kérpers als Hilfsmittel bei Auf- 
stellung der dynamischen Differentialgleichungen. 


* Von 


C. Neumann in Leipzig. 


Die Vortheile, welche die Theorie der Zerlegung und Zusammen- - 
setzung der unendlich kleinen Bewegungen eines starren Korpers bei 
Aufstellung der dynamischen Differentialgleichungen gewahrt, diirften 
bisher wohl nicht gehérig untersucht, jedenfalls nicht systematisch 
entwickelt worden sein. Ich beabsichtige daher im Folgenden meine 
hieraufbeziiglichen (aus den Jahren 1865—68 stammenden) Unter- 
suchungen, iiber welche ich bereits friiher eine kurze Mittheilung ge- 
macht habe (Ber. d. Kgl. Siichs. Ges. d. Wiss. 1869, S. 132 und diese 
Annalen Bd. III, S. 350), in sorgfaltiger Weise darzulegen*). 

Offenbar kommt es bei diesen Untersuchungen ziemlich auf dasselbe 
hinaus, ob man von den unendlich kleinen Bewegungen des betrachteten 


*) Vielleicht diirfte es nicht ohne Interesse sein, die eigentliche Ursache, 
welche mich zu diesen Untersuchungen veranlasste, hier kurz anzudeuten. 

Wollen wir die Axe eines in schneller Umdrehung begriffenen Schwungrades 
aus ihrer urspriinglichen Lage in irgend welche andere Lage versetzen, die gegen 
jene urspriingliche unter irgend welchem Winkel geneigt ist, so bedarf es hierzu 
bekanntlich einer gewissen Anstrengung. Denken wir uns nun ein gewdhnliches 
unter dem Einfluss der Schwerkraft oscillirendes Pendel, und nehmen wir an, der 
pendelnde Kérper besiisse in seinem Innern einen Hohlraum, und im Innern dieses 
Hohlraumes befiinde sich ein Schwungrad, dessen Axe auf beiden Seiten in die 
Winde des Hohlraumes eingelassen, und gegen die Pendelaxe unter irgend welchem 
Winkel geneigt ist; — alsdann wird offenbar das Pendel bei seinen Hin- und 
Herschwingungen gegen jenes Schwungrad (welches die Richtung seiner Axe 
constant zu ‘erhalten bestrebt ist) fortdauernd anzukimpfen haben, und folglich 
— — mehr und mehr sich verlangsamen. 

Ein niaheres Eingehen auf diese Vorgiinge fiihrte mich 2u den vorliegenden 
Untersuchungen, wobei sich tibrigens ergab, dass in dem eben genannten Beispiel 
keine Verlangsamung eintreten kann (falls man nimlich von Reibung und Luft- 
widerstand abstrahirt); vergl. den § 8. dieses Aufsatzes, 
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starren Kérpers, oder ob man von den entsprechenden Geschwindigkeiten 
resp. Geschwindigkeitszustinden spricht. Der Bequemlichkeit willen mag 
es mir gestattet sein, mich der letstern Ausdrucksweise zu bedienen. 


§ 1. 
Der Geschwindigkeitszustand eines beliebigen Punktsystems. 


Der augenblickliche Geschwindigkeitszustand eines gegebenen Punkt- 
systems m, m’, m”,---- kann geometrisch dargestellt werden durch 
ein System von Linien ma, ma’, m”a", ----, welche ihrer Linge und 
Richtung nach die Geschwindigkeiten der einzelnen Punkte ausdriicken. 
Zerlegen wir die Geschwindigkeit ma durch irgend ein Parallelogramm 
in zwei Seitengeschwindigkeiten ma, mf, und zerlegen wir ebenso die 
Geschwindigkeiten ma, m’a’,----+ resp. in die Seitengeschwindig- 
keiten m’ a’, m’B’, m”c’, mB’, ---+, wobei die angewandten Parallelo- 
gramme von einander unabhingig, fiberhaupt ganz beliebig sein kénnen; 
- — so wird durch diese Construction der urspriinglich gegebene Ge- 
schwindigkeitszustand ma, m’a’, m”a”, ---+ in zwei andere Zustinde 
zerlegt sein, von denen der eine durch die Linien — me, ma", +++ 
der andere durch die Linien mf, mf’, m’B”, ---- angedeutet ist. 
Oder wir werden auch umgekehrt sagen kénnen: der erste Zustand sei 
aus den beiden andern zasammengesetzt. 

Allgemein nennen wir einen Zustand (a) aus irgend welchen andern 
Zustiinden (a), (8), (y), ---- (&) zusammengesetet, wenn beim Zustand 
(a) die Geschwindigkeit eines jeden Massenpunktes geometrisch zusammen- 
gestzt ist aus denjenigen Geschwindigkeiten, welche dieser Punkt in 
den Zustiinden (a), (8),.(y), «+++ (&) besitzt. 

Oder (was auf dasselbe hinauskommt): Wir nennen einen Zustand 
(a) aus irgend welchen andern Zustiinden («), (8), (y), ---+ (&) eu 
sammengesetzt, wenn beim Zustande (a) die rechwinkligen Geschwindig- 
keitscomponenten eines jeden Punktes aus den analogen Geschwindig- 
keitscomponenten dieses Punktes in den Zustinden (a), (8), (vy), -- ++ (&) 
durch Addition sich ergeben. 


§ 2. 
Der Geschwindigkeitszustand eines starren Kérpers, und die Andeutung 
dieses Zustandes durch gewisse Charakteristiken. 


Die geometrische Darstellung eines gegebenen Geschwindigkeits- 
zustandes ist einer bedeutenden Vereinfachung fahig, sobald wir iiber- 
gehen zu dem speciellen Fall eines starren Punktsystems, d. i. zur 
Betrachtung eines sogenannten starren Korpers. 

Befindet sich dieser Kérper z. B. in einer translatorischen Be- 
wegung, so sind die Geschwindigkeiten ma, m'a’, m”a”, --- + seiner 
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einzelnen Massenpunkte m, m’, m”, ---- simmtlich von gleicher Rich- 
tung und Grosse, also darstellbar durch eine einzige Linie LZ. Diese 
Linie LL, welche die gemeinschaftliche Richtung und Lange von 
ma, ma’, m’a”,----+ ausdriickt, mag die Charakteristik des betrachteten 
translatorischen Geschwindigkeitszustandes heissen. Eine solche trans- 
latorische Charakteristik besitzt offenbar keinen bestimmten Ausgangs- 
punkt, sondern kann (unbeschadet ihrer Bedeutung) sich selber parallel 
beliebig verlegt werden. 


Befindet sich andrerseits der Kérper in einer rotirenden Bewegung, 
so wird man als Charakteristik seines augenblicklichen Geschwindig- 
keitszustandes eine in der Drehungsaxe liegende Linie A anwenden 
kénnen, deren Lange die Grésse der Winkelgeschwindigkeit ausdriickt, 
und deren Richtung positiv ist zur Umlaufsbewegung des Kérpers*). 
Eine solche rotatorische Charakteristik kann offenbar (unbeschadet ihrer 
Bedeutung) in ihrer eignen Linie beliebig verschoben werden; wihrend 
parallele Verlegungen anderer Art unstatthaft sind. 


Befindet sich endlich der Kérper in einer ganz beliebig gegebenen 
Bewegung, so ist bekanntlich sein augenblicklicher Geschwindigkeits- 
zustand stets zerlegbar in zwei andere Zustinde, einen translatorischen 
und einen rotatorischen, mithin darstellbar durch das Nebeneinander 
(Ensemble) 

L, A 
derjenigen beiden Charakteristiken, welche den beiden letztern Zustinden 
einzeln entsprechen. So bekannt diese Dinge auch sein mégen, so wird 
dennoch ein niaheres Kingehen auf die betreffenden Formeln fiir unsere 
weiteren Zwecke nicht gut entbehrlich sein. 


Zuvor sei indessen noch bemerkt, dass wir ganz allgemein einen 
Zustand, der aus irgend welchen andern Zustiinden (a), (8), (vy), --- + (&) 
zusammengesetzt ist, durch Nebeneinanderstellung all’ derjenigen Cha- 
rakteristiken andeuten werden, welche diesen Zustaénden (a), (B), 
(vy), -- ++ (§) einzeln entsprechen. 


Es sei x irgend ein bestimmter Punkt im Innern des gegebeneu 
Kérpers, und (1, 2, 3) ein von a ausgehendes, mit dem Korper fest 
verbundenes rechtwinkliges Axensystem. Ferner sei (7, y, 2) ein im 


*) Ich nenne jene Richtung zur Umlaufsbewegung positiv, wenn sie zu der- 
selben ebenso liegt, wie beim zu Grunde gelegten Coordinatensystem die z Axe 
zur «zy Richtung. — Der Name: xy Richtung bedarf wohl kaum der Erliuterung. 
Denkt man sich nimlich um den Anfangspunkt des Coordinatensystems in der 
ay Ebene eine Kreisperipherie beschrieben und lings dieser Peripherie einen 
Punkt in Bewegung, welcher, von der positiven x Axe ausgehend, nach Darch- . 
laufung von 90° zur positiven yAxe gelangt, so soll die in solcher Weise defi- 
nirte Bewegungsrichtung kurzweg die wy Richtung genannt werden. 









382 C. Neumann. 


Raume gegebenes, absolut unbewegliches Axensystem. Bezeichnen wir 
die Coordinaten, welche irgend ein Massenpunkt m des Kérpers in 
diesen beiden Axensystemen besitzt, respective mit h,, h., h, und 
Z, ¥, 2, 80 ist 

&= a+ ah, + ah, + aghs, 
(1 y= B+ Bh, + Bh. + Byhs, 

e=y th, + 72h. + rhs, 


wo die a, B, y und a;, B;, y; Functionen der Zeit, h,, h., h, hingegen 
unverinderlich sind. Und zwar sind a, B, y die Coordinaten des 
Punktes 2 im Axensysteme (x, y, 2), wiihrend «;, B;, y; gewisse Rich- 
tungscosinus reprisentiren, welche den Formeln entsprechen: 


a? + a? + a*2=—1, By: + Bove + Bsv3 = 9, 


(2) etc. ete. etc. etc. 
a? + 6B?+77—1, a,c, + BB, + 7.7, = 9, 
etc. ete. etc. ete. 


Im Anschluss an diese Formeln mégen die Abkiirzungen eingefiihrt 
werden: 
Aa’, A=(B,y)'+B,7'+8; Ys) = — (¥:B/ +72B.+7383), 
3) B=B, B= (7, 0)'+720,'+73%) = — (07) + 072+ 0573), 
C=y, VT =(a,B,+«,B,'+«,B,’) = — (B,a,'+f,a,'+ B,a,'), 
wo die Accente Differentiationen nach der Zeit andeuten. 
Fiir die rechtwinkligen Geschwindigkeitscomponenten u—2', vy’, 
w= 2 des Punktes m(z, y, 2) erhalten wir aus (1) die Formeln: 
ua + ah, + ah, + ahs, 
(4) v =f + Bh, + Bh, + By hs, 
wy t yy hy + yeh, + 75 hg; 
und diese Formeln nehmen, falls wir fiir h,, h,, hg die aus (1) ent- 
springenden Werthe: , 
h, = a, (c—«a) + B, Y¥—B) + 7; (@—7), 
h, = a, (x—a) + B, (y—B) + 72 (2-7), 
hy = a, (v—a) + B;(y—8) + 7; (@—7) 
substituiren, mit Riicksicht auf (2), (3) folgende Gestalt an: 
u=—A+B(e—y) —T (y—8), 
(5) vo = B+T (e—a) —AG—y), 
w= C+ A(y—£) — B(x—e). 
Somit kénnen wir setzen: 
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v= +t, 
(6) o=y +, 
3 w = w, + W,, 
wo alsdann u,, ¥,, w, und u,, v,, w, die Bedeutung haben: 
u, =A, u, =B(e—y) —T (y—A), 
(7) vo, = B, v, =f (e—a) —A(e—y), 
w=C, w,=A(y—) — B(a—a). 

Der urspriinglich gegebene Geschwindigkeitszustand (u,v, w) des 
Kérpers ist durch die Formeln (6) in zwei andere Zustinde (u, , v,, #,) 
und (t,, V,, W.) zerlegt. Von diesen beiden ist der erstere (wu, , v,, ,), 
wie aus (7) ersichtlich, ein translatorischer, und ausgedriickt durch eine 
Charakteristik LZ mit den rechtwinkligen Componenten A, B, C. 
Andererseits ist der Zustand (u,,v,, w,), wie ebenfalls aus (7) folgt, 
ein rotatorischer*), ausgedriickt durch eine Charakteristik A mit den 


*) Denkt man sich nimlich vom Punkte a, 6, y eine Linie A auslaufend, 
deren rechtwinklige Componenten A, B, [ sind, und bezeichnet man den senkrechten 
Abstand des Punktes x, y, 2 von dieser Linie A mit p, so folgt aus den For- 


meln (7): 
Uy (x — a) + e(y—B) + w,(e—y) = 0, 
° Us A + vB + w,f = 0, 
Ug? + v4? + w,° = pPA?; 
und hieraus erkennen wir sofort, 
dass der Geschwindigkeitszustand (u,, V2, w,) ein rotatorischer ist, dessen 
(L.) Axe mit der Linie A zusammenfallt, und dessen Winkelgeschwindigkeit 
ebenso gross wie A lang ist. 
Um den Sinn dieser Rotationsbewegung zu ermitteln, notiren wir die eben- 
falls aus (7) sich ergebende Gleichung: 





Ug A 2—a 
v B y—6 | = pos., 
We r i—y 





welche offenbar auch so geschrieben werden kann: 
z—a x2+udt—a A 
y—B ytndt—Bp B 
e—y #e+u,dt—y LT 
vorausgesetzt, dass wir unter dé ein kleines Zeitelement, also eine kleine positive 
Grésse verstehen. Bezeichnen wir nun die vom Punkte a, 6, y nach den Punk- 
ten a, y, 2 und «+ u,dt, y+ v,dt, 2+ w,dt laufenden Strahlen respective 
mit R und R’, so folgt aus der letzten Formel nach einem bekannten Satze sofort, 
dass die Richtungen R, R’, A ebenso zu einander liegen, wie die Axen 2, y, £ 
des zu Grunde gelegten Coordinatensystems. Folglich wird auch 

die Richtung A zur Umlaufsbewegung des Kérpers, d. i. zur RR’ Rich- 

tung ebenso liegen, wie die s Axe zur xy Richtung. é 
Aus (I.) und (II.) ergiebt sich nun aber sofort, dass jene von uns construirte 


= pos., 








(II.) 
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Componenten A, B, [ und dem Ausgangspunkte a, B, y odera. Der 
urspriinglich gegebene Geschwincigkeitszustand «, v, w wird mithin 
anzudeuten sein durch Nebeneinanderstellung dieser beiden Charakte- 
ristiken, also anzudeuten sein durch das Symbol L, A. 


Eine translatorische Charakteristik kénnen wir schlechtweg durch 
einen einzigen Buchstaben, wie z. B. durch 


L 
bezeichnen. Hingegen wird es bei einer rotatorischen Charakteristik, 


wie z. B. A, zweckmissig sein, ihren Ausgangspunkt (dessen Lage 
durchaus nicht gleichgiiltig ist) als Index beizufiigen, also zu schreiben 


Ax, respective Aggy. 


Solches bemerkt, kénnen wir iiber die Resultate unserer Betrachtungen 
uns folgendermassen expliciren: 


Erster Satz. — Durch eine translatorische Charakteristik L 
mit den rechtwinkligen Componenten A, B, C wird ein Zustand des 
gegebenen Kirpers angedeutet, bei welchem die Geschwindigkeiten u,v, w 
seiner einzelnen Punkte x, y, 2 die Werthe haben: 


u=mA, 
v = 8B, 
w= C. 


Zweiter Satz. — Durch eine rotatorische Charakterisik Nagy 
mit den rechtwinkligen Componenten A, B, T wird ein Zustand ange- 
deutet, bei welchem die Geschwindigkeiten u, v, w der einzelnen Punkte 
x, y, 2 des Korpers die Werthe haben: 


u = B(e—y) —T (y—8), 
v =f (wx—a) —A(s—y), 
w = A(y—B) — B(z—a), 


Dritter Satz. — Wie beschaffen der Geschwindigkeitszustand eines 
starren Korpers auch sein mag, immer wird derselbe, nachdem zuvor 
im Innern des Korpers irgend ein beliebiger Punkt x markirt ist, dar- 
stellbar sein durch eine von diesem Punkte x ausgehende rotatorische 
Charakteristik A, und daneben durch eine gewisse translatorische 
Charakteristik L. 


Linie A (mit dem Ausgangspunkt a, 8, y und den Componenten A, B, [) in 
der That denjenigen Anforderungen entspricht, welche an die Charakteristik des 
in Rede stehenden rotatorischen Geschwindigkeitszustandes (tg, V2, Wz) zu stellen 
sind. Vergl. Seite 381. 
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§ 3. 


Die lebendige Kraft eines starren Kérpers, ausgedriickt durch die Charak- 
teristiken seines augenblicklichen Geschwindigkeitszustandes. 


Der gegebene Kérper befinde sich in beliebiger Bewegung. Da 
es sich bei unserer Untersuchung immer nur um einen einzigen Augen- 
blick handelt, so kénnen wir das (bisher beliebig gelassene) Axensystem 
(z, y, 2) uns so gewihlt denken, dass dasselbe in diesem Augenblick 
mit den Haupttrigheitsaxen des Koérpers oder (genauer ausgedriickt) 
mit seinen durch den Schwerpunkt gehenden Haupttrigheitsaxen gerade 
zusammenfallt, Alsdann ist bekanntlich: 


Zm =M, « 

zmz = 0, Smyz=0, 2m (y?+- 2’) = M,, 
amy = 0, oSmexr =O, 2m (2?-+-2*) = M,, 
ome=0O0, oSmxey=0, Zm(2’?+y?) = M,, 


(1) 


wo M die Masse des Korpers ist, und M,, M,, M, seine Haupttrig- 
heitsmomente vorstellen. 


Nach unserem letzten Satz ist nun der augenblickliche Geschwindig- 
keitszustand des Koérpers darstellbar durch zwei Charakteristiken 
(2) Napy, L, 
wobei der Punkt a, 8, y beliebig zu wihlen’ ist. Nehmen wir zum 
Punkte «, 8, » den Schwerpunkt des Korpers, d. i. den Anfangspunkt 
unseres Coordinatensystems, so wird a0, B =0, y=0O. Und wir 
erhalten somit, wenn wir die rechtwinkligen Componenten von A und L 
respective mit A, B, f und A, B, C bezeichnen, fiir die augenblick- 
lichen Geschwindigkeiten «, v, w der einzelnen Massenpunkte m(a, y, 2) 
des Kérpers die Formeln: 
u=A+Be—Ty, 
(3) vo =B+Tr—Az, 
w==C + Ay— Bz; 
und hieraus mit Riicksicht auf (1): 
(4) Sm(wW+v+wu’) = M(A4+B+C*)+ UWA + B+ UP. 
Beachten wir endlich, dass A? + B®? + C? = L? ist, und bezeichnen 
wir die lebendige Kraft des Kérpers mit 7’: ‘ 


(5) $ Dm (wer+w) = 7, 
so kénnen wir das in (4) enthaltene Resultat so aussprechen: 
Vierter Satz. — Denkt man, sich (was zufolge unseres letzten 


Satzes stets modglich ist) den augenblicklichen Geschwindigkeitszustand 


Mathematische Annalen. XI. 25 
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. des betrachteten Korpers ausgedriickt durch eine von seinem Schwer- 


punkt ausgehende rotatorische Charakteristik A und daneben durch eine 
gewisse translatorische Charakteristik L, so wird die augenblickliche 
lebendige Kraft des Koérpers folgenden Werth haben: 
T=}4(ML'+4,A+ U,B?+ U1"), 

wo A, B, T die Componenten von A nach den durch den Schwerpunkt 
gehenden Haupttrigheitsaxen des Korpers vorstellen. Dabei bezeichnen 
M,, M,, M, die diesen Axen entsprechenden Triigheitsmomente des 
Korpers, und M seine Masse. 

Die translatorische Charakteristik Z mit den Componenten A, B, C 
ist tibrigens ibrer Grésse und Richtung nach identisch mit der augen- 
blicklichen Geschwindigkeit des Schwerpunktes, Denn fiir diesen, d. i. 
fiir den Punkt = 0, y=0, 2 = 0 folgt aus (3): 


“=A, 
v ae, 
w=C. 
Somit kénnen wir den vorstehenden Satz auch so ausdriicken: 
Derselbe Satz in anderer Form. — Denkt man sich die augen- 


blickliche Bewegung des Korpers zerlegt in drei Rotationsbewegungen um 
die durch den Schwerpunkt gehenden Haupttrigheitsaxen und daneben 
in eine translatorische Bewegung, so ist die augenblickliche lebendige 
Craft des Kérpers gleich gross mit der Swmme derjenigen lebendigen 
Kriifte, welche diesen vier virtuellen Bewegungen einzeln genommen ent- 
sprechen wiirden. 


§ 4. 
Nothigung zur Zusammensetzung verschiedener Geschwindigkeitszustainde, 
d. i. zur Reduction der betreffenden Charakteristiken. 


Die augenblickliche Lage eines in Bewegung begriffenen starren 
Korpers ist stets ausdriickbar durch irgend welche Parameter 
Q) QW» a °° °° In 
die ihrerseits Functionen der Zeit sind. Die Coordinaten x, y, z irgend 
eines Massenpunktes m des Kérpers in Bezug auf ein unbewegliches 
Axensystem sind also darstellbar durch: 
& =F (4, G2»**** In); 
(2) Y= 9G Ga * + Mn), 
2=h(q,%,°-*- Qn) » 


wo f, g, h bestimmte Functionen der beigefiigten Argumente bezeichnen. 
Aus diesen Formeln erhalten- wir fiir die Geschwindigkeitscompo- 
nenten wu, v, w des Punktes m (zx, y,2) die Werthe: 
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tata G+: he. Qn 


a 
‘ (3) v aa % “4 $t Gs +: of —= om Qn» 


oh oh 
we On at feat. + Gq, Im 


oder was dasselbe ist: 


UU, ty fee + ue, 
(4) =o, oy foes btm, 
w= W, + Ww, +---++ Wa, 


wo alsdann u;, v;, w; die Bedeutungen haben: 


of 


Uu; = Oa; Gi» 

e ’ 

(5) vi = Fe Ws 
a fe - gi. 


Analoge Formeln gelten fiir jeden anderen Massenpunkt des Korpers, 
nur mit dem Unterschiede, dass bei jedem andern Massenpunkte im Allge- 
meinen auch andere Functionen /, g, h eintrettn. 


Durch (4) ist der wirklich vorhandene Geschwindigkeitszustand 
(u,v, w) des Koérpers in m fingirte Geschwindigkeitszustinde 
« 
(U1, UM), 
(Uy, V2, W2), 
(Us, 03, U3), 


zerlegt. Auch ergiebt sich aus (3), (5) eine einfache Beziehung zwischen 
diesen fingirten Zustiinden und dem wirklichen Zustande. Wir erkennen 
nimlich, dass der wirkliche Zustand (uw, v, w) in den fingirten Zustand 
(u;, v;, w;) tibergehen wird, sobald man den speciellen Parameter q; seiner 
wirklich stattfindenden Verinderung iiberlisst, die Aenderungen der 
iibrigen Parameter aber sistirt. Bezeichnen wir also den wirklichen 
Zustand (u,v, w) mit 


(Gis Qo» Wn °* °° An), 


so werden jene » fingirten Zustiinde der Reihe nach zu bezeichnen 
sein mit: 
25* 
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(a; 0, 0, fo 0), 
(0, > 0, li sie 0), 
(0, 0, qs a 0), 


+ oo @-e'' © 0.4 @ @% 


Jeder von den » fingirten Zustinden kann (dritter Satz, p. 384) 
dargestellt werden durch zwei Charakteristiken, eine rotatorische und 
eine translatorische; und der wirkliche Zustand wird alsdann dargestellt 
sein durch all’ diese 2m Charakteristiken zusammengenommen. Wir 
wissen aber andrerseits (zufolge desselben Satzes), dass der wirkliche 
Zustand auch darstel/bar ist durch nur zwei Charakteristiken. Somit 
ergiebt sich die Aufgabe, jene 2” Charakteristiken auf zwei zu reduciren. 

Wir werden in den beiden folgenden Paragraphen diejenigen all- 
gemeinen Regeln entwickeln, welche zur Lésung dieser Aufgabe in 
jedem gegebenen Fall von Nutzen sind. 


§ 5. 
Regeln zur Reduction der Charakteristiken. 


Ist der augenblickliche Geschwindigkeitszustand eines starren Kér- 
pers ausgedriickt durch eine translatorische Charakteristik LZ, so be- 
sitzen alle Punkte des Kérpers gleiche und gleichgerichtete Geschwin- 
digkeiten, welche geometrisch dargestellt sind durch die Linie L. Somit 
ergeben sich sofort folgende beide Siitze, von denen iibrigens der eine 
schon friiher bemerkt wurde: 


Erster Satz. — Eine translatorische Charthteristik kann 
(unbeschadet ihrer Bedeutung) sich selber parallel beliebig verlegt werden. 

Zweiter Satz. — Beliebig viele translatorische Charakteristiken 
sind ersetzbar durch eine einzige. Diese letztere ergiebt sich aus jenen 
durch Zusammensetzung nach der Regel des Parallelogrammes. 


Um zu untersuchen, ob vielleicht analoge Sitze auch fiir die ro-_ 


tatorischen Charakteristiken existiren, beginnen wir mit folgendem sehr 
einfachen Fall. 


Es sind gegeben zwei rotatorische Geschwindigkeitszustiinde, der 
eine durch die von irgend einem Punkt «, 6, y ausgehende Charakteristik : 


Aegy mit den Componenten A, B, [, 
der andere durch eine von demselben Punkt. ausgehende Charakteristik: 
Aggy mit den Componenten A’, B’, IT’. 


Es soll untersucht werden der aus diesen Zustiinden zusammengesetzte 
Zustand. Mit andern Worten: Es soll untersucht werden der durch 
das Symbol 








Dm 


font 


ee a ae... a 









rv we = or a. 
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Ne py Nepy 


angedeutete Zustand. 

Bezeichnen wir die Geschwindigkeiten, welche ein gegebener 
Massenpunkt m(xz,y,2) des Korpers beim Zustande Aggy und beim 
Zustande A,gy besitzen wiirde, reSpective mit u, v, w und w, v', w, 
so ist offenbar (zweiter Satz S. 384): 


u =B(s—y)—T (y—B), w—=B(e—y) —F y—A), 
= (#@—a)—A(e—y), v= (x@—a)—A(e—y), 
" w= A(y—f)—B(e—a), w=—A'(y—) — B(r—a), 
und folglich: 
u + w= (B+B) (¢—7)— +9) y—8), 
vo +v= (+P) (@—2a) — (A+A) ¢—7), 
w+ w= (A+A) (y—8) — (B+B/)(z7—2). 
Aus diesen letzten Formeln erkennen wir, dass der von uns zu unter- 


suchende zusammengesetzte Zustand ein rotatorischer ist, und darstell- 
bar durch eine Charakteristik 


Acgy mit den Componenten A+ A, B+B,,0°-+1". 
Jener zusammengesetzte Zustand Aggy, Avgy ist mithin darstellbar durch 
eine einzige rotatorische Charakteristik Aj 3,, welche aus den gegebenen 
Charakteristiken Acs, und Agg, erhalten werden kann nach der Regel 
des Parallelogrammes. — Durch Erweiterung dieses Resultates gelangen 
wir zu folgendem Satz: 

Dritter Satz. — Beliebig viele rotatorische Charakteristiken 
mit gemeinschaftlichem Ausgangspunkt kinnen stets ersetzt werden 
durch eine einzige. Diese letztere ergiebt sich aus jenen durch Zusammen- 
setzung nach der Regel des Parallelogrammes. 

Um andererseits auf den Fall, dass die Charakteristiken verschiedene 
Ausgangspunkte haben, naher einzugehen, stellen wir uns zuvoérderst 
folgende Aufgabe: 

Es sind gegeben zwei rotatorische Geschwindigkeitszustinde, dar- 
gestellt durch zwei von verschiedenen Punkten ausgebende Charakteri- 
stiken von gleicher Linge und entgegengesetzter Richtung, namlich der 
eine durch eine Charakteristik 

Aagy mit den Componenten A, B, [, 
der andere durch eine Charakteristik 

Negy, mit den Componenten —A, —B, —T. 
Es soll untersucht werden der aus diesen beiden Zustinden zusammen- 
gesetzte, mit 


< Na py, Nosy 
zu bezeichnende Zustand. 


> 
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Sind u, v, w und w’, v', w’ die Geschwindigkeiten, welche irgend 
ein Massenpunkt m (x,y, 2) des gegebenen Kérpers respective beim 
Zustande Aggy, und beim Zustande Na py’ besitzen wiirde, so ist: 


u =B(e—y)—T(y—s), w= — Bee -y') + TF 8), 
(1) vo =f(@w—ea)—AG—7), v=—f (e—e’)+AG—Y), 
w=A(y—B)—B(e—e), w=—Aly—6)+B(e—2), 
und folglich: 
u + w =B(y—y) —T (6-8), 
(2) vo +v =f («’—a) — A(y—y?), 
w+ w = A(p'— B) — B(«’—a). 
Diese Formeln zeigen, dass u + wu’, v + v', w+w' von den Coordinaten 
Z, y, # des betrachteten Massenpunktes unabhdngig sind, und zeigen 


also, dass der zu untersuchende zusammengesetzte Zustand ein trans- 
latorischer ist, dargestellt durch eine Charakteristik 


A =B(y'—y) —T (B—8), 
L mit den Componenten { B= [ (a«’—a) — A(y’—y), 
C =A(6'—f) — B(a’—e), 

Diese Componenten A, B, C sind, wie aus (1) ersichtlich, iden- 
tisch mit denjenigen speciellen Werthen, welche u, v, w annehmen 
fir z= a’, y= f', 2 =¥’, also identisch mit den Componenten der- 
jenigen speciellen Geschwindigkeit, welche durch die Charakteristik 
Aagy indicirt wird fiir den Ausgangspunkt der Charakteristik Ao's:y. 
Also: 

Vierter Satz. — Zwei rotatorische Charakteristiken von gleicher 
Liinge und entgegengesetzter Richtung (mit verschiedenen Ausgangs- 
punkten) sind stets ersetzcbar durch eine einzige translatorische Cha- 
rakteristik. Diese letztere ist identisch mit derjenigen speciellen Geschwin- 
digkeit, welche durch die eine der beiden rotatorischen Charakteristiken 
fiir den Ausgangspunkt der andern indicirt ist. 

Wir kénnen diesem Satz eine andere Gestalt geben, in welcher 
er fiir die Anwendung bequemer ist. Bezeichnen wir die beiden ge- 
gebenen Charakteristiken von gleicher Linge und entgegengesetzter 
Richtung kurzweg mit A, A’ und ihre Ausgangspunkte mit z, 2’, 
so sind (wie wir eben gefunden haben) A, A’ ersetzbar durch eine 
einzige translatorische Charakteristik LZ. Solches mag angedeutet wer- 
den durch die Formel: 


(1) A, N iq. L, 


‘wo fq. fiir aquivalent steht. 


Aus (1) folgt sofort: 
(2) A, N, A tig. L, A’, 
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wo A° jede beliebige Charakteristik vorstellen kann. Nehmen wir fiir 
A® eine von 2x’ ausgehende rotatorische Charakteristik, welche mit A 
von gleicher Linge und Richtung ist, so findet auf der linken Seite 
der Formel (2) zwischen A° und A’ vollstindige Zerstérung statt, so 
dass wir erhalten: 


(3) . A aq. L, A’, 
oder, was dasselbe ist: ; 
(4) A aig. A, L. 


Wir werden also, wie aus (4) ersichtlich, A durch A° ersetzen, 
d. i. A sich selber parallel nach einer beliebigen andern Stelle ver- 
legen diirfen, falls wir Vig. 1. 
uur gleichzeitig eine A 
gewisse translatorische / 
Charakteristik Z hin- : 
zufiigen. Diese letz- A 
tere, namlich L, ist 
(wie wir im _ vorher- 
gehenden Satze gefun- 
den haben) identisch — 
mit derjenigen speciel- a 
len Geschwindigkeit, 
welche durch die Cha- 
rakteristik A indicirt ¢ 
wird fiir den Ausgangs- A 
punkt von A’, oder iiberhaupt fiir einen beliebigen in der Linie A 
oder ihrer Verliingerung gelegenen Punkt. Also: 

Fiinfter Satz. — Eine rotatorische Charakteristik darf sich 
selber parallel beliebig verlegt werden, falls man nur gleichzeitig eine 
gewisse translatorische hinzufiigt. Diese letztere ist identisch mit der- 
jenigen speciellen Geschwindigkeit, welche durch die gegebene rotatorische 
Charakteristik in ihrer urspiinglichen Lage indicirt war fiir irgend 
einen Punkt ihrer neuen Lage*). 


*) Denkt man sich eine gegebene Linie A sich selber parallel verlegt, so 
dass sie zu Anfang den Ausgangspunkt x, spater den Ausgangspunkt 2’ besitzt, 
und bezeichnet man die Linie in diesen beiden Lagen respective mit 


A, und A,., 
so kann man den Satz auch so aussprechen: 

Die rotatorische Charakteristik A,, ist ersetzbar durch die rotatorische Cha- 
rakteristik A, in Verbindung mit einer gewissen translatorischen Charakteristik L. 
Diese letztere ist identisch mit der durch A,, fiir den Punkt x’ indicirten Geschwin- 
digkeit. 
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§ 6. 
Weitere Regeln zur Reduction der Charakteristiken. 


Wir wollen schliesslich eine translatorische und eine rotatorische 
Charakteristik zu reduciren suchen, und zwar zunichst fiir den spe- 
ciellen Fall, dass beide zu einander senkrecht stehen. 

Es sei A oder A, die gegebene rotatorische, und S die gegen A 
senkrechte translatorische Charakteristik. Wir denken uns S sich selber 

ce parallel in solcher Weise 
A é verlegt, dass der Aus- 
gangspunkt von S mit 
| dem von A zusammen- 
fallt, und errichten so- 
‘dann in diesem gemein- 
schaftlichen Ausgangs- 
punkt a auf der Ebene 
AS ein Perpendikel 22’ 
von voriiufig beliebiger 
Linge a. 
Nach dem _ vorher- 
gehenden Satz koénnen 
L Wir A sich selber parallel 
von a nach w, d. i. in 
die Lage A’ verlegen, un- 
ter Hinzufiigung einer 
gewissen translatorischen Charakteristik LZ. Dieses L muss identisch 
sein mit der durch A fiir den Punkt 2’ indicirten Geschwindigkeit. 
Folglich muss L die in der Figur angegebene Lage haben, niamlich 
senkrecht stehen gegen die Ebene aA, und Wie Linge besitzen: 
(1) L=ah, 
denn es repriasentirt ja A die Grésse der Winkelgeschwindigkeit. 
Nach Ausfiihrung dieser Constructionen ist nun also: 














(2) A aig. XN’, L, 
folglich auch: 
(3) A, S aq. N, L, S. 


Hiefiir aber kann, weil die translatorische Charakteristik S sich selber 


parallel von a nach z’, d. i. in die Lage S’ verlegt werden darf, auch 
geschrieben werden: 


(4) ' A, S tig. NY, L, 8S’. 
Und diese Formel endlich reducirt sich auf 
(5) A, S aig. A, 


sobald Z und S’ einander zerstéren. Eine solche Zerstérung tritt 
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aber ein, wenn man die Linge a= £ macht, denn alsdann wird 
nach (1): L=S, mithin auch Fig. 3. 
L=S’. Somit folgt aus (5) der A 
Satz: 

Sechster Satz. — Line 
rotatorische Charakteristik A und 3 
eine auf thr senkrechte translato- 
rische Charakteristik S kinnen ; 
stets ersetet werden durch eine ein- S~<———*~® K 

A 














































sige rotatorische Charakteristik N’. 

Diese letztere ist mit A von glei- es 

cher Richtung und Linge, und 
besitzt einen Ausgangspunkt, der | 
durch beistehende Construction sich x 
ergiebt*), unter Anwendung der a 


Relation xx’ = = : 


Sind andererseits zwei Charakteristiken A und LZ gegeben von 
ganz beliebigen Lagen, so kénnen wir die translatorische Charakteristik 
L in zwei Componenten S und P zerlegen, 
senkrecht und parallel zu A. Construiren 


Fig. 4. 


wir sodann eine Linie az’ senkrecht zur A 
Ebene PLS und von der Liinge: : 

S 
(1) a=7> L 


so ist nach dem vorhergehenden Satz: 





(2) A, S aq. N, 
folglich auch: S 
(3) A, S, P iq. N, P, 





oder weil P sich selber parallel nach 2’, 
d. i. in die Lage P’ versetzt werden darf: 





(4) A, S, P aq. NX, P, 
d. i. 
(5) _ A, Liq. Ny PB’. 


Diese Formel enthialt folgenden Satz: 

Siebenter Satz. — Zwei belicbig gegebene Charakteristiken, von 
denen die eine rotatorisch, die andere translatorisch ist, lassen sich stets 
reduciren auf zwei in derselben Linie liegende Charakteristiken, von 
denen wiederum die eine rotatorisch, die andere translatorisch ist. 





*) In der beistehenden Figur ist die Linie ax’ senkrecht zu denken gegen 
die Ebene AS. 
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Wir wollen endlich uns die Aufgabe stellen, beliebig viele theils 
translatorische, theils rotatorische Charakteristiken zu reduciren. Die 
ersteren seien bezeichnet mit 


a, # a tees, 
he, Ke, Ber, **' 
wo x, x, x”, ---+ die Ausgangspunkte vorstellen. 

Markiren wir im Innern des gegebenen Korpers einen beliebigen 
Punkt 6, so kénnen wir simmiliche rotatorische Charakteristiken sich 
selber parallel nach o verlegen, unter Hinzufiigung geeigneter trans- 
latorischer Charakteristiken h, h’, h’, ----. Wir erhalten also: 

(An, Aw, +++ 1,0, + +++) fq. (Ae, Mey ste hy Wy eee UU, eee), 
Hieraus aber folgt sofort: 

(An, Ans ns l, v, iy ‘) aq. (Ac; L); 
denn alle Charakteristiken 4,, 44, -- - - reduciren sich auf eine einzige 
rotatorische Charakteristik Aj; wihrend andererseits simmtliche Cha- 


rakteristiken h, h’, ----1, U, +--+ durch eine einzige translatorische 
Charakteristik ersetzbar sind. Also: 


Achter Satz. — Beliebig viele theils rotatorische, theils translato- 
rische Charakteristiken lassen sich stets, nachdem zuvor im Innern des 
Kérpers irgend ein beliebiger Punkt 6 markirt ist, reduciren auf eine 
einzige von 6 ausgehende rotatorische Charakteristik und daneben auf 
eine gewisse translatorische Charakteristik. 


die letzteren mit 


a 


§ 7. 
Methode zur Bestimmung der lebendigen Kraft eines starren Kérpers. 
Aehnlich wie friiher (S. 386) wollen wir annehmen, die augenblick- 

liche Lage des betrachteten Korpers sei abhingig von n Parametern 

W1> G2» Ws» **** In» 
welche ihrerseits (bekannte oder unbekannte) Functionen der Zeit sind. 
Der wirkliche Geschwindigkeitszustand des Koérpers: 

(u's 2 qs» et Pa. Qn) 
ist alsdann zerlegbar in die » fingirten Zustiinde: 

(a; 0, 0, -++- 0), 

(9, 2) 0, ~~: 0), 

(0, 0, 93» «+++ O), 


= + we ee SS Co 6 2% 


eS@eeeoeeea eo eo ee ee 6 
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Denken wir uns nun diese n fingirten Zustinde der Reihe nach 
dargestellt durch die Charakteristiken : 


(1) 9(t) 
, 4, 
2 2 
1, 4, 
RE Se 
Fe, 


wobei jede der Linien 4“, A®), A®), ..- ihren bestimmten Ausgangspunkt 
besitzt, so wird der wirkliche Zustand durch alle diese 2 Charakteristiken 
zusammengenommen dargestellt sein. Diese 2” Charakteristiken lassen 
sich aber (nach dem. vorhergehenden Satz) reduciren auf nur zwei 
Charakteristiken: 

L, Na; 


wo 6 ein willkiirlich zu wahlender Punkt ist. 


Nehmen wir also z. B. fiir 6 den Schwerpunkt des Korpers, so 
wird der wirkliche Zustand dargestellt sein durch eine vom Schwer- 
punkt 6 ausgehende rotatorische Charakteristik A,, und daneben durch 
eine gewisse translatorische Charakteristik Z. Und folglich wird die 
lebendige Kraft 7 des Kérpers (vergl. 8. 386) den Werth haben: 


T=} (ML + M,A* + M,B + M0), 


wo A, B, f die Componenten von A, nach den durch o gehenden 
Haupttriigheitsaxen vorstellen, wihrend M,, M,, M, die diesen Axen 
entsprechenden Triigheitsmomente, -und M die Masse des Koérpers be- 
zeichnen. 


Dass diese Methode zur Berechnung der lebendigen Kraft in den 
meisten Fiillen sehr bequem und expedit ist, diirfte folgendes Beispiel 
einigermassen erkennen lassen, 


§ 8. 
Beispiel: Ein Pendel mit Schwungrad. 


Ein homogener Cylinder sei drehbar um seine geometrische Axe, 
und diese dargestellt durch eine Linie BC, welche zusammengenommen 
mit zwei andern Linien CA und AB ein starres Dreieck ABC bildet. 
Dieses Dreieck endlich sei nach Art eines Pendels drehbar um die hori- 
zontale Seite AC. ; 


Denken wir uns den Cylinder zu Anfang (etwa durch Abziehen 
eines aufgewickelten Fadens) in schnelle Rotation versetzt, und den 
ganzen Apparat der Hinwirkung der Schwere iiberlassen, so haben wir 
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ein Pendel mit Schwungrad. In der That, AC ist die Pendelaxe, und 
BC die Axe des rotirenden Cylinders oder Schwungrades. 


Fig. 5. 
a ee 


Tr 
oil q 
aie 


a 


B be gs 


Ist 7 die lebendige Kraft des Systems und V das von der Schwer- 
kraft ausgeiibte Potential, so gelten nach Lagrange fiir die Bewegung 
des Systems folgende Differentialgleichungen : 


@ a(fT—V) _ a(T—V) 














Yo og’ _ ae ? 
(1) @ a(T—V) _ a(T—V) 
Cee ae 


wo @, @ diejenigen Parameter bezeichnen, durch welche die augen- 
blickliche Lage des Systems sich bestimmt, und g’, w’ die Ableitungen 
von @, @ nach der Zeit. — Zum Parameter g nehmen wir den Ab- 
lenkungswinkel des Pendels, d. i. den Winkel der Dreiecksebene ABC 
gegen eine durch AC gelegte Vertikalebene. Und andererseits nehmen 
wir fiir @ den Umdrehungswinkel des Cylinders, d. i. den Winkel der 
Dreiecksebene ABC gegen eine durch BC gelegte mit dem Cylinder 
verbundene Ebene. 


Da es sich hier nur um ein Beispiel handelt, so wollen wir die 
Aufgabe mdglichst einfach-gestalten, indem wir voraussetzen, die starren 
Linien AB, BC, CA seien vollig gewichtslos. Alsdann ist 7' die leben- 
dige Kraft des Cylinders, und V das auf diesen von der Schwerkraft 
ausgeiibte Potential; und es wird also: 


(2) V = — Mgr cos 9, 
wo M die Masse des Cylinders, und r der Abstand seines Schwerpunktes 
6 von der Pendelaxe, d. i. die Linie oa reprisentirt. 

Um die Differentialgleichungen (1) wirklich hinzustellen, handelt 
es sich also nur noch um die Berechnung der lebendigen Kraft 7’; und 


diese mag nun ausgefiihrt werden nach der im vorhergehenden § dar- 
gelegten Methode. 
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Der augenblickliche Geschwindigkeitszustand des Cylinders: 


(3) (9, @') 
ist zerlegbar in die beiden fingirten Zustande: 
oo (#0), 

(0, @), 


von welchen jeder ein rotatorischer ist. Um die Vorstellung zu fixiren, 
wollen wir annehmen, die Winkel g, w seien in solcher Weise ge- 
rechnet, wie die beistehende Figur, welche 
auf einer um C beschriebenen Kugelfliche ,, 
gezeichnet sein soll*), angiebt, und fer- aN 
ner annehmen, die Pendelbewegung um die 
Axe « und die Rotationsbewegung um die BA 
Axe 6 finden in Richtung der gezeichne- | 

| 

| 

| 


Fig. 6. 


ten Pfeile statt, so dass also g sowohl 
wie @ im _ betrachteten Augenblick im 
Wachsen begriffen sind. Alsdann ist der 
Zustand (g’, 0) dargestellt durch eine in 
der Axe AC liegende, von links nach rechts 
laufende rotatorische Charakteristik von der 
Linge g’. Diese Charakteristik bezeichnen wir mit 
Pa; 
indem wir e zum Ausgangspunkt nehmen. Andererseits ist der Zustand 
(0, w’) darstellbar durch eine in der Axe BC liegende von links nach 
rechts laufende rotatorische Charakteristik von der Linge ow’. Diese 
bezeichnen wir mit 
Oo, 
indem wir den Punkt 6 (den Schwerpunkt des Cylinders) zu ihrem 
Ausgangspunkt nehmen. 
Die beiden fingirten Zustiinde (4) sind somit dargestellt respective 
durch die Charakteristiken 


, 


Pa 

@o ; 
folglich wird der wirkliche Zustand (3) ausgedriickt sein durch 
(5) Pa; Wo, 


oder, falls man g, sich selber parallel nach o verlegt, ausgedriickt 
sein durch 


(6) Yo, Oo, L, 


*) Diese Figur ist gezeichnet zu denken auf einer um den Punkt C mit 
dem Radius Co beschriebenen Kugelfliche, und zwar auf der innern Seite der 
Kugelfliche. Man hat sich also in Fig. 6 den Mittelpunkt C dieser Kugelfliche 
oberhalb « vorzustellen. 
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wo I die bei dieser Verlegung hinzuzufiigende translatorische Charak- 
teristik bezeichnet (Satz 8. 391). Dieses Z ist identisch mit derjenigen 
speciellen Geschwindigkeit, welche durch g,’ indicirt war fiir den Punkt 
o (vergl. wiederum den Satz S. 391), und ist daher perpendicular gegen 
die Ebene «oC, und von der Linge: 
(7) L=rg, 
wo r (wie schon friiher) die Linie ao bezeichnet. 

Nachdem fiir den augenblicklichen Zustand des Cylinders die Cha- 


rakteristiken (6) gefunden sind, ergiebt sich nun fiir seine augenblick- 
liche lebendige Kraft 7 der Werth: 


(8) T=}(ML’? + AA? + SB?+ CP), 

wo A, B, [ die Componenten von g,', m5 nach den durch o gehenden 
Haupttrigheitsaxen z, y, 2, und A, B, © die diesen Axen entspre- 
chenden Trigheitsmomente des Cylinders bezeichnen, wihrend M seine 


Masse vorstellt. Nehmen wir zur Axe x die geometrische Axe BC des 
Cylinders, so ist offenbar 8 = ©, mithin: 


(9) T = 4(ML? + UA? + BBP]. 


Bezeichnen wir nun den constanten Winkel ACB mit x, so wird 
der Winkel von go gegen die zAxe ebenfalls = x, folglich: 


A=gq cosx+a, 


B? + [? = (q’ sin x)’, 
und nach (7) 


L=rq’. 
Durch Substitution dieser Werthe in (9) erhalten wir: 
(10) T= 4$[Mr2g’? + % (g' cos x + wo)? + B(g' sin x’), 


also mit Riickblick auf (2): 

(11) T—V=4[Mqy? + Aw’? + 2a'q’ cos x)] + Mgr cos o, 

wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 

(12) M — Mr? + (A cos? x + B sin? x). 

Dieses % reprisentirt offenbar eine dem Apparate eigenthiimliche Con- 


stante, nimlich sein Trdgheitsmoment in Bezug auf die Pendelaxe AC. 
Durch Substitution von (11) in (1) folgt nun sofort: 


(13) < [Mop + Aa’ cos x] = — Mgr sin g, 
d , , 
qz U(@ + @ cos x)] =0, 
d. i. 
(14) Mop” + Aw” cos x = — Myr sin g, 


oa’ + g cosx = Const., 





















Dynamik ‘starrer Kérper. 


und hieraus durch Elimination von a: 
(15) (M — A cos? x) p” = — Mgrsin —-. 


Diese Formel ist es also, durch welche die zu untersuchende Pendel- 
bewegung sich bestimmt. 


Erste Bemerkung. — Die Differentialgleichung fiir ein soge- 
nanntes einfaches Pendel von der Linge r, ist bekanntlich*): 
(16) rp = —gsin g, 
somit folgt aus (15), dass unser mit einem Schwungrad versehenes 
Pendel sich genau ebenso bewegt, wie ein einfaches Pendel von der 
Linge: 
(17) n= mM =e % : 
Fiir den: Specialfall x =O wird nach (12): M— Mr?+ YA, also 
nach (17) : 


(18) | ryo=r. 


D. h. Fiir den Specialfall x = 0 bewegt sich unser mit einem Schwung- 
rade versehenes Pendel in genau derselben Weise, als wiire die ganze 
Masse des Rades in seinem Schwerpunkt concentrirt. 


Zweite Bemerkung. — Der constante Winkel x — ACB be- 
sitze einen bebiebigen Werth. Denken wir uns nun das Schwungrad 
arretirt, d. i. mit dem Gestiinge ABC fest verbunden, so haben wir 
ein gewdhnliches kérperliches Pendel vor uns. Fir dieses ist offenbar 
wo’ = 0, also nach (11): 


(19) T—V= 54M? + Mgr cos g. 


Hieraus aber ergiebt sich mit Riickblick auf (1) folgende Differential- 
gleichung: 








‘6 d an” . 
(20) ar (My) = — Mgrsing, 
d. i. 

(21) Mp” — — Mgr sing. 


Vergleicht man nun diese Formel (2!) mit der fritheren (15), so be- 
steht offenbar der Unterschied nur darin, dass in dieser die Constante 
M, in jener die Constante (M{—Y° cos?) steht. Mit andern Worten: 
Vergleicht man die Pendelbewegung bei arretirtem Schwungrade mit 
derjenigen bei rotirendem Schwungrade, so ist der Unterschied beim 
Uebergange vom ersten zum letzten Fall genau derselbe, als wiire das 
Traigheitsmoment des Pendels um % cos? vermindert worden, wo % 


—t__ 


*) Man kann tibrigens diese Gleichung (16) auch geradezu aus (15) ableiten, 
indem man die Dimensionen des Cylinders unendlich klein macht, wodurch 
A=—0, S—0 und M— Mr? wird. 
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das Trigheitsmoment des Schwungrades um seine Axe und x die 
Neigung dieser Axe gegen die Pendelaxe -bezeichnet. 


§ 9. 
Beispiel: Die Fallbewegung eines materiellen Punktes. 


Die von mir entwickelte allgemeine Methode ist auch dann zu- 
weilen von Nutzen, wenn der gegebene Kérper ein Punkt ist, und 
kann z. B. angewendet werden, um die Differentialgleichungen fiir die 
Fallbewegung eines materiellen Punktes mit Riicksicht auf die Rotation 
der Erde abzuleiten. 

Abstrahiren wir namlich von allen iibrigen Bewegungen der Erde, 
indem wir uns ihre Umdrehungsaxe als absolut stillstehend denken, 
und bezeichnen wir mit (x, y, 2) ein mit der Erde festverbundenes 
Axensystem (etwa mit ¢ die Vertikale und mit xy die Horizontalebene 
des betreffenden Ortes), so wird die absolute Lage*) eines materiellen 
Punktes m mit den Coordinaten z, y, 2 abhiingig sein von den vier 
Gréssen 

z, y ? a, @, 
wo @ den Drehungswinkel der Erde bezeichnet. _Demgemiiss wird der 
augenblickliche Geschwindigkeitszustand des Reniiien m ausgedriickt 
sein durch die vier Charakteristiken: 


x, y ? a, a’, 
von denen die drei ersten translatorische sind, wahrend die vierte a’ 
eine rotatorische ist und den Mittelpunkt der Erde zum Ausgangs- 
punkt hat. 

Diese rotatorische Charakteristik @’ kann nun, unter Hinzufiigung 
einer gewissen translatorischen Charakteristik, sich selber parallel nach 
m verlegt werden. Solches ausgefiihrt, erhiilt man sofort die augen- 
blickliche lebendige Kraft des Punktes m und sodann die fiir seine 
Bewegung geltenden Differentialgleichungen. 


*) Unter der absoluten Lage verstehe ich die Lage in Bezug auf ein im 
Raume wnbewegliches Axensystem. Hingegen verstehe ich unter x, y, z die relative 
Lage, nimlich die Coordinaten des Punktes in Bezug auf das mit der rotirenden 
Erde verbundene, also in Bewegung begriffene Axensystem, 
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La théorie des formes dans l’intégration des équations 
différentielles linéaires du second ordre. 


Par 


F. Brioscut 4 Milan. 


1°. Si dans léquation différentielle linéaire du second ordre: 


ad? d 
(1) sa tp jet qu=0 
on fait: 
= ge trae 
on obtient: 
d2 1d 1 
(2) sa = Ps, Pei ft+ ara. 


Je supposerai p, q fonctions rationnelles de x; et en désignant par 
f(2,, 2.) une forme binaire de Yordre enniéme dans laquelle z,, 4, 
sont deux intégrales particuliéres de l’équation différentielle (2), posant: 
(3) f (2, 4.) = p(x), 

je supposerai avec M". Fuchs*) que p(x) soit une racine d’une fonction 
rationnelle de x. M'. Fuchs a démontré dans son important travail 
lexistence et V’origine de cette équation (3) et il a établi pour la forme 
principale (Primform) f certaines conditions dont la plus importante 
est que lordre de la forme méme ne peut pas étre supérieur a 12. 
Mais les recherches de M". Fuchs rélativement aux covariants et aux 
invariants de la forme f, se bornent 4 peu-prés a |’étude de son hessien; 
et l’on verra, je pense, par ce qui va suivre importance de compléter, 
de ce point de vue l'étude d’une forme principale soit dans les cas 
signalés par lui, soit en d’autres. 


2°. En posant: 


dlog p(a) - Pu. per 1 : | eee 
a v(z), f= n da,’ fi= m(n—1) daze? 


on déduit de l’équation (3): 





*) Ueber die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche alge- 
braische Integrale besitzen, und eine neue Anwendung der Invariantentheorie. 
Borchardt’s Journal fiir Mathematik Bd, 81, p. 97. 
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d 1 
fi Ft 4 f, 52 = + oy, 


oi w est une fonction rationnelle de z. D’autre part on a par un 
’ théoréme connu: 


dz dz, 
“a ee, 


on aura en conséquence: 
1 1 dz. . 1 - 1 d 
(4) f= Fo [tve,— 42]; f= — 4 o|L we, — 4%]. 


Or lon sait par la théorie des formes qu’en substituant en f au lieu 
de 2,, 2 les expressions: 


#6, —fob5 48 +hb 


la forme de l’ordre m en &,, & qui en résulte 4 la propriété que ses 
coefficients sont des covariants de la forme f(z,, 2,). La recherche 
de ces covariants, désignés par M'. Hermite avec l’appellatif de co- 
variants associés & la forme f, est rendu trés-importante par ce fait 
qu'un covariant ou invariant quelconque de la forme f multiplié par 
une puissance de la forme méme est une fonction rationnelle, entiére 


de ces covariants associés. En indiquant par p,, »p,, seh =. —Po,*** Dn 


les coefficients de la forme en &,, &,, on a évidemment p, = f (¢,, 22), 
Pp, = 0; et si les f,, f, ont les valeurs (4) on aura: 


—%? [(*y vy r(r- 1) wy” ‘eal 
rE [Yo NR YR tne] 
étant: 

dz dz ’ - (dz, dz, d d 
Rep etag: Khe—til(S) + 2h gt + hn(Z) 
et ainsi de suite. Or l’on démontre trés-facilement pour une fonction 
F,, queleonque que: 


aF. 
ry ae (n—r) Fat a *PF,_1 





on aura par conséquent entre trois covariants consécutifs p,1, p,, 
Pr+.1 la formule récurrente: 


m dp, 1 
(5) ee mare & J — &t J 


et: 


8}..2 
2" wp,|+ re) PP 


n 


(6) P. = Bano [v + ny — nv? P| . 


De ce premier résultat on déduit que p, étant le produit de g* par 
une fonction rationnelle de x et la méme propriété ayant lieu pour 











n 
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sp, on aura que p, sera le produit de g* pour une fonction ration- 
nelle de x et l’on pourra poser: 
(7) eM, Pm OM ewe: |, 
®,, 2, --- étant des fonctions rationnelles de z. 

Cela posé soit J un invariant queleonque de la forme f(z,, 2,) et 
soit m son dégré; on aura par le théoreme rappellé ci-dessus: 


(8) gp? I= T+ ape py py ++: pe, 


ou a est un coefficient numérique et les a,, @, --- sont des nombres 
entiers, positifs qui doivent satisfaire aux relations: 

ty tapes poy —m; 2a, +3a,+---+ na, - 
Mais en substituant les valeurs (7) dans le second membre de |’équa- 
tion (8) on voit tout-de-suit que l’exposant de @ sera: 


+ 3a, + 4a, +--+ + (n +1), = m+ =, 
on aura done: 
(9) Jj= gy" 
étant ® rationnelle en x. On a ainsi le théoreme: 


Un invariant quelconque du dégré m de la forme “principale 
f (21, 2.) = p(x) est égal au produit de la puissance emmiéme de 
pour une fonction rationnelle de x; par conséquent si g™ ne peut pas 
étre une fonction rationnelle de x on aura J =O. 

De la méme maniére on démontre que si K est un covariant de 
la forme f du dégré m et d’un ordre quelconque, on a: 


(10) K = gq" 


résultat notable par ce fait que la puissance m est indépendante de 
Yordre du covariant. Du théoréme supérieur on déduit: 
a) Si la forme principale est d’ordre pair et par conséquent elle a 
un invariant quadratique, g* doit étre fonction rationnelle de z. 
(Ce résultat a déja été donné par M". Fuchs dans le cas 
m=2, pag. 117.) Si cet invariant n’est pas = 0 les inva- 
riants de dégrés impairs de la forme méme doivent s’annuler, 
ou enfin la fonction gm doit étre elle-méme rationnelle. 
b) Si Yordre de la forme principale est » = 0 (mod 4) et par con- 
séquent la forme méme posséde l’invariant A quadratique, et 
Vinvariant B cubique, étant: 


A= (ffx, k= (fflnr B= (fhe 


26* 
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on aura soit g? rationnelle et B=—0, soit g* rationnelle et 
A =0, sauf le cas que @ soit rationnelle. 


On voit par ces exemples, et par d'autres qu’on pourrait facile- 
ment ajouter, qu’en supposant g(x) racine d’une fonction rationnelle, 
la forme binaire f doit vérifier certaines conditions qui dans chaque 
cas doivent limiter la généralité de la forme méme. 


3°. La formule récurrente (5) peut étre simplifiée en posant 


d’abord: 





(11) Pr — oye; up ENR 
et ensuite: 
(12) C v = da. 

o 


En effet par ces substitutions elle se transforme dans la suivante: 
1 , 
(13) Yr = — Gap [we + 7(m—1)y yrs] 


d — 
ayant posé y, = ; y=y,. On aura ainsi: 


1 ” 

4 = Gram ray YW —3@—1)@—2)¥"); 

1 on . , 
(14) |} %=— Gram —p@re LY —2(m—1) On—12)yy) ; 
4s = fa—2) + nas [Ly — @—1) (15 n— 44) yy” 

—2(n—1)(5n—12)y? 

+ 15(m — 1)? (n — 2) (n—A4) y'], 
c’est-a-dire les valeurs de y,, y, --- en fonction de y et des ses coef- 
ficients différentiels par respect 4 @. 





Or par la méthode exposée dans la p. 402 on trouvera de méme 


qu’en indiquant par i l’ordre d’un covariant K on aura: 


K = gp” a+ ay” ys eee y* 
ou le théoréme: 


Un covariant quelconque d’ordre i de la forme principale f peut 
Sexprimer en fonction rationnelle, enticre, de y et des ses coefficients 
différentiels rélatifs do. Pour un invariant J on n'a qu’a poser i= 0. 

Pour chaque invariant J de la forme f on aura done une équation 
différentielle: 











t 
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Fy, y,y"--- y”) = Jd, 
dans laquelle J devra dans quelques cas étre =0. En supposant que 
de ces équations on puisse tirer y en fonction de @ ou (12) en 


fonction de 2, on aurait ces deux conséquences. La formule (11) 


en observant que, si h(z,, 2.) = ; (ff)2, on a p, = fh = ph donne: 


n—2 


(15): heise) + uf * (ey #2) =0, 

qui ést l’intégrale de |’équation différentielle du troisieme ordre con- 
siderée il y a longtemps par M'. Kummer (De generali quadam 
aequationi differentiali tertii ordinis — Osterprogramm 1834 des Gymna- 
siums zu Liegnitz — Crelle Bd. 15). En second lieu l’équation (6) 
donne: ; 


(16) Y= — aa por Wt ev — WP), 


de laquelle on déduit la valeur de P corréspondante & une valeur 
donnée de g(x). 


4°. Je vais éclaircir tout cela par quelques exemples. Soit n= 4; 
pour ce que nous avons démontré avec l’équation (9) on voit que si 
p(x) vest pas elle-méme rationnelle, on doit avoir Yun ou l’autre des 
deux invariants g,, gy, égales a zéro. Je supposerai g, = 0 et parce 
que les calculations & faire restent les mémes, comme on verra apres, 
je supposerai que le covariant g, (2,, 2.) du second dégré et de l’ordre 
2(n—4) dé la forme f s’annulle identiquement. Par la théorie des 
covariants associés étant: 


P'I2 = PoPs + 3D2; 
on aura pour les (11), (14): 


n—4 


2——_- 
(17) —— pT [y’— 6(m —2)?y?]. 
La condition g, = 0 conduit done a léquation différentielle: 
y” — 6(n—2)"'y? = 0, 


laquelle peut s'intégrer tout-de-suite et donne: 


(18) y?— 4(n—2)y = D 
D constante. Cette équation & cause des (14) peut s’écrire: 
(19) y3? — 4y,° = (n—2)?? 


de laquelle en réfléchissant que (7), (11) en général: 
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2r 
if=——9* ®, 
® rationnelle en z, on voit que la puissance = de @ doit étre une 


fonction rationnelle; c’est-a-dire que les seules valeurs de n sont 4, 


6, 12; ce que d’autre part on sait par les recherches de M'. Wede- 
kind. 


On aura ainsi que pour n = 4, g* doit étre rationnelle (comme 


le donnerait la valeur de g,), pour » = 6 doit étre gq? rationnelle et 
la fonction méme @ rationnelle pour » = 12. 


De Yéquation (19) en se rappellant que p, = 0 étant 6 = 2(fh) 
covariant du troisieme dégré et de l’ordre 3(m—2), on aura: 


"Si 
e+ 4h'=—4 mf” * 
ayant posé D = 4(n—2)*m*. Cette rélation identique entre la forme 
f et ses covariants h, 6 se compléte en observant que: 


pour n=o=4, n=6, n = 12 


1 « 1 ft 
3 —— — 3 a — - 3 om _ 
ona 4m 93, 4m ia 4> 4m = } ~ A 


A étant l’invariant quadratique dans les deux cas. 
Enfin de l’équation (18) on déduit la suivante: 


d 
ou en posant (z Font = ts 
< ‘dt > P — ° anes  @e 
(20) —<—=— = — 6(n—2) Vm- do = — 6(n--2)CY'm- 
teyi—t 


Vet) ” 
18 
ou e(x) =" est une fonction rationnelle de zx. Liintégrale (15) 
déyient dans les trois cas: 


Ai +gtf?=0, 4044 atfi—o0, 4n—) / TAs =o, 


comme a été démontré par M'. Klein dans sa communication A la 
Société d’Erlangen (Ueber lineare Differentialgleichungen. Sitzung vom 


26. Juni 1876) et dans ma lettre & ce savant géométre publiée dans 
les Mathematische Annalen Bd. XI. 


: : z 
On peut aussi observer que si l’on pose z= —, on a: 
& 


a 2 =O, f (, %) = 2,"f (2) = (2) 


et que par conséquent |’équation (20) donne: 











pt 
in 
w 
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~ = — 6(n—2)/m- & 7) 


fyi—t f* (2) 
cest-a-dire que les intégrales du second membre pour les formes f 
pour lesquelles on a identiquement g, = 0, peuvent se réduire a des 
intégrales elliptiques, comme M'. Schwarz &-démontré dans son ré- 
marquable mémoire (Ueber diejenigen Fille, in welchen die Gauss’- 
sche hypergeometrische Reihe eine algebraische Function ihres vierten 
Elementes darstellt, Borchardt’s Journal fiir Mathematik Bd. 75, p. 327). 

Si dans l’équation (20) on fait ¢ = 2 et on suppose (1) 





+ =e 
P= 6 w(i—a)’ 
on obtient: 


OnE 
} ‘ pdx 

V 0 (2) ——6(n—2) C¥m-e**, 

mais désignant par v,, v, les deux intégrales particulieres corréspon- 

dantes @ 2,, 2), on a: 


“ pdx 
. 2 : 
f (#, 4) =e f(y, %) » 


en couséquence la forme principale f(v,, v,) sera constante. C'est le cas 
que j’ai considéré dans une communication a l'Institut Lombard (Séance 
du 14 Décembre 1876. — Voir aussi Klein: Weitere Untersuchungen 
iiber das Ikosaéder, Sitzungsbericht der Socie¥it zu Erlangen, 13. No- 
vember 1876). 


5°. Je veux démontrer maintenant de quelle maniére les formules 
(16), (20) peuvent servir & la détermination de la fonctton ¢(2) et 
peuvent par conséquent résoudre le probleme indiqué par M'. le Prof. 
K lein dans sa communication du 26 Juin 1876 a la Société d’Erlangen 
(Ueber lineare Differentialgleichungen, Math. Annalen Bd. XI, p. 115). 
Si dans l’équation (16) on pose au lieu de y l’expression —mé} et 
Yon désigne par ® l’expression rationnelle: 


o=—y'+ny—wvP, 


on a la valeur générale de la fonction rationnelle ¢(z): 


‘ 1 
(21) (2) = seq@aprorme 0) O@), 
12 r 
ot g(x) est, comme nous avons vu, = @". D’autre part la condition 
J. = 0 donne pour ¢ |’équation différentielle (20): 
dt — d2z 

(22 ——————- 6 (n—2) CYm ——— 

tt Vi1—t eaanies 


par conséquent l'on aura aussi: 
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ee SO -3.. Gia). 
@8) Vta—t nVn—1 V' (7). ™ 


L’élimination de la fonction @(#) ou g(x) des équations (21), (22) 
nous va donner an premier résultat. En effet on déduit facilement de 
Péquation (22): 


2 , 1 35t— 40t + 32 
— Wt av) = [he ty a Ge) 
ayant posé: 


2 

@ log -4# é log ## 
EL, a —z dx ih. a dz ; 
i da 2{ de ’ 


et en substituant dans cette derniére la valeur de ® donnée par |’équa- 
tion (23) on arrive au résultat suivant: 








“a Le +Mt+N 
(24) —2P—[é. + 2 #2 (i—t)}? is) 
étant: 
n? 10 - n—1 8 
L=1— aa-a” Ban — = + ee N=>) 
ou aussi: 
L=1—>»m, M=— (i—P—m’?+n’?), N=1—-FP, 
les 1, m, m ayant les valeurs: 
. 1 1 
(25) l= >, m= a n=>- 


L’équation (24) donne en général la valeur de P correspondante a 
chaque fonction ¢(x); et en supposant: 


‘ Axt+ Ba+C 

aie 2at(i—a2)? 
et: 

Am1—,,. Ba —(1—2?—p+), CH1— #2 
Yéquation méme répond au probleme de M'. Klein (Math. Annalen 
Bd. XI, p. 118). Dans ce cas rciiges (24) ou la suivante: 

(tle + 4 Sse Az?+ Be+C ae 
* 2e2(1—t)? > se—z 
a été Yobjet des récherches de Mt. Kummer rappellées ci-dessus, par 


lesquelles on sait que la valeur de ¢(x) peut sobtenir au moyen des 
séries hypergéométriques de Gauss. 


Je supposerai dans la suite que la fonction g(x) puisse s’exprimer 
de cette maniére: 
(26) 9x) = da" (1— 2)" 


étant, d constant; +, s deux nombres entiers et positifs; et je vais 


déterminer toutes les fonctions ¢(x) corréspondantes. La valeur de ® 
sera dans ces cas: 
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o = nt ax’+bae+e 


2 2(1—2) 





étant: 
a= s(s—12)+ 364, 
b= — 2r(s—12) +36 B, 
ce =r(r—12) + 36C, 


ou aussi: 
| a = (s—6)* — 36 u’, 
(27) a+b-+c= (s—r—6) — 36 v’, 
| c = (r—6)? — 36 2?. 


L’équation (21) donnera: 


(28) taj amt toeter 


aaj? 
oll: 
i Dik Oe OS. 
12°. (n —1)° O° m® 
et de l’équation (23) on déduira: 
. dt n—2 Vaxet+ba+e 
26 --_- - = —__-—-- — - —— - 
- Vi(ti—t) 2Vn—1 «“(1— 2x) ~ 
L’élimination de ¢ des équations (28), (29) conduit a l’équation 
identique : 
(30) (n—2)?Q—4(n—1)kR? = 0, 
dans laquelle: 
Q= a-"(1—az)’-st+" — k (av? +br+0)', 
R= — (s—12)a(aa?+ bu+c) + (r—6) (az?+ba+c)+3ux(1—a)(2ax+b) 
et par celle-ci on aura les valeurs de a, b, c, k. 
Je supposerai r << 6, s—r <6, s > 6; et en posant x=0, 1, 00 
dans Péquation (30) on obtiendra: 


pour z=0, c=0, ou c= —4 ear (6—r)?, 


» “&©=1, at+b+c=0, , a+b+ce= 4 a (6—s+r), 


n—1 \9 
» &==0o, a=0, , a= — 4 ie  —6)*. 


Les nombres 7, s doivent par conséquent a cause des relations (27) 
satisfaire 4 lune ou & l’autre des conditions: 


r=6(1—4), ov r=6(1—*—*4), 


? 


s=6(1+#8), » | s=6(14+"—*y), 


n 
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et dans ces différents cas on aura: 


e=0, ou cam — ja? S—! gr 

= 
atb+c=0, , apb+e=— ie" —* vt, 
a=0, , a= — 12? *—* pr, 


L’élimination de r,s de trois rélations (31) coexistantes conduit 
aux trois types de conditions entre les 4, uw, v 


n—2 


At ut™ yal, Ap ™ pt wel, Atutpo=_*, 


n 


et aux autres qu'on peut déduire en permutant les 4, uw, v 

Au moyen de ces formules j'ai calculé le tableau suivant qui cor- 
respond a celui que M'. Schwarz a donné dans son important travail: 
» Ueber diejenigen Fille, in welchen die Gauss’sche hypergeometrische 
Reihe eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt“ 
(Journal fiir Mathematik Bd. 75). 

















Ne. | aAlalv|r |s—r| 0 | t(x) |  Polyédre 
me a EASE Seven ‘2 oo 
ll : bya) 4] 3 | 96, 46.(%—n3| 
“Islsiei 4 3 | 3°-4°-C%ms | x 
Me. : | ; 5 4 4 38.48. susan — 7 Tétraedre 
Ive, 1) 4) 4. 3 | 48.6. C%m3| i 
‘|3lale| i 
o |1i1/2 . | _ (1—2)? ee 
Ve. tla|3 5) 2 | 45.68. C%m3 | = Octaedre 
| — —_ — —— — ne —— --— -——__- —_— 
We. sls/a|4 3 4 x 
} } 
o |1j1l2 1 4a 
VII. | 3 | 3 | 5 | 4; 4 16 © (l—a)? 
Seep ees ‘ . 4 pe (l—a)* 
VEE. 8 [6 3|5| 2 ne | eae 
2/1)! ‘ 1 —43 | : 

TXe : E ls|4, 3 | — 7 K — el Icosaedre 
0/11/38) 4) 3 . 1 2(e+8) 5.96.08 
X°. z|% 5|4| 3 a = | 7 aa i«K 12°-s®.C%m$ 

, | 2/2/2 __1 yp} 4 (a—e#2+1) 
XI. 5) 5/5 | 4 | 4 33-4? 27 2a 
ryyo | Li) 4] el a 1 (a*+142+1)* 
mre s|3|?| 2 ya XK (427 2G—ay | 
Comme on voit ~ types XII, XIV, XV de M". Schwarz ne 
sont pas contenus dans ce tableau; ‘ils doivent par conséquent corre- 
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spoudre a des expressions de g(x) différentes de celle considerée ici. 
Les autres valeurs des nombres r, s—r qui ne sont pas comprises 
dans le tableau corréspondent aux différentes permutations de 2, uw, v; 
ainsi en désignant par ¢(r,s—yr,a) une fonction ¢ on aurait, par 
exemple, pour le type sixieme que les fonctions: 


t(4, 3, 2), (3,4, 1—2), t(5, 3, ~), t(3, 5, e—*)i 


(6,4, 523)» #4, 5, 224) 


sont chacune = 2. 


La recherche de la valeur de la fonction ¢(#) en d'autres cas peut 
évidemment se faire en suivant la méthode exposée ci- dessus. 





Ueber Systeme partieller Differentialgleichungen erster 
Ordnung. 


Von A. V. BAckuunp in Lund. 


Da die 2n-fach unendlich vielen Flichenelemente eines Raumes 
von »-+ 1 Dimensionen, die durch irgend eine partielle Differential- 
gleichung 1. O.: 

f (sa, «++ tte py => + Px) = 0 

ausgeschieden werden, sich stets zu Schaaren M, zusammenfassen lassen, 
d. h. zu n-fachen Schaaren von Flichenelementen, deren jedes mit 
allen ihm unendlich benachbarten, zu derselben Schaar gehdrenden 
Elementen vereinigt liegt, — so werden die von mehreren partiellen 
Gleichungen 1. O. bestimmten Flichenelemente im Allgemeinen nicht 
zu M, zusammengeordnet werden kénnen. Nur wenn ein Involutions- 
system*) vorliegt, fiigen sich alle Flichenelemente des Systems zu UM, 
zusammen, und wenn nicht alle Flichenelemente eines Systems, aber 
doch eine Mannigfaltigkeit derselben in M, sich zerlegen lassen, so 
ist das System nothwendig ein Bestandtheil eines Involutionssystems. 
— Wie man von gegebenen partiellen Differentialgleichungen 1. O. 
iiber das Vorhandensein derartiger M,, Integral-M,, entscheidet, und 
wie man sodann zu deren Ermittelung zu verfahren hat, ist in neuester 
Zeit ausfiihrlich von Lie und Mayer, besonders von Lie, erdrtert 
worden; dagegen ist, so viel ich weiss, die allgemeinere Aufgabe**), 
fiir ein System beliebiger partieller Differentialgleichungen 1. O. ein 
méglichst einfaches Verfahren anzugeben, vermittelst dessen man alle 
Flichenelemente des Systems zu Schaaren M;, von der grésstméglichen 
Zahl i zusammenordnen kénnte, noch nicht einer eingehenderen Be- 
handlung unterworfen worden. Pfaff’s Theorie***) der linearen Diffe- 
rentialausdriicke 





*) Ich verstehe darunter ein jedes solches System, das durch seine Flichen- 
elemente die Relationen der Involution [/;/,] = 0 befriedigt. 
**) Sie ist wohl zuerst von Klein: ,,Vergleichende Betrachtungen itiber neuere 
geometrische Forschungen. Erlangen 1872, p, 34‘‘ besonders ausgesprochen worden. 
***) Veréffentlicht in den Abhandl, der k. Akademie der Wissenschaften in 
Berlin 1815. Man sehe auch Clebsch: ,,Ueber das Pfaff’sche Problem. Crelle- 
Borchardt’s Journal Bd. 60 u. 61. 
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X,dz, + X,dx,+---+ Xp,dz, 
muss selbstverstiindlich das letztgenannte Problem umfassen, und zwar 
stellt sie die Lésung desselben in folgender Weise dar: ’ 
Seien 
f (22, +++ Dn Dy +++ pn) =O, 
(A) fi ( ) = 9, 


fr ( = 0 
die vorgelegten Gleichungen und lassen sie sich nach p, - «+ py41 etwa 
in folgender Form: 


Pr =D, (42, +++ Tne ++ Pn); 
(B) Pr =. ( ), 
Proi= Pr+1( ) 


auflésen, so geht, wegen dieser Gleichungen, der Differentialausdruck 
dz— p,da,—-+++— prdxz, 


in einen, nur die Buchstaben 22, --- Yn Prao+-+ Pn enthaltenden 
Ausdruck 


dz — pm, dx, — +++ — Pr41dte41 — Przed trp, —+ ++ — prada 
tiber. Die Pfaff’sche Theorie linearer Differentialausdriicke lehrt nun, 
diesen Ausdruck auf eine Form mit der kleinstméglichen Anzahl von 
Gliedern : 
Fydy, + Fody, + +--+ Kidy 
za bringen. — Die Gleichungen 
Fe Ry ** * ee 
mit den willkiirlichen Constanten c¢,, c, --- ¢, stellen dabei die ge- 
suchten Integral- M@,, von der grésstmoéglichen Zahl x, der Gleichungen 
(B) dar. Durch Elimination der Gréssen p,+2--+p, aus den Gleichungen 
4 = c bekommt man die Gleichungen derjenigen Punkt-Mannigfaltig- 
keiten im Raume (2x), an die die Flichenelemente der beziiglichen M, 
sich anschliessen. — 

Durch die niichstfolgenden Ueberlegungen bin ich zu einer Methode 
gefiihrt worden, die das niaimliche Problem erledigt, ohne eine Auf- 
lésung der Gleichungen (A) hinsichtlich ebensovieler der Gréssen p 
vorauszusetzen. Als Grundlage meiner Untersuchung dient die Theorie 
der Lie’schen Beriihrungstransformationen, — die, wie Mayer im 
VILL. Bande der Mathematischen Annalen dargelegt hat, unabhingig von 
der Pfaff’schen Theorie sich entwickeln lisst, — oder, was damit am 
niichsten zusammenhiingt, die Theorie der Involutionssysteme. 
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Im zweiten Paragraphen setze ich, indem ich nur einen friiher von 
mir im 1X. Bande der Mathematischen Annalen angewandten Weg 
verfolge, die aus den Erérterungen des ersten Paragraphen nebenbei 
sich ergebende Abbildung eines Gleichungssystems eines Raumes 1,4, 
auf einen Raum kleinerer Dimensionszahl auseinander. 


§ 1. 
Aufstellung der Gleichungen, die das Problem lisen. 


1. Aus den Flichenelementen eines Raumes 7,4; seien 2n-fach 
unendlich viele durch eine partielle Gleichung 1. O.: 


(1) f (2%, +++ Fn Py- ++ pn) =O 


ausgeschieden, und es sei iiberdies irgend eine Beriihrungstransformation 





X, =f (4%, +++ an P+ ++ Pn), 
X, = 9, ( ) 
Xn = Pna( ), 
P, = 9, ( )> 
n = Wp ( ) 


bestimmt, die X, —/ als erste Gleichung enthiilt. 


Diese Transformation fiihrt die auf die Fldchenelemente der Gleichung 
(1) sich beziehende Gleichung 


(3) dz — p,dz, —-+-+-—p,dx, =0 

iiber in die folgende: 

(3’) dZ — P,dX,—---— P, dX, =0, 

fiir welche, indem ZX,--- X, P,---P, von einander unabhingig 


sind, die Gleichungen 

Zc, X,=—c,--- X,—c 
ein Integral bilden*), Jedem Elemente (Z X,--- X, P,--- P,) ent- 
sprechen oo' Elemente (ZX, (= 0) X,---X, P,--+P,) und also 
co! Elemente (2, +--+, p,--+pn)- Hine jede Integral- M,_; von (3’) 
wird daher in eine Integral- M, von (3) iibergehen. 


*) Die allgemeinste Integral- M,_, der Gleichung (3’) ist durch eine beliebige 
Punkt-Mannigfaltigkeit des Raumes (ZX, --- X,,), d. i. des Raumes X, = 0, dar- 
gestellt. 
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Die Gleichungen 
(4) P=C, H.=C, +++ Ga 


stellen folglich eine Integral-M, der Gleichung (3) dar, oder sie geben- 
eine Integral- M,, der Gleichung (1) an, zu deren Darstellung in Punkt- 
Coordinaten eine Elimination der p; zwischen (1) und (4) fiihren wiirde. 
Und in dieser Weise muss eine jede Integral-M, von (1) erhalten 
werden kénnen, so dass die Regel fiir die Herstellung der Integral- M, 
der Gleichung (3) oder (1) lautet: 


Man bestimme eine beliebige Function g, die der Gleichung 


ify] =0 
geniigt, sodann irgend welche »—1 andere, von f, g und von einander 
unabhingige Functionen g,, --- ga, die mit f, my ein Involutionssystem 


bilden. — Es sind dann: 

9=C, = 0, ++ = 
die Gleichungen einer beliebigen Integral-M, von f= C, oder von 
der dieser Gleichung entsprechenden Gleichung (3). 


Die den voranstehenden Functionen f, g zugehérenden Functionen 
w%, .++* Wa bestimmen sich nachher eindeutig durch blosse Differentia- 
tion; sie erfiillen aber ebenfalls die Gleichungen: 


(fvi] = 0, [Wide] = 0, (¢, K—2, 3,--- mn), 
und ausser diesen die Gleichungen: ¢ 


[pide] = 0, 
in denen i, k verschiedene Zahlen bedeuten*). 


2. Kommt eine zweite Gleichung hinzu: 


(5) fy (2%, +++ Sn Pps ++ Pa) = 9, 

die mit der vorigen Gleichung (1) keine Integral-M,, gemeinsam hat, 

und ist die Aufgabe vorgelegt, die Integrai- JZ, von der grésstméglichen 

Dimensionszahl v des Systems (1), (5) zu bestimmen, so ist ohne Wei- 

teres klar, dass diese M, diejenigen M,_, sind, die auf den Integral- UM, 

der Gleichung (1) durch die Gleichung (5) ausgeschieden werden. — 
Ist aber noch eine dritte Gleichung vorhanden: 


(6) fy (@%, +++ in Py +++ Pn) =9, 

die weder mit (1) noch mit (5) eine Integral-M, gemeinsam hat, so 
wiirde man zur Erledigung der ahnlichen Aufgabe hinsichtlich des Systems 
der drei Gleichungen (1), (5), (6) in folgender Art gelangen kénnen: 


*) Zu dieser Nummer vergleiche man, ausser der oben citirten Abhandluug 
von Mayer, die Arbeiten von Lie in Sieesa Annalen Bd. VIII, IX. « 
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Die Gleichungen (5), (6) werden zuniichst durch die Beriihrungs- 
transformation (2) verwandelt in zwei Gleichungen: 


(1 F,(ZX,---X, P,---P,) =0, 
(8) F, ( )=90, 


die keing Integral- M,, gemein haben. Durch die Substitution X, = 0 
und nachherige Elimination von P, geht eine Gleichung 


(9) ®,,(Z7X, +--+ X, Py, +--+ Py) =0 
hervor. — Das Problem, die gemeinsamen Flaichenelemente der Glei- 
chungen (1), (5), (6) zu Schaaren von der Kigenschaft: 

dz —p,dz,—-+--—p,dz, =0, 


zusammenzuordnen, wird somit identisch mit dem Probleme, die Flichen- 


elemente (Z X,--- X, P,---P,) der partiellen Differentialgleichung (9) 
des Raumes r,: 


Reviwdn ge. ...%,), 

zu Schaaren von der Kigenschaft: dZ— P,dX, — --- — P,dX, = 0, 
zusammenzuordnen. Die Integral-M,_; der Gleichung (9) bilden die- 
jenigen Schaaren dieser Kigenschaft, die von der grésstméglichen Di- 
mensionszahl sind. 

Jedem Elemente (7X,--- X, P,--+P,) einer solchen Schaar 
entspricht, vermége irgend einer der Gleichungen (7), (8), ein Werth 
von P,, sodann ein Element (7X, (= 0) X,--- X, P,--+ Pr), so- 
dann, auf Grund der Gleichungen (2) der Beriihrungstransformation, 
ein dem Systeme der drei Gleichungen (1), (5), (6) zugehérendes Element 
(2%, +++2_ p, +++ pn)*). Kime jede der besprochenen Integral-¥/,_, 
der Gleichung (9) wird folglich zu einer Integral-M/,_; unseres im 
Raume r,1 gelegenen Gleichungssystems Anlass geben. Diese M, —; 
bilden die gesuchten Integral-M, von der grésstmiéglichen Zahl v. 

Aus dem in der 1. Nummer Entwickelten folgt nunmehr die alge- 
braische Lésung der Aufgabe: Man bestimme » — 1 Functionen 
Q(ZX,--- X, P,--+ P,), die der Gleichung 


[,,2], =0 

geniigen, und iiberdies mit einander und mit ®,, ein Involutionssystem 

im Raume r, bilden. Oder, — was auf dasselbe hinauskommt, — man 

fiihre die auf die Gleichung (9) sich beziehende Differentialgleichung: 
dZ— P,dX,—---—P, dX, =0 

in die Form: 


dZ — PjdX, —---— P, dX, =0 
tiber. — Die Functionen . 


*) Ein Element oder einige solche Elemente. 
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> ees hy 
Poss. By. 

von denen die der ersten Reihe die gesuchten Integrale definiren, wer- 
den nachher durch die Gleichangen (2) in Functionen von zz, --- %_ 
.Pi°** Pn, den Variablen des urspriinglichen Raumes r,4,, verwandelt. 

Diese Rechnung muss doch selbstverstindlich so umgestaltet wer- 
den kénnen, dass sie die Lésung unabhingig von der angewandten 
Transformation (2) macht, also dieselbe in einer Form darstellt, die 
nur auf die vorgelegten Gleichungen (1), (5), (6) sich bezieht. In den 
5.— 7. Nummern wird die fragliche Rechnung ausgefiihrt werden. — 


* Fiigen wir zu den drei vorhin betrachteten Gleichungen (1), 
(5), (6) eine vierte Gleichung 


(10) fy (2%, +++ In Py > ++ Pn) =O 

hinzu. — Falls sie mit den drei ersteren Gleichungen Integral-M,,_, 
gemeinsam hat, so muss, wenn dieselbe durch die Gleichungen (2) in 
die Form 


F,(ZX,---X, P,--- P) =0 


gebracht wird, und hierin X, =O gesetzt und vermittelst (7) die 
Grisse P, eliminirt, die resultirende Gleichung 
(11) ,,(ZX,-+- X, P,-+- P,) =O, 
als partielle Differentialgleichung des Raumes +, aufgefasst, mit der 
Gleichung (9) Integral-M,_: gemein haben. Diese wird man in der 
gewohnlichen Weise erhalten kénnen. 

Fiir die iibrig gebliebenen Flichenelemente des Systems (1), (5), 
(6), (10) erhilt — vorausgesetzt, dass die Gleichungen 

%,.=0, O3=0 

nicht in'volutorisch sind, in welchem Falle alle Flichenelemente unseres 
Systems zu M,_, zusammengehen, — das Integrationsproblem dieselbe 
Form wie fiir Systeme, die keine Integral-M,_1 besitzen. Nun ist 
unser Gleichungssystem auf die zwei Gleichungen (9) und (11) redu- 
cirt, und seine Integral-M,_.2 sind daher nach dem friiher in Betreff 
zweier Gleichungen des Raumes 7,4; beschriebenen Verfahren zu be- 
stimmen. , 


4. Ist noch eine fiinfte Gleichung vorhanden: 


(12) fy (@%y +++ En Py> ++ Pn) =O, 
und wird dieselbe vermittelst der Gleichungen (2), der Gleichung 
X, = 0 und der Gleichung (7) in die Form: 


(13) ®,,(Z2X, +++ X_ Py +++ Pr) =O 
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gebracht, so sehen wir zuniichst, dass, falls die Gleichungen %,, —0, 
®,, = 0, O,, =O zu je zweien involutorisch sind, fiir das System der 
fiinf Gleichungen (1), (5), (6), (10), (12) Integral-M,_, existiren, 
so dass alle Flichenelemente dieses Systems zu M,_; sich zusammen- 
ordnen lassen. Wenn aber die genannte Bedingung nicht erfiillt ist, 


so existiren auch keine Integral-M,_,, die siimmtliche Fliichenelemente* * 


des Systems enthalten, und die Lésung des Integrationsproblems nimmt 
nun die folgende Form an (Nr. 2.): 


Man fiihre durch die von den Functionen der 2. Nummer: 
Z’ Dy) Xs ++ + Xp 

definirte Beriihrungstransformation die Gleichungen (11) und (13) tiber 
in zwei Gleichungen: 

1s (2°'X;X, -- +X, PyP;--- Po) =, 

Vis ( )=90, 
aus denen sich durch Substitution von X,'(—,,) =O und Elimination 
von P, die Gleichung ergebe: 
(14) yyy (2 Xy +++ Ky Py» Pr’) = 0, 
durch welche also jetzt das urspriingliche Gleichungssystem des Rau- 
mes 7,4; vertreten wird. Von den Integral- M,,_» derselben steigt 


man durch zweimalige Substitution zu den Integralen jenes Systems 
im Raume 7,4, auf. 


Die auf das fragliche Gleichungssystem sich beziehende Differential- 
gleichung: 


dz — p,da, —--+-— pr,dxz, = 0 
ist hierdurch auf eine auf die Gleichung (14) sich beziehende Gleichung: 
dZ'— P, dX, —---— P,/ dX,’ =0 
reducirt. In die Form: 
dZ’ — PidX/ — ---— P,' dX," =0 


gebracht, liefert sie die Gleichungen: 
Zamec, X,=c,-:- X,"=c 
als Integrale unseres Systems. 


Und in dieser Weise kann man, wenn noch mehrere Gleichungen 
vorliegen, weiter gehen. Aber die hierauf sich stiitzende Rechnung, 
die jetzt vorgetragen werden soll, giebt ein weit einfacheres Verfahren 
an, um die Lésungen der bez. Probleme zu gewinnen. 


5. Es wurde in der 2. Nummer die Bestimmung aller Integral- 
M,,, dreier Gleichungen: 
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f (2%, +++ py +- + Pn) = 9, 

fi ( )=9, 

fa )=0 

auf die Bestimmung von Lisungen Q,’, Q,’- -- Qi, des folgenden Glei- 
chungssystems des Raumes r,: 

(15) [P22 ]=0, [B/W] =O 
zuriickgefiihrt. Aber die erste Gleichung sagt nichts Anderes aus, be- 
haupte ich, als dass es eine Reihe von Werthen von 








dQ ag’ aF a F, 

az agth az t+ 4a 

dQ ae dg dX, dF, dF, 

ax,“ ax,t* a tS ae tS ee 

dQ dag aF ak, ; 

dP, aP, i aP. +4 aP, ’ (== 1, 2,-- +m) 


(wo A, 4,, 4, unbestimmte Parameter*) bedeuten) 
giebt, die den folgenden, auf die Flichenelemente von 
X,=0, F,=0, Fy=—0 
sich beziehenden Relationen geniigen: 
(16) [X,2;] = 0, [F, Qi) =0, [F,2])=0, 
‘wo die Involutionszeichen auf den Raum (ZX, - -- X,) sich beziehen. 
Man ersieht nimlich durch Substitution der soeben angegebenen Aus- 


d2, 4d, aQ, 


driicke von 47 , aX,’ dP,’ dass Werthe von 4, 4,, 4, sich so he- 


stimmen lassen, dass die Gleichungen (16) erfiillt werden, — voraus- 
gesetat dass Q/ (ZX, +++ X_ P, +++ Py) die auf die Fliichenelemente von 
X, =0, EF =0 sich beziehende Gleichung befriedigt: 

aF, ’ dF,  ' * 

TP, 22] or °F, Qi] et" 

Dies ist aber, da ®,, gleich F', ist, nachdem darin X, =O und 
fiir P, dessen Werth aus F’, = 0 gesetzt worden ist, gerade die Glei- 
chung ***) ; 

*) D. h. unbestimmte Functionen von Z7X,---X, P,---P 

**) Zur Abkiirzung: 


[F2] 


ame dF 





2X,..%, -2 (3 +293 dP, -2 (x +P.97) aR 


***) Es besteht nimlich, vorausgesetzt dass ,. in der oben angegebenen 
Weise aus F, und F, = 0 oe ist, die Formel: 


dF : i aks phe 
oP [eno], = Sp fae] — SF Lg 


1 . 
£2... % aP, 2X,..X, 
27* 
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[%,, 24] ~— 0, 


zu der folglich die Gleichungen (16) sich zusammenziehen. Wie be- 
hauptet war. 


6. Die Form, unter der die Gleichungen (16) die Lésung unseres 
Integrationsproblems darstellen, ist desshalb bemerkenswerth, weil sie 
ohne Weiteres zu Gleichungen in 22, --+ 2%, p, +--+ p» fiihrt, die eine 
auf die urspriinglich gegebenen Functionsformen f/, /,, f, sich beziehende 
Lésung liefern. Man schliesst niimlich aus (16), dass die Integral-M,. 
des Systems der drei Gleichungen : 


f (2%, +++ ta py >> Pn) = Cy, 
(a) fi ( )= C, ? 

fr ( )=C,, 
wo (,, C,, C, bestimmte Zahlenwerthe oder Null bezeichnen, durch 
Functionen (2%, +++ 2%, p, +++ Pn) ausgedriickt sein miissen, die, in 
Bezug auf die Flichenelemente des Systems, den folgenden Gleichungen 
geniigen: 
(b) ((o)=9, [AG)—9, (Aho) =—9. 

Dass aber cine Function &; in Bezug auf alle Flichenelemente von 

(a) den Gleichungen (b) geniigt, bedeutet nur das, dass die Schnittmannig- 
faltigkeit zwischen &; = C und den Gleichungen (a), diese Schnittmannig- 
faltigkeit als Punktmannigfaltigkeit des (2n-+-1)-fachen Raumes (2xp) 


aufgefasst, durch irgend eine Schaar ihrer Elemente, — die alle bestimmt 
sind durch Ausdriicke von der Form: 





when af df, 1, ah 
; da, A dx, ' dz, +4 2 dz,’ 
dG; af, afe 
dp, +4 in a 1 dp, +A 2 dp, Me 
dB; af, af, 
at4g Aas + 49, ds? 
wo A, A,, A, variable Parameter bedeuten, — dem Systeme (b) geniigt. 


Werden nun vermittelst (a) drei von den Grissen p, etwa p,, p., Ps 
eliminirt, oder, was auf dasselbe hinauskommt, anstatt p,, p,, p, die 
Functionen /, /,, f, als Variablen eingefiihrt, wobei @; iibergeht etwa in 

Di (24, +++ tn py >> Def fife) 
(was durch die weitere Substitution von C,, C,, C, statt f, f,, f, eine 


Function von 22, +--+ %_ p,-- +p» allein wird), — so sind die Elemente 
der eben besprochenen Schnittmannigfaltigkeit einfach so darzustellen: 


da; d@; df dG; df, da; dhe 





dx, 7 “df dx, i df, dx, lll df, dz,’ 








li 








o Oo 8 @ 
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dB; df dG; af; da; df, 














‘in + “af dp, + Ai dp, * dh dp,’ 
dae dB; af df, d@; df, 
“dz. + df dz +5 “at -_ i af, a? 


da; da; dB; 
wo ar , -_? Th gerade die variablen Parameter vorstellen. — Folg- 


lich giebt (b): 
ie as dG; . do; 
Uf wa) = [Fae] + Gp UF + Gy fA =O), 
(fw) —= mi) + +S tif =0, 
(fi) = (fs) + a (hf) + thf] =O. 


eo 


ado 
Durch Elimination von =e af i - entsteht: 


(17) [AAI @) + (ANA) + AIA) =9™), 
aus welcher Gleichung p,, p., p, durch die Gleichungen (a) entfernt 
werden mégen. 
Auf diese einzige Gleichung zwischen 2»—2 Variablen 22, --- Z, 
DP, *** Px ist somit das Gleichungssystem (a), (b) reducirt. 
Die zweite der Gleichungen (15) lautet: 
[w; @;| = 0 6 
fiir alle Elemente unseres Systems. Indem wir, wie vorher, @; statt 0; 
und ebenso @; statt @;, einfiihren, bekommen wir in erster Hand: 
[Wi Wi] = (B/D: ], 
und dann weiter: 
pee dB,’ , do, : CM - 2, 
|G; Bx) = [Gi Te) — aF (f oi) — a, (f, BF) — aj, (he) = 0, 
schliesslich : 
AAM@i Or) + (AOA) + (OA) ho) = 9; 
gerade die Form, die die Gleichung (17) annehmen wiirde, wenn f 
mit @, ware vertauscht worden. 


df, dj ‘'=",do; df 
*) [fa/ I=. z ‘GE +045 dp, ee +h Z wae: 
vor den Differentiationen von &,’ statt der in dieser Function auftretenden f, fj, fe 
die Constanten C,, C,, C2 gesetzt. 
**) Es gilt auch fiir eine beliebige — v folgende Formel, in der V die- 
jenige Function von ZX,--- X, P,---P,, vezeichnet, die aus v durch X, = 0, 
F,=0 und die er (2) erhalten wird: 


[x,P1] fA) [2 VI, = Lah] Lfe'] + Lar) Law) + (fA) Lee’ 
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Oder nachdem ein Integral 7; — C der Gleichung (17) gefunden 
ist, wiirde mit Hilfe dieses Integrals noch eine der Gréssen p, etwa p,, 
eliminirt werden kénnen, oder es kénnte @; statt p, als Variable ein- 
gefiihrt werden. Und das Gleichungspaar, das @;° als Function von 
den Gréssen: 
(ec) 22,°**Inps+** Dn 


allein bestimmen sollte, nimmt dann die Form an: 


8) { Afl(f) + (ASA) + (ffl (hoe) =0*), 
(fife) (OF Oe’) + (BIA + [BAILA] = 0, 

hieraus die Gréssen p,, p., Ps, p, durch die Gleichungen (a) und die 
Gleichung @; = C entfernt gedacht, so dass die Gleichungen (18) nur 
die 2n—3 Gréssen (c) als Variablen enthalten. 

Die Bestimmung eines Integrals dieses Systems**) wird nach einem 
Theoreme von Mayer auf die Bestimmung eines Integrals eines Systems 
von 2n—5 gewodhnlichen linearen Differentialgleichungen mit 2 —4 


Variablen zuriickgefiihrt, oder es ist, — ich benutze eine von Lie ein- 
gefihrte Bezeichnung, — zur Bestimmung einer Gleichung 3; = C 


eine Operation 2%—5 ausreichend. 


Jetzt wird, um die Bestimmung einer dritten Function @/ zu er- 
zielen, @; als Variable statt etwa p, eingefiihrt, wodurch die Glei- 
chungen fiir @,, d. h. die Gleichungen (a), (b) neben den Gleichungen 

[oo] =—0, [7.0] —0, 


auf drei sich reduciren, die nur 2n—4 Variablen enthalten, nimlich 
auf die drei folgenden: 


(AAI) +(4f1A8) + (ffl (Ao) =0***), 
(19) hf) [Oi Or) + (A97) (AO) + (Wf) (Aa) =0, 
(Ah) (oe Gr) + (AB) (4,57) + (WF) [A3/] = 9, 
aus denen p;, Po, P3, Py, Pp; Vermittelst (a) und der Gleichungen 3/—C, 
@, =C' entfernt worden sind. Von diesen Gleichungen mit 2n—4 


*) Bei den Differentiationen von @,’ dieselbe nar als Function von 


betrachtet, BM" ** By Poe Ps 


**) Dass dasselbe ein vollstindiges System (mit 2n — 5 gemeinsamen Lé- 
sungen) bildet, folgt aus der 2. Nummer, die auch diese Lisungen angiebi, niim- 
lich (@,’ = X;’) ZXj---X, Py +++ PY 


***) Bei den Differentiationen von @, dieselbe als Function von 


n* 


allein betrachtet. Bi,-+*2y De Py 
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Variablen ist, nach dem oben erwaihnten Mayer’schen Satze, durch 
eine Operation 2n—-7 eine Lésung @/ = C” zu erhalten*). 

Die Bestimmung einer Lésung @/ = C geschieht durch (17) und 
verlangt daher eine Operation 2n—3. 

Das jetzt Entwickelte mége ausreichen, um erkennen zu lassen, 
dass die Lisung unseres Problems, die sich auf die Gleichung (17) und 
die Gleichungssysteme (18), (19) ete. stiitet, durch Operationen 

2n— 3, 2n—5,--- 3,1 
geleistet werden muss. 

In der Weise, in der ich diese Operationen angewandt vorausge- 
setzt habe, wird man die Lésung in etwa folgender Form bekommen: 


W, (%, +++ tn Pps ss Pn) =e, 
BW, (2%, +++ an Py +++ Pac) =e, 
Wa—-a(2%, +++ Hn CC's + + C4) =e cln—-9) 


W ni (22, + 2+ Ln 1 CO +> c™—)) a= cf*—9) 


so dass die zwei letzten Gleichungen eine Punktmannigfaltigkeit reprisen- 
tiren, an die die Elemente (zp) einer Integral-M,_; sich anschliessen**). 


7. Wir kénnen jetzt die allgemeinste Aufgabe obiger Art an- 
greifen : 
Es sind gegeben m von einander unabhingige Gleichungen: 


f (@% +++ Ua py +++ pa) = 9, 
(A) Rf Cage 


fin—1 ( ) m5 


man verlangt die Bestimmung ihrer Integral-M,, insbesondere die von 
der hichsten Dimensionszahl v. 

1. Annahme. Simmtliche Flachenelemente von (A) lassen sich zu 
Integral- M,, zusammenfassen, so dass durch jede beliebige- Integral- 
M,-: eine Integral-M, gelegt werden kann. Alsdann ist (A) ein 
Involutionssystem, dessen Erledigung (vgl. Lie’s Arbeiten in Math. 
Annalen Bd. VIII, IX) im Allgemeinen die Operationen 

2n —2m+1, 2n—2m—1,--- 3,1 
verlangt. 





*) @,', in der obigen Weise bestimmt, enthilt die willkiihrliche Constante C. 
Ebenso muss die in der nun beschriebenen Weise zu gewinnende Function @, 
die beiden Constanten C, C’ enthalten. 

**) Es braucht wohl kaum besonders bemerkt zu werden, dass in den obigen 
Functionen @ die Constanten C,, C,, C, der Gleichungen (a) vorkommen miissen. 
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2. Annahme. Es existiren zwar keine Integral-M,, die simmt- 
liche Elemente des Systems umfassen*), wohl aber Integral-M,_,, die 


dieses thun. Alsdann stelle man das auf die Elemente von (A) sich 


(fo) 


beziehende System: 
[fo] =0, (fo) =0, «++ [faa] = 0 
auf, und behandle dasselbe genau so, wie in Nr. 6. das entsprechende 


dreigliedrige System (b) behandelt wurde. Vermittelst (A) werden 
Pi, **+* Pm entfernt, und so erhilt man: 


<UO} + + FG UPA + SKU ltt ge Uf foril-O, 


(AB) (AO) + Sr hf) + © | + SR CAA t+ at ifetH0, 


The) (he) + Gr lAf) +95 lhhl + tote fet) 


Uf 7) = (fm }+ SF fms 149% Ufnath]+ Gems] tet 


wenn @% die zu bestimmende Function von 22, +--+ %n Pm4+1+** Pn ist 
und die in den Involutionszeichen enthaltenen Grissen p,p. +++ Pm durch 
die Gleichungen (A) entfernt sind. Unter der jetzigen Voraussetzung 
sollen Verhiiltnissgrissen 2, 2,, 2, bestimmt werden kinnen, die nicht 
nur, was immer miglich ist, den folgenden Gleichungen geniigen: 
* +4 ([ff)+ lAfj]=9, 
é(ffit +* +4[hf]=9, 
eUfflt+talhhit+t «+« =9, 


sondern auch allen diesen: 


ffs) +alhh) +h) =9, 

Uff] +4hf]) + [hf =9, 

(fF fm—1) + 4% [ffm] + % [fofm—1] = 9. 
Und es miissen ebenso Verhiiltnissgrissen 2, 2\, 2\” sich finden 
lassen, die dem Gleichungssysteme geniigen, das aus dem eben hinge- 
schriebenen durch Vertauschung von f, mit f, hervorgeht; u. s. w.; end- 


lich Verhiiltnissgrissen 2), ” vie , a" welche die Gleichungen 


*) Existiren doch, aber in beschrinkter Zahl, Integral-M,, so werden die- 
selben stets auf bekannte Weise gewonnen. (Siehe Lie’s Arbeit in Mathematische 
Annalen Bd, IX.) Durch Differentiation wird nimlich das gegebene System mit 
anderen Gleichungen zu einem Involutionssysteme vervollstindigt, dessen voll- 
stindige Lésung gerade die angenommenen Integral-M, bilden. 


0, 





















erfiillen, die aus den obigen durch Vertauschung von f, mit fy,—1 ent- 
stehen. — Fiir @& gelten dann die m2 Gleichungen: 


(20) 
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e (fm) +4 (AD) +4 [f,7)] = 0), 
a) iid 7 a” nw) ‘i sy et = 0, 


Cpa) + ofa) + OL, w') =, 


und die Herstellung der vorausgeseteten M,_, wird nachher durch die 
Operationen 
2n-—-2m+ 3, 2n—2m+1,--- 3,1 
erreicht. 
Beweis. Ich bringe zuniichst durch eine Beriihrungstransformation 
das System (A) auf die Form: 


X, =0, 

h (ZX, +++ X,P,-+- P,) =0, 
fr ( )=0, 
fm—1( )=9; 


sodann verwandle ich es, durch Benutzung der zwei ersten Gleichungen, 
in das System der folgenden m — 2: 


[ % (2X, +++ XaP,- +P) =O, 
(21) ee es ee ae 
| sn-1( )=0, 


die gemeinsame Integral- M,_,, in grésstmSglicher Anzahl, entsprechend 
den Integral- M@,_, des Systems (A) besitzen sollen. Jenes Gleichungs- 
system im Raume (Z X,--- X,) soll daher ein Involutionssystem aus- 
machen. Desshalb muss fiir die Flichenelemente von (21) sein: 


(M:%12] = 9, 
und die Gleichungen fiir Q werden die folgenden m — 2: 
[9,,Q2) =0. (¢,k =2,3,-+-m—1). 


Aber diese Gleichungen gehen, nach den Auseinandersetzungen der 
vorangehenden Nummer, gerade in die oben angegebenen iiber. — 
Aus (20) wird ein Integral @/ = c bestimmt, sodann aus (20), vereint . 
mit noch einer Gleichung, die aus irgend einer der Gleichungen (20) 
durch die Substitution von @; statt einer der f hervorgeht, ein Integral 
BD, =c', us. w. 

Die oben bemerkten Bedingungen fiir die Existenz von M,_; in 
einer solchen Zahl, dass durch jede Integral-M,_2 eine Integral-M,1 
sich legen lasst, kénnen einfach so formulirt werden: Es muss fiir 
alle Flaichenelemente des Systems die Determinante A: 





(22) 
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| 9 CfA) Uf fl ++ CF foal | 
ALO Til ++ ital | 
— A) [hf] 0 is ay 


fe if] Cfaaf, ] fmf] 0 
nebst allen ihren Unterdeterminanten dritten Grades (also von 9 Elementen) 
verschwinden. 


3. Annahme. Es existiren keine Integral-M,_, oder wenigstens 
sind solche nicht in grésstméglicher Zahl vorhanden*), wohl aber giebt 
es M,_:, die simmtliche Flichenelemente von (A) umfassen. 

Es sollen jetzt Verhaltnissgréssen 2, 2,, 2, 2, 2, sich bestimmen 
lassen, so dass nicht nur den finf folgenden Gleichungen: 


* +4,[ff)+4[ff]+4(hfl]+a4ff]=—9, 
“Uff + * + lhhl + lh) + 4 {hhl =o, 


‘(ffi + a hf + tal fof + 4s [ff + :_ = 0, 


sondern auch allen diesen: 


*Uffs] + cA thf) ie * Chefs + *s Lfafs] + “1 als) = she, 
a Cf fe] + a Uffe] ve & lh fas) + & Ct ial + &% (fi fail se -0 


Geniige geschieht; und weiterhin Verhiiltnissgréssen 2"), --- 2", die 
dasjenige Gleichungssystem erfiillen, das durch ~~ von f, 
mit f, aus dem vorangehenden entsteht, u. s. w., endlich Verhiltniss- 
grossen 2¢”~°)... 2, welche die aus den obigen Gleichungen durch 
Vertauschung von /f, mit f,: entstehenden Gleichungen befriedigen. 


Die Gleichungen fiir @ lauten nun: 


e[(f@)+ «4{(fA7)]+ #(A7)]+ 4&{1407)+ 4[fh7)] =9, 


eC J+ OL I+ Or jt &C J+ 17) =, 


POU mT OL OL OL 0. 


‘Es sind deren m — 4. Nachdem man eine Lisung @/—c erhalten 


hat, wird eine weitere @;—c durch ein ganz analoges System, aber 


*) Integral-M,__, von beschriinkterer Zahl, die méglicherweise vorhanden 
sind, werden durch einfachere Operationen gefunden. Durch rein algebraische 
Operationen wird das vorgelegte Gleichungssystem zu einem solchen vervollstiin- 
digt, welches jene Integral-M,_, zur vollstiindigen Lisung hat, (Vgl. die vor- 
angehende Note.) : 
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von m—3 Gleichungen erhalten, u. s. w., so dass die Bestimmung 
der gesuchten Integral- M,_. durch Operationen: 

2n —2m-+ 5, 2n —2m+3,--- 3, 1 
geleistet. wird. 

Beweis. Die Gleichungen (21) des Raumes r, sollen jetzt Integral- 
M,-2 zur grésstméglichen Zahl besitzen, also die Functionen ® die 
Bedingungen befriedigen, deren Giiltigkeit fiir die erste Annahme nach- 
gewiesen worden ist. 

Diese Bedingungen kénnen alle aus den Gleichungen (20) fiir Q: 


Z [O,. 2] + Z, [®,,2'] + Z, [,,2'] = 0, 
(23) ZC. jt OC +) Beak]. — 2, 
so 
Ze ] + or 1+ zu [®, 1 2’) int 
durch Vertauschung von 2’ mit ®,,, --+ ®,,,-1 erhalten werden. Es 


muss daher auch anstatt Q’ die Function Q gesetzt werden kénneu. 
Nun ist aber, wie aus der vorangehenden Nummer ersichtlich: 


[%,,2] = §€ [fw] + b (fo) + bo [fw], ; 
[%,2=—8— J+erl I+S (Ka, 
u. Ss. W. 


wodurch die Gleichungen (23), nach der hiey zulissigen Vertauschung 
von @ mit @’, in die Gleichungen (22) tibergehen. 

Die Bedingungen fiir das Stattfinden von Integral-M,_, von der 
grésstméglichen Zah] kénnen so ausgesprochen werden: Es muss die 
Determinante 4 nebst allen ihren Unterdeterminanten fiinften Grades 
verschwinden. 

(k+1). Annahme. Es existiren Integral- M,,_; zur grésstméglichen 
Zahl, aber keine Integralmannigfaltigkeiten von mehr Dimensionen, 
die simmtliche Elemente des Systems umfassen*), 

Alsdann muss fiir alle Flichenelemente des Systems 4 verschwinden, 
und dasselbe muss von allen ihren Unterdeterminanten vom Grade 2k + 1**) 
gelten. Die Gleichungen fiir & lauten: 


e [f@]+ 4 (A@]+--++ “r[hrO] =0, 
a) [ ] + a [ ] + cleat + a) Uferas w'| — 0, 
’ sae | 7] +4. * i 7] + 1. +4 ee (fat a’ | ek 0, 


*) Ueber die Erledigung méglicherweise vorhandener Integral-M von mehr 
Dimensionen vergl. die vorangehende Note. 
**) Und sonach von allen Unterdeterminanten héheren Grades. 
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wo die z aus den durch Vertauschung von @’ mit f, f,, f, - ~~ entstehen- 
den Gleichungen zu bestimmen sind. In diesen Gleichungen ist &’ als 
Function allein von 22, +++ a Pm+i+-+ Pn anzusehen und die bei der 
Ausfiihrung der angegebenen Involutionsbezichungen auftretenden p, +++ Pn 
sind durch die Gleichungen (A) zu eliminiren. Die Lisung des Problems 
wird in Folge hiervon durch Operationen: 
2n —2m+2k+1, 2n —2m+ 2k—1,--- 3,1 

er zielt. 

Hieran schliesst sich unmittelbar der Satz: 

Ist die Zahl der gegebenen Gleichungen (A) ungerade, m=—2k-+-1, 
so giebt es immer Integral-M,_, zur grisstmiglichen Anzahl. 

Es verschwindet niimlich jetzt die Determinante A, weil sie von 
ungerader Gradzahl 2k-+-1 ist, und dies ist die hinreichende Bedingung 
fiir das Stattfinden derartiger Integrale. 

Ist aber die Zahl der gegebenen Gleichungen (A) eine gerade Zahl, 
m=2k-+ 2, so existiren nur dann Integral-M,_x, wenn & verschwindet*), 
— Sonst sind M,-:-:1 die Integralmannigfaltigkeiten hichster Dimen- 
sionszahl. Die Auffindung derselben wird durch Hinzufiigung einer be- 
liebigen Gleichung fex+2 = 0 auf den vorangehenden Fall einer ungeraden 
Zahl von Gleichungen suriickgefiihrt. 

Fiir den Fall: m =n, und: 


f =P, — O (4, -++ an), 
fh =P. — %2( )» 
forwt =E Me — Pn ( ), 


kommt man auf die gewéhnliche Form des Pfaff’schen Problems zu- 
riick. — Folglich wird die Lésung eines solchen Pfaff’schen Problems: 


dz — g,dx,—-++-— Qadir, 


das sich in einen Ausdruck mit k, und nicht mit weniger als i Gliedern 
darstellen lisst, durch die Operationen 


2k —1, 2k—3,--- 3,1 
erreicht. — Es sind dies dieselben Operationen, die die Anwendung des 
Mayer’schen Theorems auf Clebsch’s Theorie des Pfaff’schen Pro- 
blems giebt. (Siehe Mayer: Ueber unbeschrinkt integrable Systeme etc. 
Math. Annalen Bd. V; Lie: Neue Integrationsmethode eines 2n-glied- 


rigen I’faff’schen Problems. Abh. der Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Christiania, 1873.) 


*) Verschwindet die Determinante A von gerader Gradzahl, so yerschwinden 
auch ihre ersten Unterdeterminanten, 
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§ 2. 
Ueber Transformationen von Systemen partieller Gleichungen 
erster Ordnung. 


8. Die allgemeinen Erérterungen, die zu der eben dargestellten 
Integrationsmethode hingeleitet haben, fiihren ausserdem zu einer Art 
von eindeutiger Abbildung eines jeden Gleichungssystems im Raume 
7,41 auf einen Raum von kleinerer Dimensionszahl, die auch den Zu- 
sammenhang zwischen den verschiedenen Integralen des Gleichungs- 
systems in iibersichtlicher Weise erkennen lisst. 


Ks sei vorgelegt das Gleichungssystem: 

f (€2,+*+%,py-+* pr) =O, 

a hr ¢ )=0 
fn—1 ( )=®, 


von dem ich annehme, dass seine simmtlichen Flichenelemente zu 
M,-x, aber nicht zu Mannigfaltigkeiten von mehr Dimensionen, sich 
zusammenfassen lassen. Eine Schaar dieser Integral- M,,_; mige durch 
die folgenden Gleichungen*) gegeben sein: 

QP, (2%, +++ Mn py +++ Pn) = C, 


+ 


(b) P2 ( ) isa C, 
Pr—m+k+1 ( ) = C. 
Diese Gleichungen, so geschrieben: 
| 4= Pi> 
(ec) X, = 92, 


Xn—m+k = Pr—m+k+1 


fiithren die M,_, der Schaar (b) in die Punkte eines Raumes Ry—m4n+t 
iiber, und, wie aus der 2. Nummer ersichtlich ist, werden durch dieselben 
je zwei unendlich benachbarte Flichenelemente des Systems (a), die ver- 
einigt liegen, in zwei ebenfalls vereinigt Viegende. Fliichenelemente des 
Raumes Ry—m+i4i verwandelt. 

Die letztere Eigenschaft der von den Gleichungen (c) begriindeten 
Abbildung des Systems (a) auf.den Raum R,_».4241 fiihrt zur voll- 
stiindigen Bestimmung der P: 





*) Es sind dies die in der friiheren Weise gewonnenen @; = c etc., nach 
den willkiirlichen Constanten c, ¢’, ce’, --+ aufgelist gedacht. 
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P= YW, (22, +++ in Py >** Pn); 
(d) Tea: Te Sete Set aa Sie Pa Sk Dae 
Pr-m+k = Va—m+e ( } ? 


Es wird also einem Fliichenelemente des Systems (a) ein Flichen- 
element des Raumes R entsprechen; dagegen miissen einem Flichen- 
elemente des letzteren Rawmes com-** Fliichenelemente des Systems (a) 
entsprechen, die zu je zwei benachbarten vereinigt liegen und demnach 
eine Integral- My—2, des Systems (a) bilden*). 

Es geht nimlich aus den friiheren Auseinandersetzungen (der 
2.— 4. Nummern) hervor, dass im Falle 


(e) dZ — P, dX, Set +9 Po-~mwtt AXn—m+e —= 0, 


und nur in diesem Falle, fiir die entsprechenden Flichenelemente von 
(a) die Gleichung Statt haben muss: 


dz — p,da,—--:-—p,da, =0. 


Die erwihnten Integral- M,,2;, machen eine besondere Schaar von 
Integralen der Dimensionszahl m— 2k aus; sie gehéren niimlich gleich- 
zeitig unbegrenzt vielen Integral- M,_; an. Und je zwei Integral- M,-:, 
die ein Fliichenelement (z2xp) gemein haben, besitzen nothwendig auch 
eine ganze M,,-2x gemeinsam. 

Denn, — ich wiederhole fast nur eine in der 1. Nummer gefiillte 
Bemerkung, — die allgemeinste Integral-M,_,.4; von (e) ist durch 
eine beliebige Punktmannigfaltigkeit von R dargestellt, und also ent- 
spricht einer jeden My +x von R eine Integral-M,_, vom Systeme (a); 
und umgekehrt. Weiterhin: je zwei Integral-M,_, von (a), die sich 
beriihren, entsprechen M,_,,,; von R, die eine Beriihrung von eben 
derselben Ordnung besitzen. 

Ich werde die genannten M,,_», als Charakteristiken von (a) be- 
zeichnen. Jede Integral-M,_x; ist, — mit der miglichen Ausnahme 
eingzelner (singulirer), — von Charakteristiken erzeugt. 

Aus dem jetzt Erérterten wird man insbesondere zu schliessen 
haben, dass die allgemeinste eindeutige (endlich -deutige) I'lichentrans- 
formation von R die allgemeinste derartige Transformation des Systems 
(a) in sich selbst abgiebt, die eine jede Integral- M,_, wiederum in 
eine (nicht oo) Integral-M,_; desselben Systems umformt. — Jene 
Transformation ist aber die Beriihrungstransformation**); darum ist es 
fiir die letztere Transformation charaktéristisch, dass aus Charakteristiken 


*) Aus dem Schlusse des vorangehenden Paragraphen erhellt, dass m > 2k. 
**) Siehe meinen Aufsatz in diesen Annalen Bd, IX. 
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des Systems immer wiederum Charakteristiken werden, und dass vereinigt 
liegende Charakteristiken wiederum in vereinigt liegende iibergehen. 


9. Zwei Gleichungssysteme im Raume 7,4;, deren Integral-M 
von grésster Dimensionszahl M,_; sind, — wo k fiir beide Systeme 
dieselbe Zahl ist, — kénnen auf denselben Raum FR abgebildet, und 
somit auf einander bezogen werden. Die Beriihrungstransformation des 
Raumes R wird dann das Bild der allgemeinsten endlich -deutigen Trans- 
formation von Integral- M,_, des einen Systems in solehe des anderen. 
Hierbei geht eine jede Charakteristik des einen Systems in eine Charak- 
teristik des anderen iiber, und Beriihrung wird eine invariante Be- 
dingung. 


10. Zwei beliebige Gleichungssysteme S, S’, fiir welche die Zahl 
der Dimensionen der bez. Integral- Jf grésster Dimensionszahl eine 
verschiedene ist, kéunen in der oben erwaihnten Weise beziehungsweise 
auf zwei Riiume R, Ft’ abgebildet werden. — Jede Correspondenz 
zwischen den beiden Riiumen wird eine Correspondenz zwischen den 
Systemen S, S’. Es kann sogar in folgender Weise eine endlich - deutige 
Beriihrungsbeziehung zwischen Integralen grésster Dimensionszah] beider 
entworfen werden. 

Sei R von der Dimensionszahl uw, F’ von der Dimensionszahl w+, 
unter v eine positive ganze Zahl verstanden. In R’ wihle ich will- 
kiirlich ein System partieller Gleichungen 1. 0., die in Involution 
mit einander sind, und gerade co“ gemeinsame Integralfliichen besitzen. 
Dieses System mége, so wie ich es friiher gezeigt habe (Math. Annalen 
Bd. IX. p. 316), auf den Raum FR abgebildet werden. Die Beriihrungs- 
transformation dieses Rawmes giebt dann in der That eine endlich -deutige 
Transformation allgemeinster Art von Integral-M von S in Integral- 
M’ von S’, wobei zugleich Charakteristiken von S in Charakteristiken 
von S’, eigentlich in Schaaren von vereinigt liegenden Charakteristiken 
von S’, iibergehen, und Beriihrung erhalten bleibt. 

Aber, wohl zu bemerken, durch ein Involutionssystem in R’ werden 
nicht alle Integral-M’' von S’, sondern nur eine beschriinkte Gruppe der- 
selben herauskommen kinnen. 


§. 3. 
Angabe zweier Anwendungen der entwickelten Theorie. 


11. Die im ersten Paragraphen behandelte Aufgabe wiirde auch 
etwa so formulirt werden kénnen: Ein System partieller Differential- 
gleichungen 1. O. ist vorgelegt, und man verlangt die Bestimmung 
solecher Functionen g (¢%,-++-%n), gp) (ea, -++an), +++, die fiir die 
Fiiichenelemente des Systems Ausdriicke von der Form ergeben: 
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(1) (2) 
ra 5 Sb ee 





gi da, + Ge, T°" 
ede ee ee 
dy dy dg 
de th gg th a, +" 
dg dg" dg” 
de, th gg th ag t 
Pa = — —— ‘ a 
dg dg” dg® 
de thgg th gt 
und deren Anzahl iiberdies die kleinstmégliche ist. — Ein jedes Glei- 
chungssystem : 
p (2%, +++ %) =—C, 
9 ( —C, 


9 ( =, 
welches diese Bedingungen erfiillt, stellt eine Punktmannigfaltigkeit dar, 
an die die Flichenelemente einer Integral- M grésstméglicher Dimen- 
sionszahl des vorgelegten Systems partieller Differentialgleichungen 


1. O. sich anschliessen. Die Functionen @ sind daher in der oben an- 
gefitihrten Weise zu gewinnen. 


12. Kine Anwendung dieses auf die neuerdings von mir in einer 
Note in den Sitzungsberichten der physikalisch-medicinischen Societiit 
zu Erlangen (6. Marz 1876) behandelten partiellen Differentialgleichungen 
2. O. im Raume R, (xyz), die, — ich bediene mich der daselbst ge- 
brauchten Ausdrucksweise, — Linienfliichen eines R,’ [die zweiten Diffe- 
rentialquotienten +, s, ¢ werden als Coordinaten der Punkte von R, 
interpretirt] repriisentiren, giebt fiir diejenigen dieser Gleichungen, deren 
Linienfliichen einer und derselben Congruenz in FR,’ angehiren, folgen- 
den Satz: 


Es seien gegeben zwei Gleichungen 2. 0., bedingt, die eine durch 
die Gleichungen 


A’ (zxypqmnurv) = 0, 


B( = (*), 
die andere durch 
A’ ( ) = 0, 
Cc’ ( ) = 0. 


Alsdann miissen diese zwei Gleichungen 2. O. eine alle Fliichenelemente 
- (exypq) des Raumes R, umfassende Schaar von gemeinsamen Contact- 


*) Man sehe den Schluss der citirten Note (oder die yvorangehende Abhand- 
lung von mir in diesem Bande). 
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charakteristiken besitzen, die ausserdem noch einer dritten ‘Gleichung 
2. O., niimlich der durch 


B (exypqmnyur) = 0, 
C'( )=0 
dargestellten als Contactcharakteristiken angehéren. 
Diese Charakterisfikenschaar geht, nachdem vermittelst der oben 


entwickelten Theorie zwei Functionen g (gxypq), w(zxypq) abgeleitet 
worden sind, als Charakeristiken im Raume (zrypq) einer Gleichung 


fiir x: 
[px] + 4x4] =90 
hervor. (Siehe die letzte Seite der citirten Note.) 


Ich will schliesslich noch andeuten, wie man die vorgetragene 
allgemeine Theorie direct fiir die Mechanik verwerthen kann. Sie er- 
ledigt folgendes Problem: 

Ein System materieller Punkte ist vorhanden und es sind den 

Kraften, die auf die Punkte wirken, m, in Bezug auf die Componenten 
der Krafte homogene, Gleichungen zwischen diesen Componenten und 
den Coordinaten der Punkte vorgeschrieben; man sucht nun fir die 
Punkte, d. h. fiir deren Coordinaten diejenigen Bedingungen anzugeben, 
die in kleinstméglicher Anzahl hinreichen, um,Gleichgewicht eintreten 
zu lassen; oder, man wiinscht, mit Hinzunahme der niedrigsten Zahl 
L verschiedener Operationen, Gleichgewicht herzustellen. 
; Anstatt Gleichungen vorauszusetzen, die in Bezug auf die Compo- 
nenten der Krifte homogen sind, hiitte man auch nicht homogene 
Gleichungen betrachten kénnen. Nur wiirde man dann auf solche 
L partielle Differentialgleichungen 1. QO. gefiihrt worden sein, in denen 
, die unbekannte Function ¢z selbst nicht auftritt. 


. Lund, 20. November 1876. 


Mathematische Annalen, XI. 








Ueber ein Flachennetz zweiter Ordnung*). 


Von 
Emi Torprirz aus Lissa (in Posen). 


Hesse hat seinen Untersuchungen iiber die Doppeltangenten der 
Curven vierter Ordnung**) die eindeutige Abbildbarkeit der Kegel- 
spitzencurve eines beliebigen Flichennetzes zweiter Ordnung auf eine 
ebene Curve vierter Ordnung zu Grunde gelegt und zeigte***), dass 
beide — Flaichennetz und Curve — gleichzeitig ganz allgemeiner Natur 
sind. Von dieser Beziehung Gebrauch machend, hat Frahm in einer 
kurzen Notiz}) die von Salmon in seiner Raumgeometrie}+) fiir 
immer mdglich gehaltene Darstellbarkeit dreier quadratischer quaterniirer 
Formen als Summen derselben fiinf Quadrate einer niiheren Unter- 
suchung unterzogen; aus dem Factum, dass die Hesse’sche Abbildung 
der Kegelspitzencurve eines durch derartige Formen repriisentirten 
Flichennetzes eine Curve vierter Ordnung von besonderer Art}+}7) ist, 
zieht er den Schluss, dass auch zwischen den Flichen des Netzes eine 
gewisse Beziehung bestehen muss, falls jene Darstelluny méglich sein 
soll. Es tritt hierbei noch der eigenthiimliche Umstand zu Tage, dass 
die Darstellung, sobald diese Beziehung Statt hat, nicht bloss auf ein- 


*) Die Anregung zu diesem Aufsatze verdankt der Verf. seinem hochver- 
ehrten Lehrer, Herrn Prof. Rosanes in Breslau. 
**) Hesse, Ueber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung, Crelle J. 
Bd, 49, p. 279—332. 
***) Ibid, p. 284. 
+) Frahm, Bemerkung iiber das Flichennetz zweiter Ordnung. Mathem. 
. Annalen Bd. VII, p. 635—638. 


++). Salmon-Fiedler, Raumgeometrie. 1. Aufl. Bd. II, p. 633; 2, Aufl. 
Bd. I, p. 166 und p. 282, 

+++) Es lassen sich ihr nimlich vollstindige Fiinfseite einschreiben, was bei 
der allgemeinen Curve vierter Ordnung nicht der Fall ist, wie Clebsch (Borch, J. 
Bd. 59) und Herr Liiroth (Math, Ann. Bd.I, p. 37—51) auf algebraischem Wege 
gezeigt haben; Herr Geiser behauptet in seinen Untersuchungen ,,iiber die 
Steiner’schen Siatze von den Doppeltangenten der Curven vierten Grades‘ 
(Borch. J, Bd. 72, p. 377) irrthiimlicher Weise das Gegentheil hiervon. 
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fache, sondern auf unendlich vielfache Weise geschehen kann. Unter 
Zuhiilfenahme des Sylvester-Clebsch’schen Satzes*) von der Darstell- 
barkeit der allgemeinen cubischen quaterniren Form als Summe von 
fiinf Cuben ergab sich daraus der weitere Satz: ,,Drei Flachen zweiter 
Ordnung kénnen entweder (im Allgemeinen) gar nicht oder auf zwei- 
fach unendlich viele Arten als Polaren einer I'liche dritter Ordnung 
angesehen werden.“ 


Der kurz angedeutete, indirecte Weg, auf dem Frahm zu diesem 
interessanten Resultate gelangt ist, soll im Folgenden durch eine ganz 
directe, rein algebraische Betrachtungsweise. ersetzt werden. Wihrend 
Frahm zuniichst die Frage untersucht, wann drei quadratische qua- 
terniire Formen als Summen derselben fiinf Quadrate darstellbar sind, 
und spiiter erst zeigt, dass sie sich unter derselben Bedingung als Polar- 
fliichen von Fliichen dritter Ordnung interpretiren lassen, bietet sich 
der umgekehrte Weg fiir die algebraische Behandlung als der bequemere 
dar. Die Combinante, deren Verschwinden das von den drei Flachen 
gebildete Netz als Polarfliichennetz einer Iliche dritter Ordnung charakte- 
risirt, zeichnet sich durch eine grosse Einfachheit aus; ihr Quadrat 
lisst sich als eine sogenannte Determinante gauche symétrique dar- 
stellen, und hieraus erkliirt sich dann in sehr einfacher Weise, dass 
die aufgestellte Bedingung entweder von keiner oder einer unendlichen 
Anzahl von Flichen zweiter Ordnung erfiillt wird. — Die Gleichung 
der Fliichen dritter Ordnung, deren Polaren die drei gegebenen Fliichen 
zweiter Ordnung sind, wird ganz direct hergestellt. 

Schliesslich ergiebt sich ein newer Beweis des erwihnten Sylvester- 
Clebsch’schen Satzes. 


§ 1. 


In der nachstehenden Arbeit werden folgende, iibliche Bezeich- 
nungen benutzt werden. Unter a;, y;, 2, ti, ---+, Gi, Biy Pir ++ ++, 
(¢ = 1,2,3,4)3 wi, vi, Wi, + +++, Diy Gey Ti +++ SOllen die homogenen 
Coordinaten von Punkten, resp. Ebenen, unter uw, der Ausdruck u,2, 
+ Uy %_ + Uy x, + u,x, verstanden werden. Ferner soll zur Abkiirzung 
die Determinante 

2 + a,b, ¢,d, = (abcd) 
gesetzt werden; (bcd); sei die Unterdeterminante, die zu a; adjungirt 
ist, so dass (abcd) = 2a; (bed); ist, wo sich die Summation, wie im 


*) Ausfiihrliche Darlegung und Geschichte dieses Satzes findet sich bei 
Gordan: ,,iiber das Pentaeder der Flachen dritter Ordnung“, Math. Ann. Bd. V, 
p. 341.—377; ebenso bei Salmon-Fiedler a. a. O. 2. Aufl. Bd. II, Cap. V. Einen 
neuen Beweis hat Reye (Borch. J. Bd. 78, p. 114—-122) geliefert. 


28 * 
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Folgenden iiberhaupt, iiber die Werthe 1, 2, 3, 4 des bezeichneten 
Index erstreckt. Endlich werde (a;b, — a,b;) = (ab). gesetat. 


Offenbar ist identisch: 


| Uz Uy Up Uy we 
Hy & m & 
q Yo & Mm & | =9, 
ty Ys & ms & | 
ty my & mm & | 
d. i. nach der eingefiihrten Bezeichnungsweise: 
C1) Wa(EnSy)— uy (En Sa) — ug (ag by) + tty (wEEy) + me (weeny). 


Zwischen den sechs zweigliederigen Determinanten (ab);, besteht 
folgende (dieselben auch als solche charakterisirende) Identitiit: 


(If) (ab),2(4b)g, + (4b)13(@b)4o + (@),4(40).5 = 0. 
Setzt man u; = (xyz);, so wird 
|@y Ay My M,| |X, Ly Ly Hy 


By by by by) +14 Yo Ys Y4| = PH ach, 
Cy Ce Cy Cy| |B, Sy By 8, 


(Il) (wabe)— (abe); (vy2): = 





und in ahnlicher Weise fiir (wv);.= (xy)rx, wo i, k, i’, k durch eine 
gerade Anzahl von Permutationen je zweier Nummern aus 1, 2, 3, 4 
hervorgehen soll, 














| 4, Gy As a, | 
| 
b, b, b. b 
1 9 D3 Oy ly Ay Aq A, | | 2%, Ly Ly XL 
(IV) (abuv)—| we ail... |= tedy— Gyles 
Uy Uy Uy Uy By by by by) |Yy Yo Ys Ms 
Vy U2 Vz Uy 


Fiir Formen héheren Grades wird zumeist von der symbolischen 
Bezeichnung Gebrauch gemacht werden. 


§ 2. 

Es erscheint zweckmiissig, die Lisung des folgenden, einfachen 
Problems vorauszuschicken, zumal ich es nur kurz und nicht voll- 
stindig an einer einzigen Stelle*) behandelt gefunden habe. 

Es sind drei beliebig im Raume gelegene Ebenen 

Pe=9, Ge=9, re=0 
und drei ihnen resp. zugeordnete Punkte &, 4, € gegeben; gesucht wird 


*) Paul Serret, Géom. de direction, Paris 1869, p. 182. 
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diejenige Oberfliche zweiter Ordnung, zu denen sie als Pole und Polaren 
gehoren. 

Da eine Ebene durch drei Punkte bestimmt ist, vertreten ein Pol 
und seine Polare die Stelle von drei conjugirten Punktepaaren; die 
Aufgabe verlangt demnach, eine Oberfliche zweiter Orduung zu finden, 
zu der neun gegebene Punktepaare conjugirt sind, und muss daher 
wenigstens eine Lésung zulassen*). In der That wird ihr durch die 
aus der doppelt gerechneten, durch €, y, € gelegten Ebene bestehenden 
Oberfliche zweiter Ordnung geniigt; denn beziiglich einer in eine 
Doppelebene degenerirenden Fliiche zweiter Ordnung hat jeder Punkt 
in ihr jede beliebige Ebene zur Polare. Dass diese ganz interesselose 
und daher als uneigentlich zu bezeichnende Lésung im Allgemeinen 
die einzige ist, erkennt man sofort; denn soll eine eigentliche, die 
Aufgabe befriedigende Flaiche zweiter Ordnung existiren, so muss es 
in der durch €, 4, € gehenden Ebene einen Kegelschnitt geben, in 
Bezug auf den &, , €. die Schnittgeraden dieser Ebene mit resp. 
Pe =, de = 0, rz = 0 zu Polaren haben**); dazu ist aber bekannt- 
lich nothwendig, dass §, 4, € und diese drei Geraden perspectivisch 
liegende Dreiecke bilden, was im Allgemeinen nicht der Fall ist. Soll 
aber auch eine eigentliche Fliche zweiter Ordnung der Aufgabe ge- 
niigen, so miissen die neun Punktepaare auch dieser conjugirt sein 
und kénnen daher***) héchstens eine achtgliederige Gruppe bilden; 
dann befriedigen die unendlich vielen Flichen des durch die uneigent- 
liche und eigentliche Fiche definirten Biischels die gestellte Aufgabe. 

Fir die Existenz einer eigentlichen Lésung reicht eine einzige 
Bedingung hin; das vorliegende Problem kann namlich auch so formu- 
lirt werden: 

Die Coefficienten einer quadratischen quaterniren Form a,? und 
drei Gréssen 2,-%, @ sollen aus den Identititen 


(A) An hg = NPry AgAy=4*Qz, Arndt = Ors 
bestimmt werden, die fiir jedes 2; (¢=1, 2, 3, 4) zu erfiillen sind. 
Hieraus ergeben sich folgende drei Gleichungen: 


(B) *IE—= On, OTE= TP, TP, = *45, 

in denen von den Unbekannten nur noch z, x, 9 und zwar homogen 
und linear vorkommen. Im Allgemeinen haben sie daher nur die 
Lésung t = 0, x = 0, 9g =0; dann erfordern die Gleichungen (A), 
dass &, 4, € Doppelpunkte der Flaiche a,? 0 sind; da die Punkte 
§, 7, € nicht in einer Geraden liegen sollen, so muss a,” = 0 die durch 


*) Hierfiir vgl. Rosanes, Ueber ein Princip der Zuordnung etc,, Borch. J. 
Bd. 76. 
**) Cf. Serret a. a. O. 
***) Cf. Rosanes a. a. Q. 
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§, », € gehende, doppelt gedachte Ebene darstellen; und dies ist die 
als uneigentlich bezeichnete Loésung. 


Um zu einer eigentlichen Lésung zu gelangen, ist daher wenigstens 
die Annahme erforderlich, dass die Determinante der Gleichungen (B) 
verschwindé, d. i.: 
(C) Prdrs — Pedry = 9, 
oder, geometrisch ausgedriickt, dass das Dreiflach p,==0, qz=0, r2=0 


und das Dreieck &, 1, € perspectivisch liegen; in diesem Fall ergeben 
sich dann die Verhiltnisse x: x: @ in eindeutiger Weise. 

Diese Bedingung reicht aber auch fiir die Existenz einer eigent- 
lichen Lésung hin; denn es kann eine solche sofort direct hergestellt 
werden. Zu diesem Zwecke mége zuniichst der Form a,” eine eigen- 
thiimliche Gestalt gegeben werden, in der ihre Coefficienten hauptsiich- 
lich nur in drei ihrer Polaren auftreten. Es ist nimlich nach (I): 


az? (Enty) = aeas (wmgy) + dean (wb y) + AgAe (TEHY) + Ax dy (Ey Ex) 
und 


Az Ay(ENF2) = ayag (xy le) + aya, (w$E2) + a,ar(xEy2) + a,a.(Enbx), 
woraus sich ergiebt: 
a.” (Enty) (Enb2) = [arag(enly) + ara,(eb&y)+ aeag(xé ny)) (nbz) 

+ [ay ag (0 $2) + ay ay (wfE2) + a, a¢(w& y2)) (Enb2) 

+ ays (nbz). 
Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, dass die durch folgende Gleichung 
gegebene Form a,’ den Gleichungen (A) geniigen muss: 
(D) ax? (En$y)(Eno2) = [eps (wnfy)+ xge(ebEy)+ or2 (x ny)| (En€z) 

+ [xp, (ene) +9, (x§E2) + or, (xEqz)] (EnEx), 

wo ¥;, 4 («= 1, 2,3, 4) ganz beliebige Gréssen und z, x, @ aus den 
Gleichungen (B) zu bestimmen sind. Davon iiberzeugt man sich auch 
leicht ganz direct; denn durch Polarisation ergiebt sich: 


Zazas (En€y) (EnS2) = [wpe(anby) +x ge(ebEy) + ors(xEny)] (En Ez) 
+ xpz(Enby) (Enb2) + xp, (Enb2) (Entx) 


und dies ist, da x, x, 9 den Gleichungen (B) geniigen, wenn iiber- 
dies von der Identitaét (I) Gebrauch gemacht wird: 


= 2apz (Enbty) (Enfz), 


a,A = UPz, 


also in der That 


ebenso 
az Ay = XxX Ux 


a,a¢ = Or,, W. z. b. w. 


Es entsteht die Frage nach der allgemeinsten Lésung; ist A,? irgend 
eine solche und a,” die in (D) dargestellte, so ist: 
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A,Ag=2'p,, A,A,=%* qe, AzAt=O'rs; 

Gzlg = APz, AxAy=—%Qze, GrAt = Orr, 

) wo x, x, @ ebenso, wie x’, x’, 9 den Gleichungen (B) geniigen miissen, 

weswegen auch A = 3 = “ =A ist. Setzt man A,? — da? =h,’, 
so ergeben jene drei Paare von Gleichungen: 

hehe =0, Tehy=90, hehe = 0, 


und diese: 
ha? = wu (Engx)*, 

wo w eine beliebige Zahl ist. Demnach ist jede Lésung unter der Form 
A? = ha,’ + w (Enga)? 

darstellbar. 


Hieraus geht hervor, dass dem gestellten Problem unter Annahme 
. der Bedingung (C) in allgemeinster Weise durch einen Biischel von 
Oberfliichen zweiter Ordnung geniigt wird, die sich simmtlich lings 
eines Kegelschnittes in der Ebene (§7€2)=0 beriihren. Ein derartiger 
Biischel besitzt nur einen Kegel, dessen Gleichung im vorliegenden 
Falle sofort herzustellen ist. Setzt man niimlich in dem Ausdrucke fiir 
a,” die Gréssen z; = y;, 80 reprisentirt a,? 0 einen Kegel mit der 
Spitze y, wenn 


Gz Ay (EN Sy) = Ty (wy) + % dy (wEEY) + Ory (wEny) 

fiir jedes x; verschwindet, zu welchem Zwecke man nur y als den 
Schnittpunkt der drei Ebenen p, = 0, gz = 0, rz =O zu betrachten 
braucht. Setzt man daher in (D) y¥; = 42 —(pqr), so ergiebt eine 
einfache Umformung namentlich unter Anwendung der Identitat (III) 
als Gleichung des Kegels 

| PE Pu PE ~ 

$2 | GW A Wt We oi 

toe  %); 9e 

TPs *de OTr Y | 
und der allgemeinsten Lésung des Problems kann nun die Form ge- 
geben werden: 

A? = 48, + uw (Enga)’. 
Das in diesem § zur Anwendung gebrachte Verfahren wird sich 

auch fiir den eigentlichen Gegenstand gegenwirtiger Arbeit sehr gut 
verwerthen lassen. 


8 3. 

Es sei vorgelegt das Problem: Unter welcher Bedingung kann man 
drei gegebene Oberfliichen weiter Ordnung als Polaren dreier Punkte 
in Besug auf’ eine Fiche dritter Ordnung auffassen? Welches ist diese 
Fliiche dritter Ordnung, und wo liegen die Pole? 
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Die Oberfliche dritter Ordnung und die drei Punkte sind durch 
19 + 9 = 28 Bedingungen bestimmt; das Problem liefert aber nur 
27 Gleichungen, und — insoweit ein solcher Schluss iiberhaupt berechtigt 
ist*) — scheint es unendlich viele Flichen dritter-Ordnung zu geben, 
die der Aufgabe geniigen. In Analogie mit dem Probleme des § 2. 
existiren allerdings, wie auf den ersten Blick zu erkennen ist, auch 
hier stets Lésungen, nimlich die in irgend eine beliebige, dreifach zu 
zahlende Ebene des Raumes degenerirenden Oberflichen dritter Ordnung; 
gleichzeitig sind als Pole irgend drei Punkte zu nehmen. Ausser diesen 
als uneigentlich zu bezeichnenden Lésungen giebt es fiir eine allgemeine 
Lage der drei Flaichen zweiter Ordnung, wie sich bald ergeben wird, 
keine. 

Algebraisch gefasst lautet das vorliegende Problem: Stellen 


= Dik Uj Le = Px” = pr*? = 0, 
i,k 
ZX Giz Xi Me = Ge” = Qa? = 0, 
i,k 
= Vix Uj Ly = ne — Yr? = 0 
i,k 
drei gegebene Fliichen zweiter Ordnung dar, so sollen die Coefficienten 
einer cubischen quaterndren Form a,*, sowie die Coordinaten dreier 
Punkte &, 4, € und drei Constanten x, x, @ so bestimmt werden, dass 
die Gleichungen 
(1) Q,,a¢=p,?, GO, a,—%*g,, a: at = ers 
von jedem beliebigen Werthsysteme x,, %., %,, x, identisch befriedigt 
werden. 
Mit diesen Identitiiten besteht dann zugleich folgende: 
Axp,* + wxq.? + vor. = da, ag+ waz? ay+ var ae = Ae dagt pnt rte 
Daher werden sich gleichzeitig mit den gegebenen drei Klichen 
stets alle Flichen des durch dieselben bestimmten Netzes als Polar- 
flichen ein und derselben Fliche dritter Ordnung auffassen lassen; 
da es nun in einem Oberflichennetze zweiter Ordnung — ausser in 
einem ganz speciellen Falle — stets unendlich viele Flichen ohne 
Doppelpunkt giebt, so sollen die drei gegebenen als von dieser allge- 
meinen Art vorausgesetzt werden. 
Die in (1) enthaltenen 30 Gleichungen besitzen die Eigenthiimlich- 
keit, dass nach der leicht ausfiihrbaren Elimination der Coefficienten 


*) Die Unzuverlassigkeit der blossen Constantenabzihlung ist sehr deutlich 
von Clebsch bei der Darstellung einer biquadratischen terniren Form als Summe 
von fiinf Biquadraten (Borch. J. Bd. 59, p. 143) hervorgehoben worden. Darauf 
beruht auch die in der Einleitung erwihnte falsche Annahme Salmon’s, dass 
drei quadratische quaterniire Formen stets gleichzeitig als Summen derselben fiinf 
Quadrate dargestellt werden kénnen. 
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von a,° noch 12 Gleichungen zwischen den &;, 9, §&, 2, x, @ tibrig 
bleiben. Polarisiren wir namlich die Identitaéten (1) nach einem be- 
liebigen Werthsysteme y,, y,, ¥,; Y,, 80 ergeben sich die ferneren 
Identitiaten ; 
AzMyAg = KPrPy, AyAyAy = *Yrqy, Ax Aydt = Orrry 

und hieraus die folgenden: 
(2) *qx Ie = OV2%n, Oe = EPzPt, APsPy = *Gode 
oder in nichtsymbolischer Form das 12 Gleichungen enthaltende System: 

* 2 duh =e 2 riwm, 
(2°) @ 2 rip bs = TZ Paha, el, 2, 3, 4. 

2 Pin = % = din ba, 


Die Annahme x =0, x0, 9 =O fihrt auf die schon erwahnten, 
uneigentlichen Lésungen; die Annahme, dass zwei oder eine von den 
Gréssen 2, x, @ verschwinden, erfordert Specialititen fiir das Netz und 
die Fliche dritter Ordnung, die wegen ihres geringen Interesses von 
vornherein ausgeschlossen werden sollen; daher wird es hinreichen, 
a, *%, @ als von Null verschieden zu betrachten, 


Sollen nun die 12 in Bezug auf die 12 Gréssen = bi, ~ mi; - bi 


(¢ = 1, 2,3, 4) linearen und homogenen Gleichungen (2°) wenigstens 
ein gemeinsames Lésungssystem besitzen, so muss ihre Determinante 
0 0 0 0 =r —Te—N3—-T M1 Ne Ns Ga 
0 0 O 0 —Fe4—129—o3 To Aor M22 a3 At 
0 0 O0 DO ~—F3; —132—%3—134 931 dre Ws3 Iss 
Yan "a2 "a3 — 4g Man aan Man Ua 
0 0 0 0 py —Pi2—Pis—Pis 
a | "x Tx 3 4 9 0 0 O —po —P22 —P23—Po 
(3) | Me a ee ee 
P31 —P32 —Ps3 —Psa 
| ta te "1s ry «=O 09 O O ~~ —Pi2—Pis—Ps 
—Hi~- U2 U3 Us Pu Pre Pis Pui 9 0 0 0 
et —F22- 923 —as Pr Poe Pros Py 8  O oS 
—431 —%2 —%32—31 Ps: Ps Pss Px» 9 O OD 0 
—d -GUe—-Us— Iau Pu Pe Ps Pu 9 O O 0 


sein. Dies ist eine sogenannte Determinante gauche symétrique und 
zwar geraden Grades und daher ein volles Quadrat*). Wir bezeichnen 





*) Cf. Baltzer, Determinanten. 4, Aufl, §. 5. 8& I, 
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sie demnach durch A’?; um A’ selbst zu finden, multipliciren wir sie 
zweimal mit der symmetrischen Determinante : 


la, @ w w& 0 000 00 0 0} 

BB B B 9 0 0 0 0 0 O O| 

4m %% 9 : 00000 0 01 

8, 6, & 8 0000000 0; 

| 000 0 aagage«e-%90.0 0 | 

00 0°0 6 & B B 9 0 0 O| | 
| 0000% mmm 0 0 0 0 bre); 
oe @ 68 4.4 G& ah @ 8 O €| 
19 0000 0 0 Oa & a | 
000 0 0 0 0 0 B B Bs By! 

109 0000 0 0 OY HM Ms % 


ioe © € 6 6 0 66 & ‘4 4, 
dann ergiebt sich, wenn: 


= Pin Xie = P (xy), = Vk LY. = Q (xy), = Tinie = R(ay) 


gesetzt wird, wiederum eine Determinante gauche symétrique: 
0 -- 0 R(aa)-- R(ad)—Q(aa)--—Q (ad)! 
0 -- . Ria) -- R(68) — Q(8a). -— (08) | 
| —R (aa) - -— R(ad) O .-: 0 P(aa)-- P(ad)| 
ee nal | 
. —R (da) --— R(dd) QO -- 0 P(da)-- P(dd) 
Q(aa)-- Q(ad)— P(aa)--—P(ad) 0 -- 0 .| 


Q(8a)-- Q(68)—_P(da) -- — P(68) 0 es 0 


Die bisher beliebig gelassenen 16 Gréssen «;, B;, yi, 0; (i=1, 2, 3, 4) 
werden am zweckmissigsten als die Coordinaten des den Flachen 


q.* = 0 und r,? = 0 gemeinsamen Systems harmonischer Pole definirt; 
alsdann ist: 


Q(aB)—0, Q(ay)—0, Q(ad)—0, Y(yd)=—0, Q(d8)—0, Q(By)—9; 
R(ap)—0, R(«y)—0, R(ad)—0, R(yd)—0, RB)—0, R(By)—0. 
Die letzte Determinante reducirt sich dann, wenn man ihre vier 


letzten Verticalreihen resp. mit R(aa), R(pB), R(yy), R(éd) multi- 
plicirt und zu den entsprechenden der vier mittleren, mit Q(a«) resp. 








RD mr~a — Ft es 








N? («By 0)° = 
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Q(BB), @(vv), @(89) multiplicirten Verticalreihen addirt, auf eine 
achtgliedrige Determinante. Verfaihrt man nun mit dieser in aihnlicher 
Weise, indem man die ersten vier Horizontalreihen resp. mit Q(@ «), 
Q(BB), Q(vv), Q(Gd) und die letzten vier mit R(aa), R(BB), Ry y), 
R(6d) multiplicirt und diese entsprechend zu jenen addirt, so ergiebt 
sich endlich eine viergliederige Determinante und zwar widdovens gauche 
symétrique, nimlich, wenn Q(xx) = Q(x), R(ax) = R(x) gesetzt wird: 
| 0° P(«B) (Q(a) R(B)— R(«) Q(B)] 
| P(B«) (Q(B) R(«)—R(B) Q(@)] 0 
| P(y@)[Q(7) R)—R(y)@ (@)] P(vB) (Q(7) R(B)—R(r) @(B)] 
Pda) [Q(9) R(a)— R(9)Q(a)] P(9B) [O@) RB)— RE) Q(B)] 
Play) (Q(e) R(y)~R(@)Q(r)] P(«d) (Q(«) RO)- “R(a) Q@))| 
P(By) (Q(B) R(y)— R(B)Q(y)] PBS) [0(B)R(O)—REB) Q))| 






0 P(y8) [Q (7) R(0)—R (v) Q(0)] | ° 


P(A) (@ (8) R(y)—R(9) Q(7)] 0 


Fiir eine solche lisst sich aber die Quadratwurzel sofort nach der ein- 
fachen Formel: 


0 a—be 


\~4 ine > 1| = (ad+bg+ef)? 
| : —f 0 
L=¢ -« —@ 0. 
herstellen; es wird 
N' («By 0)>=P(«B) Ply 9) (Q(@) R(B) — R(a@) Q(8)) (Oly) R(0)— Rly) Q(0)] 


+ Play) PO) (O(a) Riz) - i ee) Q (7) ] L@ (8) R(B) — R() QB) 
+ P(ad) P(By) (Q (a) R(d)— B (a) Q(8)} [Q(6) Ry) — RB) Q(7)] 
oder anders geordnet: 
Pip sivinne abr de 7) Q(9) ane (8) | [P(«d) P = ee een 
+[Q(«) Q(y) B(9) ges 0)@ an (a) Ry) |[ P(«B) P(yd)— P(ad) P(By)) 
+[Q (a) Q(8) R(B) Ry) + Q(B) Oy) RB (@ Kd) [P( one 00 P(aB) P(yd)}. 
Um nun den Factor (af y9d)* wieder zu beseitigen, wird am besten 
die symbolische Bezeichnung eingefiihrt; dies giebt: 


N (a By 9)® = (qa? qs? 7? 18? + 9)? G0? Fa? 13") De Pes (PEP —Dy Ps ) 

+ (qu? gy? ra?rs'? + Ga*Qp? 1a? ry?) Day (PePs — Pape ) 

+ (qa? ga? 3?17y? +9674)? a? 8*) Paps (Py Ps — DpP;') 
oder durch Vertauschung der gleichwerthigen Symbole p und p’ und 
Addition des Resultates: 


(4°) qa? qa"? (py pa- PoPi)—| 


; ; aS 
rs? (PaPs —PpPa)—=| 
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(4) — 2A’ (ap yd) 
= (qa? qe? 7,7 79? + Gy? G8? Fa? 18) ( PaPs —PpPe) (Py Pi —Papy ) 
+ (qa? Gy? 19? 15? + G5?Qa? ra? ry?) (Pa Py —PyPa) (PaPs — Pape ) 
+ (qa? qa? rs? ty? +95? Gy? ra? 18) (Paps —PaPa) (PpPy—PyPp)- 
(Diese Gleichung wird weiter unten [vgl. § 6.] noch eine ander- 
weitige Anwendung finden.) 
Man bemerke nun, dass in Folge der den Grossen «;, Bi, 7., 9; 
verliehenen Bedeutung: 
| Pa Pp Py Ps 
Po Pp Py a 
| da’ dads Gady GaGs 
We Ga Wp? Wey Is Ys 
Po Pp Py Do | 


= ads = + Pap G15= 


Pp Py Po 
[Tye Ty¥p ry? TyTe 


ry Vs D+ Papp rd = 
irae rarg vary va? 
also: 
Ga? Qs? 1y 13? (PaPs —PpPu) (Py Ps —PaPy) 
=$ (eds — Gp de’) (ry 78 — rary) (pp ay) (PP rr’) (@ By d)? 
ist; da sich die iibrigen Terme der Formel (4) in ahnlicher Weise um- 


gestalten,.nimmt diese, wenn auf beiden Seiten der Factor («Bp y0)* 
fortgelassen wird, die Gestalt an: 


— 8N' («By 8) = (pp'aq) (pp rr’) >< 
[(dadp — 9p Ga) (%y 8 — Vary) + (dys —Gady) (Tats — pre) 
+ (GaG/—G Ge) (ra7s'—1pr9') + (Gade — F398) (vary — rye’) 
+ (qaGs’—GsGa) ("ary —ryr8) + (4p97— 499) (Tats — Tare) 
4 We Gy QB | 


Ft , , Ul , da Ue dy qe | ; 
—(pvag(ePrr)|, oe, ra\7 


(pp ag) (pp rr’) (qqrr’) («By 9), 
| a re ty va 

oder 8A’ = (grq'r’) (rpr'p’) (pap'd). 

Setzt man also: , 
(5) A= (arg) (rpr'p) (par'”), 
so ist die Determinante (3) = ; A’. 

Es besteht nun folgender Satz: Ist die Determinante eines Systems 
von einer geraden Anzahl linearer, homogener Gleichungen gauche symé- 
trique, so besitzt dieses System entweder — falls dieselbe nicht verschwin- 


4 (QaGp— We Va) (pp'qq)(@By 9), 


hiryra—rery) (pp rr’) («By 9), 








ian el ae ee 









By 3), 


By 0), 
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det — (ausser dem nichtssagenden, aus lauter Nullen bestehenden) gar 
kein, oder — fails sie verschwindet — im Allgemeinen zwei von ein- 
ander linear unabhingige*) Auflésungssysteme, also abgesehen von - 
einem Proportionalititsfactor eine einfache Mannigfaltigkeit solcher**). 
Hieraus folgt, dass die Gleichungen (2*) im Allgemeinen keine ge- 
meinsame Lésung haben ; ist aber die Bedingung A=0 erfillt, so wird 
ihnen von je einer einfachen Mannigfaltigkeit von Punkten &, n, 
geniigt. Die Auflésung derselben ergiebt, wenn P die Discriminante 
von pz” und 2; die Symbole der adjungirten Form von p,? bedeuten: 


g aP +; = *4§ Qn%i, 
(6) aP-€ =oriram:, (¢=1, 2,3, 4). 


(7) . qa¥n = (q rab = 0. 


Die Determinante der letzten vier Gleichungen kann sich nur durch 
einen Factor von A? unterscheiden, und man kann auch auf diesem 
Wege A auf die Form (5) reduciren. Verschwindet diese, so bleiben 
nur zwei von den vier Gleichungen von einander linear unabhingig; 
der Punkt € und in derselben Weise y und € sind daher nur auf je 
eine Gerade beschrinkt, aber in der Weise, dass jedem Punkte der einen 
Geraden je ein ganz bestimmter Punkt der beiden anderen_Geraden 
zugeordnet ist, wie es die Gleichungen (6) verlangen. Diese Geraden 
sollen ihrer Bedeutung wegen kurz als die Polgeraden der Fliachen 
p22 =0, resp. gz2—=0, rz? == 0 bezeichnet werden. Die Gleichung 
der Polgeraden in Liniencoordinaten (wv), ergiebt sich aus (7) ohne 
Weiteres; fiir p,? = 0 lautet sie garx(qruv) = 0, und dies ist in der 
That wegen der Bedingung A = 0 die Gleichung eines speciellen Com- 
plexes, d. h. einer Geraden. Allgemeiner ist jeder Oberfliche des Netzes, 
das durch p,? = 0, g.2 = 0, r,? = 0 bestimmt ist, eine Polgerade -zu- 
geordnet***), Dem beliebigen Punkte € auf der Polgeraden von p,?—0 
entspricht auf jeder Polgeraden ein einziger bestimmter Punkt; die 
Coordinaten des entsprechenden Punktes auf der Polgeraden von 


+) D. h. simmtliche Auflésungssysteme setzen sich aus zweien linear zu- 
sammen, 

**) Zum Beweise dieses Satzes sei bemerkt, dass — wie sich namentlich 
unter Benutzung von Baltzer a. a O. § 7, 2 leicht ergiebt — mit einer Deter- 
minante gauche symétrique geraden Grades zugleich ihre ersten Unterdetermi- 
nanten verschwinden, die zweiten hingegen im Allgemeinen nicht mehr; dies 
verbinde man mit dem ibid. § 8, 2 angegebenen Satze von Kronecker. 

***) Im Falle eines allgemeinen Netzes stellt q,7,(qrwv) =0 nur dann eine 
Gerade dar, wenn p,? = 0 ein Kegel des Netzes ist, und zwar ist dies diejenige 
Gerade, in der sich die Polarebenen der Spitze dieses Kegels in Bezug auf alle 
Flichen des Netzes seéhneiden; durch die Bedingung A= 0 ist aber jeder Fliche, 
auch wenn sie kein Kegel ist, eine Gerade zugeordnet, niimlich die Polgerade. 
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Ap.” + uq.? + vr,2 =0 sind in Analogie mit den Gleichungen (6) 
proportional den Gréssen: 
(ApsPa+Fededa +¥rsra)m (i=1,2,3, 4). 
Nun ist aber allgemein: 

PxPatla = pz (pp pp”) (up pp”) 
und dies nach einer der Identitit (1) analog gebildeten: 

= (pp pp”) [us (pp'p" p”) + pe (upp yp”) — pr” (upp p”) 

+ pe" (upp p’)) 

oder nach geeigneter Vertauschung gleichwerthiger Symbole: 


’ "+e 


= (pp'p’p’”)[us(pp' pp”) — pelup' pp”) — pe (up'p’ p’”) 


— px (up'p” p”)| 
= UrPa? — 3PrPatta; 
also 

PxPnta =f pr - Uz. (a) 

Daher ist p; p22; proportional zu §;, ebenso wegen (6) geqa%; 20 9; 
und rs%_m; zu €;, und es werden demnach die obigen Coordinaten pro- 
portional Ausdriicken von der Form 4’&; + wn; + vf; daraus folgt: 
Kinander entsprechende Punkte auf den Polgeraden des Netzes liegen 
in ein und derselben Ebene. (Ebenso wird klar, dass einander ent- 
sprechende Punkte auf denjenigen Polgeraden, die einem aus dem Netze 
herausgenommenen Biischel entsprechen, auf ein und derselben Geraden 
liegen.) Durchliiuft ein Punkt eine Polgerade, so beschreiben die ent- 
sprechenden Punkte projectivische Punktreihen; die Ebenen, in denen 
einander entsprechende Punkte liegen, umhiillen daher eine abwickelbare 
Fliche vierter Ordnung, deren Riickkehreurve eine Raumcurve dritter 
Ordnung C, ist*). Es ist dies eine covariante Curve des Netzes, die 
erst in Folge seiner Eigenthiimlichkeit, die Bedingung A = 0 zu be- 
friedigen, zu den covarianten Gebilden des Netzes hinzutritt. 

Der Zusammenhang zwischen den Polgeraden und dieser Raum- 
curve C, wird durch den folgenden, aus den Gleichungen (2) sich so- 
fort ergebenden Satz klar: Ist § ein Punkt der zu p,?, —0 gehorigen 
Polgeraden und & der Schnittpunkt der Polarebenen von & in Bezug 


*) Setzen wir 


Polat, (PGTe) =1 Su, 
und sind & und é’ zwei Punkte der Polgeraden von p,”, bezeichnen wir ferner 
lSpjp,=A,, lly pyp, = B,, Ll?pp,=C,, I pp,=D,, 
so ist die Gleichung der Fliiche 4. Ordnung , 
4(A,C, — B,) (B,D, — C,2) — (A, D, — B,C,)* = 0, 
und die Raumcurve C, ist dargestellt durch: 
A,: B,:C,: D,=1:6: 6: 63. 











—orm® 


-_ 














Ueber ein Flichennetz zweiter Ordnung. 447 


auf die Fliichen des Netzes, so ist die Polare von & beziiglich p,?—=0 
eine Schmiegungsebene der Raumcurve C, und zwar diejenige, die durch 
~ geht; durchlauft daher & die Polgerade, so umhiillt gleichzeitig diese 
Polare die Raumeurve C,. 

Schliesslich mége noch eine Interpretation der Gleichungen (2) 
erwihnt werden; multiplicirt man diese nach der Reihe mit drei be- 
liebigen Constanten 4, B, I und addirt, so ergiebt sich: 


TP iry— Bry Pe + *Uag—ry Ve + OM BE—Ay “se = 95 
demnach haben die drei Ebenen 
Piry—BH Px = 9 Nat—ry Ie= 9 "eg—ay Ts = 


eine Gerade gemein, woraus der Satz folgt: Sind &, 7, € drei Punkte, 
die den Gleichungen (2) geniigen, und trifft eine Gerade das von ihnen 
gebildete Dreiseit in drei Punkten und zwar die Gerade (7§) in a, 
(€&) in B und (§y) in y, so haben die Polaren von a, B, y in Bezug 
auf p,? =O, resp. gz? = 0, rz? =O wenigstens eine Gerade gemein. 


§ 4. 

Im vorigen § hat sich die Bedingung A= 0 als eine fiir die 
Existenz eigentlicher Lézungen des Problems nothwendige herausgestellt. 
Sie ergab sich als solche bei der nunmehr vollstandig durchgefiihrten 
Auflésung der Gleichungen (2), die eine Folge der Gleichungen (1) waren. 
Um nun anch diese und damit das an die Spitze des § 3. gestellte 
Problem vollstindig zu lésen, wire zweierlei nachzuweisen: einmal, falls 
die Auflésungen der Gleichungen (2) sdéimmtlich den Gleichungen (1) 
geniigen sollen, dass die Gleichungen (2) die einzigen zwischen 2, x, @, 
§;, yi, §& bestehenden Gleichungen sind, die sich durch Elimination der 
Coefficienten von a,* aus den Gleichungen (1) ergeben; dann: wie viel 
von den Gleichungen (1) zur Bestimmung dieser Coefficienten noch 
iibrig bleiben und von einander unabhingig sind. 

Dieser directe Weg fiir die weitere Behandlung des Problems wiirde 
erhebliche Schwierigkeiten bieten, deren uns folgendes einfache, dem 
des § 2. ganz analoge Verfahren itiberhebt. Es soll nimlich die Glei- 
chung einer Fliche dritter Ordnung, die den Gleichungen (1) geniigt, 
wirklich hergestellt und dabei nur vorausgesetzt werden, dass die in ihr 
auftretenden Gréssen den Gleichungen (2) geniigen; hiermit ist dann der 
erste Nachweis geliefert. Sodann wird mit Hiilfe der gewonnenen Lésung 
die allgemeinste cubische quaterniire Form angegeben werden, die die 
Gleichungen (1) befriedigt. 

Zunachst mdge der allgemeinen cubischen quaterniren Form eine 
zweckdienliche Gestalt gegeben werden. Die Identitit (I) liefert folgende 
identische Gleichungen: 
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az° (Eyby) = az? [ag (enby) + ay(xSEy) + az (wény)|+-a2*ay (Enbz), 
Gz? Gy (BNb#) = Gedy [ag (xy be) + ay (ebEe) + az (véne)]+ aeaya,(Eyba), 
Gz Gy a, (ENEt) = aya, [ag(e n't) + a,(ebEt) + a; (wént)]+ aya,a.(Engz). 

Wird die erste mit (Eyfz) (En ft), die zweite mit (Enfx) (EnEt), die 
dritte mit (yz)? multiplicirt und darauf addirt, so resultirt die ge- 
wiinschte Darstellung von a,*, die darauf fiihrt, eine Lésung a,* der 
Gleichungen (1) in folgender Form zu suchen: 

(8) aa* (Enfy) (Bubs) (Eb?) 
=[xp.’ (enby)+ xge” (wbéy) + or.” (eEny)] (Ene) (Enée) 
+ [2 pepy(enbs) + % dx dy(ebE2) + Ore ry (wm 2)) (Enkt) (Enka) 
+ [xpyp.(engt) + xqyq.(ebEt) + oryr. (ent) (Eybz). 

In der That erweist sich diese Behauptung auch ganz direct als 
richtig unter alleiniger Annahme, dass z, x, @, &, m, € ein Lésungs- 
system der Gleichungen (2) ist. Dazu polarisire man nach &, dann 
lassen sich aus dem Resultate mit Hiilfe der Gleichungen (2) die Symbole 
q: und 7; beseitigen, und die Anwendung der Identitaét (I) fiihrt sofort 
auf a,’a¢: = 2p,"; ebenso ergiebt sich a,?a, = xq,?, a,?at = er,’, 
w. z b. w. 

In der gewonnenen Lésung (8) sind y;, 2;, ¢; ganz beliebige Gréssen, 
und sie scheint daher eine sehr grosse Mannigfaltigkeit von verschiedenen 
Formen zu umfassen; ausserdem lassen noch z, x, @, &, yi, & im 
Wesentlichen eine einfache Mannigfaltigkeit von Werthen zu. Eine 
ebenfalls schon im § 2. angewendete Schlussweise ergiebt nun aber, 
dass es tiberhaupt nur eine zweifache Mannigfaltigkeit von Lésungen 
fiir die Gleichungen (1) giebt. Es sei a,° die in (8) gegebene Liésung 
und A,* eine beliebige, mit der alleinigen Beschriinkung, dass beiden 
ein und dasselbe, den Gleichungen (2) geniigende Werthsystem &;, 9,, & 
zu Grunde liegen soll; dann ist: 

A,? Ay = 2'p,?, A,*A,=%q.?, Az?At = Q1,’; 

G,°ag = 2Apz*, Az? Gy —%Qz", G2°?a¢ = eErz’, 
worin 2, x’, go’, &:, yi, & und a, x, @, &, y, € Lésungssysteme von 
(2) sind; denselben Gréssen &;, ;, € entsprechen aber, wie aus (2) so- 
fort zu erkennen ist, Gréssen 2, x, @, die sich nur um einen allen 
dreien gemeinsamen Factor indern kénnen, d. h. 2’: x: 9 =a: %: 0 


oder = — ~*~ — . a uw. Setzt man daher A,* — wa, =—h,'*, 80 
4 


“ 
ergiebt sich aus den obigen Gleichungen hierfiir: 
h2he=0, hath, =0, hh; =—0; 
d. h. h,’=0 ist eine Flache mit drei dreifachen Punkten &;, 4;, €;, woraus 


ha = v (Engx)§ 


bei beliebigem v folgt. 
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Demnach ist 

(9) A,’ = was’ + v(Eqfa)$ 

die allgemeinste Lésung von (1), worin &;, ;, & irgend ein Lésungs- 
system von (2) und a,° die particuliire Lisung (8) bedeutet; und, da 
die Gleichungen (2) eine einfache Mannigfaltigkeit solcher Systeme 
liefern, so existirt im Allgemeinen eine einfache Mannigfaltigkeit von 
Flaichenbiischeln dritter Ordnung, d. i. eine doppelte Unendlichkeit*) 
von Lésungen des Problems, immer unter der Voraussetzung, dass der 
Bedingung A = 0 geniigt wird. 

Fiir a,° ist in (9) eine beliebige der in (8) enthaltenen Formen 
zu setzen; es bietet sich hier nicht, wie bei dem Problem im § 2. eine 
einzige, ausgezeichnete und hinreichend einfache Form dar, die hierzu 
besonders geeignet wire. Setzt man in (8) 2; —=¢;=— y;, so wird: 
(10) az (En&y)* 

=([xp.” (xnty) + «qe? (wbEy) + ers? (wEny)] (Enby) 

+ [a pery (wnby) + % G2 Gy (SEY) + Orary (wEny)] Enby) (Enka) 

+ [xp,? (xnfy) + xq (wSéy) + er,’ @wEny)] Enka)’. 
Dann wird a,? = 0, und es stellen daher die in (10) definirten Flichen 
a,>=( diejenigen Oberfliichen der Schaar (9) dar, die durch den Punkt 


y gehen; fiir beliebig gelassene y; vertritt daher (10) die Gleichung (9) 
volistiindig. Aus (10) folgt: 


Gz? dy (En Sy)? = [wpe py (UNSy) + #2 dy (wtéy) + ore, (@§ ny) (Enty) 
+ [ap,? (anby)+ xq? (wéy) + er,? (wEny)] (Engz) 


und weiter: 


Agdy (Enby) = xp,’ (wnsy) + «gy? (wbEy) + or,’ (wEny). 

Fir p,? = 0, g,? = 0, r,? = 0, d. h. so oft y ein Basispunkt des 
Netzes ist, verschwindet daher a,a,? identisch, und a,° =O enthilt 
einen Doppelpunkt y. Jede Lésung &;, 4:, € der Gleichungen (2) liefert 
demnach — entsprechend den 8 Basispunkten — 8 Fliichen 3. Ordnung 
mit einem Doppelpunkt. Der Beriihrungskegel in einem solchen hat 
die Gleichung: 


Sa? = MP Py (aby) + * Gedy (UEEY) + Orery(wEny) = 0. 
Hieraus ergeben sich die Identitaten s,s: = pr py, S28, = Q2Qy) 
SxSt = Y,7y, die den Zusammenhang der Pole mit den Tangentenebenen 
an die Flichen des Netzes in seinen Basispunkten leicht erkennen lassen, 
Wie aus (9) hervorgeht, findet zwischen den Flichen des zu einer 
jeden Lisung &, 9, §& gehdrigen Biischels eine doppelte Beriihrung 





*) Der eine Parameter dieser Schaar tritt im ersten Grade auf, der andere 
im achten Grade, der sich nicht erniedrigen zu lassen scheint. 
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in einer ebenen Curve dritter Ordnung statt; diese liegt in der durch 
—, 7, € gehenden Ebene und ist diejenige Curve dritter Ordnung, deren 
Polarkegelschnittnetz identisch ist mit demjenigen Netze, das von jener 
Ebene aus dem gegebenen Fliachennetze zweiter Ordnung ausgeschnitten 
wird, 

Ausser den 8 erwihnten Oberflichen mit einem Doppelpunkt und 
der dreifach gezihlten Ebene durch &, 7, € giebt es in jedem einer 
Liésung £, 4, & entsprechenden Biischel keine Oberfliiche mit viel- 
fachem Punkte; denn durch einen solchen miissten auch ibre Polar- 
flichen gehen, also p,? —0, g,? = 0, r,” =O in ihm einen gemein- 
samen Punkt haben, was nur fiir die 8 Basispunkte der Fall ist. 

Hiermit ist das Problem vollstiindig gelést, und es mége hier 
beiliiufig darauf aufmerksam gemacht werden, dass es auch mit Hiilfe 
der Theorie der simultanen, partiellen Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung behandelt und umgekehrt als eine Anwendung derselben verwerthet 
werden kann. Es ist niimlich offenbar identisch mit der Aufgabe, eine 
Function f von #,%,%,%, zu bestimmen, welche den Differentialglei- 
chungen geniigt: 


é, ja th am oE + § OF 4g, ae 


OX; 
n is + Ne > - 4 Ns Ox =! oy Ny iE — 34x" 
7] P ‘ 
6 pith fe+hs 1 E+, ff Bert, 


wozu noch die One ‘ie “caer tritt : 
of ‘ 
wy hb ty PE + ty PE + x, PL mae. 


Die Integration dieses Systems simultaner, partieller Differential- 
gleichungen 1. Ordnung ergiebt sich aus einem von Herrn Mayer*) 
bewiesenen Satze, (der die Grundlage der Lie’schen Integrations- 
methode bildet und) dem in Riicksicht auf den vorliegenden Fall die 
Form gegeben werden kann: 


»Sind Fy,---+, Fn: soleche m—1 Functionen von q,, ---, qn; 


»Pm+i,***s Pn, f, (WO py zur Abkiirzung fiir of gesetzt ist), welche 
»den Bedingungsgleichungen : - 


*) Math. Annalen Bd. VI, p. 188, Satz IX. Statt desselben kann man ebenso 
bequem auch die Jacobi-Mayer’sche Methode (Math. Annalen Bd. V, p. 466) 
anwenden, die in dem vorliegenden Falle mit der du Bois-Reymond’schen Me- 
thode zur Integration derjenigen linearen totalen Differentialgleichungen, denen 


durch ein Integral Geniige geschicht (Borchardt’s Journal Bd. 70, p. 312), 2u- 
sammenfillt. 
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OP, OP, OP, f 





a1 8(F:—p) O(F,—p,) 0(F;—p)0(F,—p 
n(@) (Fi—pi, Fa—pa) = > ‘7 ) oa — Pa) _ )o (Fa a)| _ 
1 


yidentisch geniigen, so besitzen die m — 1 partiellen Differentialglei- 
,chungen mit zusammen » unabhiingigen Variabeln: 
Fs: Lda 

n(B) ~~ F,, ae | = Far 
yeine gemeinsame vollstindige Lésung mit » — m+ 2 willkiirlichen 
,Constanten, und diese Lésung lisst sich durch vollstindige Integration 
,einer einzigen partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung mit nur 
,noch » — m+ 1 unabhiingigen Variabeln in folgender Weise finden: 

»Man fiihre an Stelle von q, + + + Qm—i die Gréssen 22, - + + Zm—1 als 
yneue Variable durch die Gleichungen: 


a =a +(#-a)m, 


n(?) 


m1 = An—1 + (x —a) Lmn—-1 


pein, im denen aa +--+ @»—, unbestimmte Constanten sind; hierdurch 
»verwandeln sich die Gleichungen («) in folgende: 
m—1 . 
ow 7 oV 
(9) ‘te xt, F',, am (w~—a), oo 5 0 ip 4 = F';_; (w—a). 
1 
vist nun V = p(X, +++ Ln-1Gm+** In bm+++b,b) eine beliebige 
»Vollstindige Liésung der ersten Gleichung (0), in der 2, +--+ %p-1 als 
Constante zu betrachten sind, so setze man V= V+ Due und sub- 
»stituire darin fiir a@,,-+ @» b~-++b» ihre Werthe aus den 2(n—m-+1)+1 
»Gleichungen: 





av a ow 
a, cb aw’ ae 
” Ow aed Ow ’ da, = Ce Ow ? y=C, 4£=—=M,-°°,N, 





Ob, ab Ob 


»Worin y durch die Substitution = a, qm = 4m, ++ *s Un = Gy aus HY 
,entsteht. 

»Man erhialt hierdurch eine Function V von 2, +++ %m-—1 Gm*** Qn 
,und den willkiirlichen Constanten ¢»,-++C¢, ¢, die eine gemeinschaft- 
yliche, vollstindige Lisung von (0) ist und daher durch die umgekehrte 
Substitution (y) tibergeht in eine vollstiindige Lésung der gegebenen 
»Gleichungen (p)*. 


29* 
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Wendet man diesen Satz auf das vorliegende System von 4 par- 
tiellen Differentialgleichungen mit 4 unabhiingigen Variablen an, so 
ergeben die Gleichungen (a) als nothwendige und hinreichende Be- 
dingungen fiir die Existenz einer gemeinsamen Lisung wiederum die 
obigen 12 Gleichungen (2*), die die Gréssen £;, ;, § in der angegebe- 
nen Weise bestimmen. Um nach Vorschrift des Satzés die vollstiindige 


Lésung selbst zu finden, lése man zunichst das System nach é if . 
1 


of of of 


don? Dm? Om auf; dies giebt: 


$e a [fx {xp.?(nga)i tugs" (6Ea)i+ ertnoi} |, i—1,2,3,4, 
wo t; = (7); ist. Sodann wende man die Substitution: 
%=y,+t-h, Q=y+t-t, H—y+t-t, ~—y,+t-t, 


auf die Gleichung: 


of 


Sem Sy fe tapatatens + arte): + eral 





an, wodurch dieselbe iibergeht in: 

(ty +t-1)) fF —3y,- f= —3(A,+24,t+A,e), 
wo zur Abkiirzung: 

apy? (tygy) + xg? (ty) + ery? (tEny) = A), 


Py pe (EnSy) + xqyq (tEEY) + Eryn (tENy) = Ay, 
ap? (tnfy) + xq? (t&&y) + or? (t&ny) = A, 


gesetzt ist, und integrire diese Gleichung, wo ¢ allein als unabhiingige 
Variabele zu betrachten ist. Die Lagrange’sche Methode der Varia- 
tion der Constanten ergiebt dann als vollstaindige Lésung: 


fad cyt) 28 (typ t edt oy (Aa + AsO) (ty tte 


+ ; (A,+24,t+ A,f?)=vi(tt, t,t,t,)). 

Es eriibrigt jetzt nur noch, fiir 6 seinen Werth aus 
a (0 by byly td) = Dey) + AEE 
in f= wy einzusetzen und schliesslich die Substitution: 


hi eds %— ay %— a 


__ Hs — as 


ua, t ? 2. e. 7 t, t ? ‘i= t 
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zu machen, so ergiebt sich als vollstindige Lésung des vorliegenden 
Problems ganz in Uebereinstimmung mit den Gleichungen (10) und (9): 


f-(&nky)’=c (Enx)>+-[ap.? (wnby)+ xq.” (xfEy)+- rz” (x&ny)] (Enky)? 
+ [ape py (xnby) + #2 dy (bEy) + ore ry (wEqy)] (EnEy) (Engr) 
+[xp,? (angy)+xq,? (xf&y)+or,? (xény)] (Engx)?. 


§ 5. 

Um die algebraische Bedeutung der fiir das behandelte Problem 
fundamentalen Combinante A = (qrq7") (rpr'p’) (pqp'7) klar zu Tage 
treten zu lassen, soll ihr Zusammenhang mit anderen Combinanten des 
Netzes aufgesucht werden. Dass A in der That eine Combinante ist, 
ergiebt sich rein algebraisch unmittelbar aus einem Satze von Herrn 
Gordan*). Gelegentlich und ohne Beweis theilt Frahm**) mit, dass 
sich simmtliche Combinanten des Netzes als invariante Bildungen der 
beiden Combinanten L=p.qz2rz (pqru) und M=(qruv)(rpuv)(pqur) 
darstellen lassen, was sich mittelst eines Verfahrens leicht bewahrheiten 
liisst, analog einem von Herrn Prof. Rosanes bei aihnlicher Gelegen- 
heit angewendeten***). 

Bekanntlich+) ist jede Combinante der Formen p,”, q,?, rz? eine 
Invariante, Covariante, etc. der Form R = 2 + p,? q,?r2. Es braucht 
also nur gezeigt zu werden, dass sich diese Form FR durch die Coeffi- 
cienten der Formen JZ und J allein darstellen lisst. Zu diesem Zwecke 
mogen fiir die Formen L, M eigene Symbole eingefiihrt werden, und 
zwar : 


(11) L = prdats (pqru) = lu, 

(12) M = (qruv) (rpuv) (pquv) = (mnuv)* +7). 
Durch Polarisation erhalten. wir: 

(@) 31,7 lyta = (pqru) (Py QeTe + Wx Px + VyPx4z) 


(B) 3(mnuv) (mz my—my Nz)? = (qrUr) (12 Py —%yPx) (Dz Iy— Py Ix) 
+ (rpuv) (pz Yy— Py Tx) (Qx%y— Yy"z) 
+ (pqur) (Ge%y—Qy1z) (x Py —%yPz)- 


Multipliciren wir (e) mit v, und wenden rechts die aus (I) fliessende 
Identitat an: 


*) Gordan, iiber Combinanten; Math. Aun. Bd. V, p. 116. 
*) A.a, O. 
*t*) Math. Ann. Bd. VI, p. 278 f. 
7) Gordan a. a. O. 
++) In Betreff der Zulissigkeit der letzteren, symbolischen Darstellung eines 
Complexes vgl. Clebsch, Math. Ann. Bd. II, p. 1 ff. 
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— vz, (pqru) = pz (qruv) + ge (rpuv) + re (pqur) — us (parr), 
subtrahiren von der so erhaltenen Gleichung die aus ihr durch Ver- 
tauschung von « und v entstehende und schliesslich noch die Gleichung (8), 
so ergiebt sich nach einigen Vereinfachungen: 

(y) 31,7, (utyv,—vyua) — 3(mnuv) (m,n, — m,n)" - 


= (qruv) (2p)? de%2t+ Pa" Qy%y) + (rpur) (2qy? PxPze+ Ge? %yPy) 
+ (pque) (277 pede +12? Py Jy) - 


Multiplicirt man diese Gleichung mit 2 und zieht daun von ihr 


diejenige Gleichung ab, die aus (y) durch Vertauschung von 2 und y 
‘folgt, so erhalt man: 


(13) py? deT2 (QrUv) + Gy rePs (Pur) + 7y* Pee (pqur) 
= 21,7 ly(uyva— vy ta) — le l,? (Uev,—vz Ua) — (mz Ny— My Nz)? (MUL). 


Wird diese Gleichung nach ¢; polarisirt und schliesslich (wv);,—= (2a); x 
gesetzt, so wird endlich: 


(14) R= 4l,1,l, (wyza) +2 (m,n, —m_n,) (m,nz— mz Nz) (Mz~Ny—My Ny) « 


Hiermit ist die gewiinschte Darstellung geliefert; A muss sich da- 
her als Invariante von Z und M&M darstellen lassen; ganz direct erkennt 
man sofort, dass: 

(15) A= (mnm'n')® 

ist, wo m’, m neue Symbole der Form M sind. Die Combinante A ist 
somit auch eine sehr einfache Invariante der Form M und zwar in ihren 
Coefficienten ebenfalls quadratisch. Ihre Bildungsweise kann einfach 
dahin angegeben werden: man bilde neben M = (qruv) (rpuv) (pquv) 
auch M in den Coordinaten (#y),2 = (wv),,, dann entsteht A, wenn 
’ die Producte entsprechender Coefficienten beider Formen addirt werden. 
Die Bedeutung des Verschwindens derartig aus den Coefficienten zweier 
Formen gleichen Grades mit contragredienten Variabeln gebildeter In- 
varianten ist z. B. fiir ternire quadratische Formen von Herrn Prof. 
Rosanes einer eingehenden Behandlung*) unterworfen worden. Bei 
Complexgleichungen reicht, da eine solche sowohl in Coordinaten (wv),2, 
als (xy)z2 geschrieben werden kann, schon eine einzige zur Bildung 
einer derartigen Invariante hin. Das aus dem Verschwinden derselben 
resultirende Verhalten eines Complexes scheint bisher einer Untersuchung 


noch nicht unterworfen worden zu sein; ein linearer Complex wird in 
diesem Falle zu einem speciellen, 


*) Math. Ann. Bd. VI, p. 264—312; fiir Formen mit mehreren Variabeln und 
von beliebigem Grade vgl. Rosanes, Borch. J. Bd. 76. 
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Die geometrische Bedeutung der Gleichung M = 0 ist eine zwie- 
fache; einerseits stellt sie, wie das Cle bsc h’sche Uebertragungsprincip *) 
sofort ergiebt, den Inbegriff simmtlicher Geraden dar, die die Flaichen 
des Netzes in involutorischen Punktreihen schneiden, andererseits den 
simmtlicher Tangenten an dieselben. 

Die Formel (13) liefert die Mittel die Form gr, (qruv), die gleich 
Null gesetzt die Polgerade von p,? = 0 darstellt, allein durch die 
Coefficienten von p,”? und den Combinanten Z und M auszudriicken; 
hierzu hat man nur die ganz beliebigen Gréssen x; mit den Symbolen 
‘a; zu identificiren. Nun ist aber, wie schon friiher (Gl. (@) des § 3.) 
gezeigt worden ist, p,pata=} pa’-u,; ersetzt man hierin 2; durch (qwv); 
und «; durch g;, so ergiebt sich: : 

PaGn(pque) = 0 
und ebenso: 

rapa (rpuv) =O. 
Daher geht in diesem Falle (13) tiber in: 

Pe + Qa¥alqruv) = 21,71, (uyv,a—uav,) —lal,? (Ua v2 — Ua Vg) 
—(MyzNy— My Nz)? (mnurv), 
wo y; willkiirliche Grossen sind; hiermit ist die geforderte Darstellung 
geliefert. 
§ 6. 

Besonders interessant erweist sich das betrachtete Flichennetz 
zweiter Ordnung dadurch, dass die Beschrinkung, der es unterworfen 
ist, ebenso hinreichend, als nothwendig fiir eine andere Forderung ist, 
die an ein Flaichennetz zweiter Ordnung gestellt werden kann. Zwei 
quadratische quaterniire Formen lassen sich stets als Summen derselben 
4 Quadrate darstellen, und zwar in eindeutiger Weise; dagegen ist 
eine gleichzeitige Darstellung von drei quadratischen Formen als Summen 
derselben 5 Quadrate im Allgemeinen nicht ausfiihrbar. 

Ist nimlich: 


5 § 5 
aE , 2 i 
pe =Zpigter I= ZGGte, 12 =X righes 
1 


WO GJiz = JirX, + Ji2%, + Gis; + giaX, ist, so verschwindet hierfiir 
A von selbst. Denn durch Einfiihrung der wirklichen Coefficienten 
dieser kanonischen Formen an Stelle der Symbole geht A iiber in: 


A= (arg) (rpr'p) (pap 7) 
= ~ LPxPidu I e%s GxPIuI») (IuIvJeIo) (IJeJoGJxI2)™) 
*) Borch. J. Bd. 59. ° 
*t) Fiir eine solche Ueberfiihrvoyz vergl. Gordan: tiber das Pentaeder der 
Flichen dritter Ordnung, Math. Anc. Bd. V, p. 365 u. 366. 
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wo die Summation iiber alle Indices von 1 bis 5 zu erstrecken ist. 
Dass aber diese Summe verschwindet, ist auf den ersten Blick zu er- 
kennen; es wird dies nimlich fiir jeden ihrer Terme der Fall sein, in 
dem zwei Indices gleiche Nummern bedeuten; denn dann verschwindet 
immer wenigstens eine der drei in jedem Gliede enthaltenen viergliede- 
rigen Determinanten; um also nicht zu verschwinden, miisste ein solches 
6 verschiedene Indices enthalten; da aber nur iiber 5 verschiedene 
Indices verfiigt werden kann, verschwinden siimmtliche Terme und so- 
mit A selbst. } 

Aber A = 0 ist nicht bloss eine nothwendige, sondern auch hin- 
reichende Bedingung fiir die in Rede stehende. Darstellbarkeit. Dies 
zu beweisen, macht insofern mehr Schwierigkeiten, als von dem Satze, 
dass jede cubische quaterniire Form sich als Summe von 5 Cuben dar- 
stellen lisst, nicht Gebrauch gemacht, vielmehr hierfiir in dem Folgen- 
den ein neuer Beweis gegeben werden soll. 


Ist die Gleichung einer Fliche zweiter Ordnung durch 5 Quadrate 


darstellbar p,? = b3 Pigiz, 80 heisst bekanntlich das von den 5 Ebenen 
Jixz=9, +++ Gs2 = gebildete Pentaeder ein Pentaeder der Flache 
p2? = 0. Man erhilt durch Polarisation p,p, = 2 PiGixGiy; setzt man 


hierin an Stelle von y; die Coordinaten einer Pentaederecke, z. B. die, 


in der sich die Ebenen 93, = 0, gaz =, 952 == 0 schneiden, so er- 
giebt sich: 


Dz (PI394Is) = Pr G12 (G193949s) + P2G2x (G2I2I9s) - 

Daraus folgt: Die Polare einer Pentaederecke geht durch die ihr 
gegeniiberliegende Kante. — Dieser Satz gestattet die Umkehrung: Hat 
ein Pentaeder die Kigenschaft, dass die Polaren seiner Ecken in Bezug 
auf ein und dieselbe Oberfliiche zweiter Ordnung durch die gegeniiber- 
liegenden Kanten gehen, so ist es ein Pentaeder dieser Fliche. Unter 
Zugrundelegung der in der Annahme dieses Satzes geforderten Glei- 
chungen (pgi9i9x)(P9:9m%) =O, wo die Indices die Zahlen 1,---,5 
in jeder méglichen Reihenfolge bedeuten und die u; ganz beliebige 
Gréssen sind, laisst sich nimlich p,? namentlich unter Anwendung der 
Identitat (I) (§ 1.) in héchst einfacher Weise als Summe der 5 mit 
gewissen Constanten multiplicirten Quadrate g?, darstellen*). 

Hieraus ist klar, dass der geforderte Nachweis geliefert sein wird, 
wenn gezeigt wird, dass unter der Voraussetzung A = 0 wenigstens 
ein Pentaeder von der Art existirt, dass die Polaren seiner Ecken in 


Bezug auf raumliche Flichen des Netzes durch die gegentiberliegenden 
Kanten gehen. 


*) Derartige Darstellungen findet man bei Gordan, Math. Annalen Bd. V, 
p. 361f., und bei Rosanes, ibid. Bd. VI. p. 307 ff. und Borch. J. Bd. 76. 
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Zu diesem Zwecke werde zuniichst ein Hiilfssatz bewiesen, der 
gleichzeitig eine interessante Eigenschaft des betrachteten Netzes liefert; 
derselbe basirt hauptsichlich auf der Darstellung von A, wie sie in der 
Formel (4) des § 3. gegeben ist; danach kann die Bedingung A = 0 
auch ausgedriickt werden durch: 


(ee) (Qa? Gp’? ry? ra? + 9)? qs? ra? rp *) (‘Pe Ps —Pp Pa’) (Py Ps —Po Py) 

+ (qa? Gy? 1a? 76? + 98° As ? 8a? 7?) (Pa Py —Py Pa ) (PI Ps —Ppps ) 

+ (qa? qa? rp? ry? + 9p? 47? 1 8 *) (Paps — pa Pa )(Pp Py — Py Ps’) = 0, 
wo «, B, y, 0 die Ecken des gemeinschaftlichen Poltetraeders von 
qx? = 0 und r,? = 0 bedeuten; ausserdem ist identisch: 


| Pa Ps Py Pa | 


(B) O=4)! re iy ® = (PaPs —PsPu)(PyPs —PoPy) 
Pa Pp Py Po 


ye eg |b Pay — PyPa) (Paps —PpPe) 
Pa Ps Py Pd | + (pepe —pape) ( PpPy — DyPe)- 
Wird iiberdies (paps'—pppa’)(p, Ps —pspy ) = 0 vorausgesetzt, so 
gehen («) und (8) in folgende Gleichungen iiber: 





(qa? dy 19°17? + Q0?Qs ?%a?1y'*) (PaPy —PyPa) (Paps —PpPs ) 
+ (qu? qa? rg? ry? + 9p? 47? 1a? 18 *) (Pups — Papa )(PpPy —Py Pp) = 9, 
(Pa Py —PyPa) (Ps Ps —Ps Pd) + (Pa Ps’ — psa )(PaPy —PyPs) = 9. 
Beachteit man, dass die Determinante 


Ged Vrs Gas rary Wega rary? + ad rere” ae 
: ‘| : ; 1 : (qe7p—3 16) (Gy? 6" — Qo’ ry’) 
nicht verschwindet — denn es miissten dann zwei Ecken des Poltetraeders 


a, B, y, 0 zusammenfallen —, so erkennt man als nothwendige Folge 
dieser beiden Gleichungen: 


(PaPy —PyPa) (PsPs —PpPs) =9, (Paps —PsPa) (Papy —PyPs') = 9. 

Die geometrische Bedeutung dieses Resultates ist eine sehr einfache. 
Einem beliebigen Punkte « des Raumes ist nimlich in Bezug auf das 
Netz ein ganz bestimmter Punkt conjugirt, d. i. der Schnittpunkt seiner 
Polarebenen in Bezug auf siimmtliche Flichen des Netzes, dessen Coor- 
dinaten sich aus den Gleichungen pops =0, daGz = 9, Tats =O er- 
geben; ist aber a die Spitze eines der im Netze vorhandenen Kegel, 
so haben die drei Ebenen pop, = 9, dedz =, Tats = 0 eine Gerade 
gemein; den Kegelspitzen des Netzes ist demnach nicht je ein Punkt, 
sondern je eine Gerade conjugirt; dieselben erfiillen bekanntlich eine 
Tewiinets 6. Ordnung C,. Die Ecken des Poltetraeders, das den 
Flichen eines im Netze enthaltenen Biischels gemeinsam angehort, 
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sind gleichzeitig Kegelspitzen des Netzes. Sind nun «fy 9d, wie bisher, 
die Spitzen der in dem Biischel g,? — 0, r,2 = 0 enthaltenen Kegel, 
so erhalt man die Bedingung, unter der sich die conjugirten Geraden 
zweier derselben, z. B. « und # treffen, durch Elimination von z,, x, 
“3, £, aus den vier Gleichungen pap,=—0, qade—0, PsPz—0, Gpde=0 
zunichst in der Gestalt: pega p;'93 (pgp'q)—0. Multiplicirt man diese 
Gleichung mit der im Allgemeinen nicht verschwindenden Determinante 
(«Byd) und benutzt die in § 3. abgeleitete Gleichung (4°): 

dude (pp ad) («By 8) = qa? qs? (pyps — Papy’); 
so wird, da g.? = 0 als ohne Doppelpunkt vorausgesetzt werden darf, 
jene Bedingung identisch mit p.p;'(p,ps —psp;) = 0 oder auch: 

(PaPs' —PePa) (PyPs — PsP) = 9. 

Aus dieser fiir das Treffen der conjugirten Geraden von « und p 
nothwendigen und hinreichenden Bedingung ergiebt sich fiir das all- 
gemeine Netz beiliufig der Satz: Schneiden sich die conjugirten Geraden 
zweier Kegelspitzen, so treffen sich auch die conjugirten Geraden der- 
jenigen zwei Kegelspitzen, die mit jenen zusammen ein Quadrupel bilden. 
Unter Quadrupel sollen nimlich vier Kegelspitzen des Netzes verstanden 
werden, die einem seiner Biischel angehdéren. 

Das obige Resultat lisst sich daher nun dahin interpretiren: Lr- 
fiillt ein Flichennetz zweiter Ordnung die durch A = 0 dargestellte Be- 
dingung, und treffen sich zwei von den den Punkten eines Quadrupels conju- 
girten Geraden, so liegen iiberhaupt séimmtliche, den Punkten dieses Qua- 
drupels conjugirte Geraden in ein und derselben Ebene. 

Mit Hiilfe dieses Satzes wird es nun leicht sein, die Existenz nicht 
blos einer, sondern unendlich vieler Pentaeder, die den Flaichen des 
der Bedingung A = 0 unterworfenen Netzes gemeinsam sind, nachzu- 
weisen. Es ist von vornherein klar, dass die Ecken eines solchen 
Kegelspitzen sein miissen; denn nur diese besitzen die den Pentaeder- 


ecken nothwendig zukommende Eigenschaft, dass ihre Polarebenen in | 


Bezug auf alle.Flichen des Netzes eine Gerade gemein haben. 
Zuvorderst sollen nun einige Siitze iiber die Kegelspitzen eines 
allgemeinen Netzes vorausgeschickt werden*), Aus einer ganz allge- 
meinen, algebraischen Betrachtung wird leicht klar, dass von einem be- 
liebigen Punkte der Kegelspitzencurve C, und iiberhaupt jeder Raum- 
curve eine endliche Anzahl von Geraden mdéglich ist, die sie ausserdem 
noch in zwei Punkten treffen. Seien daher a, 6, y drei in einer Ge- 
raden liegende Kegelspitzen des durch p,? = 0, g,? = 0, r,2 = 0 de- 
finirten Netzes und zwar — wie, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu 


~ 
*) Vgl. Sturm, iiber das Flichennetz zweiter Ordnung; Borch, J. Bd. 70, 
p. 212—240. 
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thun, vorausgesetzt werden darf, a die Spitze der als Kegel ange- 
nommenen Oberfliiche p,2? =O und B, y zwei Kegelspitzen des durch 
qe? = 0, rz? =O definirten Biischels, «’, a” die beiden tibrigen Kegel- 
spitzen desselben: dann bestehen Identitiiten von folgender Form: 
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0 (16) pope=O, Qpde—UMp%2=—9, Vy da— Vy %2=9, da Ge—A ra tz=0, 
da’ Y2—A' Ta’ Pz= 9 
e und ausserdem die Gleichungen: 
(17) la; + mB; + ny;=—0, t—1, 2, 3, 4; 
und es ist — allgemein unter G, die conjugirte Gerade einer Kegel- 
spitze # verstanden — die Gerade 
G. definirt durch die Gleichungen gage =9, fetrr =O, 
3 G3 ” ” ” ” Pp Pz = 0, Qe Wz =Urste =9, 
a ry ” ” ” ” Py De =9, Vy Ge SVs =, 
1 Ge ” ” ” ” Pa Px =9, a’ Ie V re 2 = 9, 
. Gq" n ” n n Pa'P2 =9, Gade =U rats = 0. 
Aus der Bedeutung der Punkte 6, y, «, @’ ergeben sich sofort die 
Gleichungen 
qu dp=9, Gedy =9, GarG3=9, gary =9 
. und hieraus in Folge von (17): 
qaqa =9, qaqa =O 

da nun wegen (16) auch pope =9, pupa = 90 ist, so ist ersichtlich, 
' dass Gy und G,” durch « gehen, und weiter, dass G, durch «’ und «” geht. 
Aus der Verbindung von (16) und (17) gehen die Identitaten: 

A = MPpPz = — NP, Pr; 

B=1(Gede—UPatz) = — 0 (Gyde— UVa) 5 

C = 1(qade—Vatz) = — M(Gpdz—V1 12) 
hervor. Wie hieraus, aus den Gleichungen von G,, G; und G, und 
, (16) ersichtlich ist, geht die Ebene A = 0 durch G;, G, und a, eben- 
so die Ebene B = 0 durch G,, Gz und B und die Ebene C = 0 durch 
Ga, G3; und y; und hieraus folgt, da A=0, B=0, C=O verschiedene 
Ebenen darstellen, dass G,, Ge, G, sich in einem Punkte 0 treffen 
miissen; die Gleichungen von G,, G3 und G, liefern dann: 





PaePo =, Gado=9, Tato = 9, 
PsPo =, 3% = 0, r% =9, 
PyPo =9, Gdo=9, 1%. = 9; 
d.’h, die drei Ebenen PoPr =9, Yodx =9, Yorz =O schneiden sich 
in ein und derselben Geraden (@fy); mit andern Worten: 6 ist eine 
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Kegelspitze und die Gerade (a@fy) ihre conjugirte Gerade. Da (By) 
eine beliebige, die Kegelspitzencurve dreimal treffende Gerade ist,, so 
folgt hieraus der Satz: Jede die Kegelspitzencurve dreifach treffende 
Gerade ist die conjugirte Gerade einer Kegelspitze und zwar derjenigen, 
in der sich die conjugirten Geraden derjenigen Kegelspitzen schneiden, 
in denen jene Gerade die Kegelspitzencurve trifft; und weiter, da « 
eine beliebige Kegelspitze ist und G, durch 6, a’, &’, geht: Jede einer 
Kegelspitze conjugirte Gerade trifft die Kegelspitzencurve in drei Punkten. 
Aus alledem ergiebt sich nun folgender Satz: Ist 6 irgend eine 
Kegelspitze, so trifft G, die Kegelspitzencurve in drei Punkten a, £, y, 
deren conjugirte Geraden Gz, Gs, G, sich in dem Punkte @ treffen. 
Durch diese drei Geraden lassen sich daher drei Ebenen legen, je eine 
durch Gs; und G,, G, und G., Ge und G3, die von G» bez. in den 
Punkten «, B, y geschnitten werden. Zwei Kegelspitzen bestimmen 
zwei andere, die jene zu einem Quadrupel ergiinzen; bilden nun Bya' a”, 
yap’ Bp’, «By'y” je ein Quadrupel, so liegen die Punktepaare e’«”, fp”, 
yy” auf der Geraden G, resp. Gg, G,, so dass: 
die durch Gg und G, gehende Ebene die Kegelspitzencurve in den 
6 Punkten 6 a fp’ B” y’ »’, 
die durch G, und G, gehende Ebene die Kegelspitzencurve in den 
6 Punkten 6 6 y’ y” a a’, 
die durch G, und G, gehende Ebene die Kegelspitzencurve in den 
6 Punkten 0 y @ a” fp Bp” 
schneidet; endlich gehen Ge, Ge: durch «, Gg, Gy durch B, Gy, G, 
durch y. 
Die so definirten 10 Punkte 6 a@ B y a B y' a” B” y” lassen sich 
im Allgemeinen nicht als Ecken eines Pentaeders auffassen; denn sonst 
miisste auch das allgemeine Flaichennetz ein Pentaeder besitzen; hier- 
durch wiirde aber die Bedingung A—0 erfiillt werden, was im Allge- 
meinen nicht der Fall ist. Dagegen soll gezeigt werden, dass die 
Bedingung A=O ausreicht, um jene Auffassung zu erméglichen. Nach 
dem bewiesenen Hiilfssatze werden nimlich in diesem Falle, da G., 
Gz, G, sich in einem Punkte treffen und B y a’ a”, ya BB", a By’ y” 
je ein Quadrupel bilden, folgende drei mal vier Gerade je in einer Ebene 
liegen : 
Gs G, Ga Ge’ ; G, Ge Gey Gg ; Ge Gs Gy Gy . 


In jeder beliebigen Ebene liegen héchstens 6 Kegelspitzen, da 
diese siimmtlich auf einer Raumcurve 6. Ordnung enthalten sind; da 
nun ferner auf jeder der 4 Geraden Gz G, Gy G,° drei Kegelspitzen 
und diese Geraden selbst in einer Ebene sich befinden, in der die 6 
Kegelspitzen 6 « B’ Bp” y’ y” liegen, so ergiebt sich mit Nothwendig- 
keit, dass 
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By) a B y' auf Gy und a p” y” auf G,: 

hte liegen. Ebenso liegen B 7’ a’ auf Gy, y @ B auf G,, By” a” auf 
nde Gs und y @&” £6” auf G,. Hieraus ist unmittelbar zu erkennen, dass 
sen, ebenso wie 6a fp B y' y", OB y y” a& a’, Oy a a’ B BP" auch 
len, aBpya Bp y unda B y a’ Bp" y” je in einer Ebene liegen, was zu 
on zeigen war. 

ea: Die angegebene Construction des Pentaeders enthalt ein willkiir- 
ten, liches Element, den Punkt 6, der ganz beliebig auf der Kegelspitzen- 
ine curve gewaihlt werden kann; daher folgt endlich der Satz: 

»?s Drei quaterniire enadveticthe Formen lassen sich immer und nur 
en, . dann als Summen derselben fiinf Quadrate (und zwar in einfach unendlich 
ine vielfacher Weise) darstellen, wenn sie sich als Polaren ein und der- 
len selben cubischen Form auffassen lassen. 

— Unter dieser Bedingung wird demnach folgende Darstellung der 
a” drei quaterniiren quadratischen Formen berechtigt sein: 


r= Most — dase, r= srg 
1 1 1 


| Die cubischen Formen, als deren Polaren sie sich auffassen lassen, sind 
ie nach § 4. [Gleichung (9) und (10)] gegeben durch: A,° = wa,? + 
v (Enz), wo 


len 


len 


a (éngy) = -> {92 ENE +Iee Ii EnEMEnEa) +97, Enéa)*} 





Ty" 
-{api(un sy) +4: why) + ori wény) § 
ch mp; (engy)-+eq; (wbéy) + er; (ny) 
3 i i 
ist => ie Buby) —9, (Enba)} Ii ENEY) —Giy Enbx) 
ar- 
re 31 =P; (angy)+ «9g; (woéy)-+e7; (wEny) 
lie * > gin (08Y) Gey (EnbH) F Ig (@NEY) +9» (@EEY) +9; (eEny) 
ch 
bes ist und ¥,, Ys, Ys, Y, beliebige, aber bestimmte Werthe haben sollen. 
y" Die Coordinaten £;, ;, § haben den Identitiiten (2) des § 3. zu ge- 
ne niigen, die jetzt lauten: 
5 
= Jix(*UGiE— OVGin) =, 
la ; 
la . 
ix (ONGis —UDiGit) = O 
‘a 2 Jix(Qrigis — EPigit) = 9, 
6 5 


g- > sie("pigiy—*4iGs) = 9. 


1 
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Zwischen den 5 Gréssen g;., - - -, 9sx besteht nur eine lineare, homogene 
Relation: ; 
Jix Jou Ysx Jax Jou 
5 | M1 9x1 Isr Ir Isr | 
>) eifiz =| M12 Ir2 Gar Is2z Gs2 | = 0. 
; Jis 92x Iss Gas Is3 | 


| Joy Ysa Isa Ios 


Nach der Methode der Lagrange’schen Multiplicatoren zerlegen | 


sich daher die eben angefiihrten Identitiiten unter Einfiihrung dreier 


_neuen Unbekannten 4, uw, v in die Gleichungen: 


%QiGit — QOVGin + 1¢,= 0, 
Orge — Age +ucg—O0, i—1,2,3,4, 5. 
LPiGJin — *UGiE + VE; —O, 


Multiplicirt man dieselben mit g;¢, resp. g;,, gi¢ und addirt, so folgen 
die 5 Gleichungen ; 


Agig + UGin + Git =O, 


die, wenn nicht iiber das Pentaeder eine sehr beschriinkende Annahme 
gemacht werden soll, nur durch: 


A=0, p=0, v=0 
befriedigt werden kénnen. Dies liefert die hchst einfachen Beziehungen: 
UP > HG? Oi = JiE > Jin: Jit 
oder hiermit gleichbedeutend: 
EPi = DPE, HG —= DGJiny OV: = @iGit, 
+= 1, 2, 3, 4, 5. 


In Folge dessen kann nun den cubischen Formen die Gestalt gegeben 
werden: 


A= Tie > @, {o2teney? — Gy (§n62)'| + v(EyE2)" 


P g, 3 
= aa 3 JM 2 %Siy } 
“> ®:Sin— (nba) — he i 
Wir wissen, dass §;, ;, §; eine einfache Mannigfaltigkeit entsprechen- 
der Werthe annehmen koénnen; ist &;, y;, € ein beliebiger dieser 
Werthsysteme, so liisst sich dann 3 so- bestimmen, dass 


Z%FGiy 
oe 





—v=0 


ngy)’ 








Ww 
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wird, und A,* sich als Summe von 5 Cuben darstellt: 
5 
A’ =? Pay 0,9 } 
simmtliche zweifach unendlich vielen cubischen Formen, als deren 
Polaren sich die drei gegebenen quadratischen ormen auffassen lassen, 
sind daher darstellbar als Summen von 5 Cuben; und zwar je eine 
einfache Mannigfaltigkeit derselben durch dieselben 5 Cuben. 

Indem man nun von irgend drei Polaren einer cubischen quater- 
niren Form ausgeht, wird man zu einer Darstellung derselben als Summe 
von 5 Cuben.gelangen; dies beweist den Satz: 

Jede quaterniire cubische Form liisst sich im Allgemeinen als Summe 
von 5 Cuben darstellen. 


Dass dies stets nur auf eine einzige Weise moglich ist, liisst sich 
nachtriiglich leicht zeigen. 


Lissa, im November 1876. 








Allgemeine Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 
(Zweite Abhandlung.) 


Von Sornus Lie in Christiania. 


In zwei grésseren Arbeiten, die in diesem Journale gedruckt sind, 
habe ich versucht die allgemeine Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen 1. O. (Math. Annalen Bd. IX, p. 245) und die verwandte 
Theorie der Beriihrungstransformationen (Math. Ann. Bd. VIII, p. 215) 
zu entwickeln*). Diese neue Abhandlung schliesst sich als Fortsetzung 
an jene beiden an. Im ersten Abschnitte entwickle ich, indem ich 
zugleich das Mayer’sche Theorem (Math. Annalen Bd. V, p. 466) 
als bekannt voraussetze, mehrere neue und nach meiner Auffassung 
iiusserst merkwiirdige Integrationstheorien der partiellen Differential- 
gleichungen 1. O. 

Im zweiten Abschnitte begriinde ich eine allgemeine Theorie der 
_ infinitesimalen Transformationen, die mit der Euler’schen Theorie des 
Integrabilititsfactors und der Jacobi’schen Theorie des letzten Multi- 
plicators in Verbindung steht. Ich dehne den Multiplicatorbegriff auf 
vollstiindige Systeme linearer partieller Differentialgleichungen aus. In- 
dem ich diese neuen Theorien auf partielle Differentialgleichungen 1. 0. 
anwende, finde ich die Resultate des ersten Abschnittes in neuer Weise 
wieder. 

Im dritten Abschnitte behandle ich die schwierige Frage, ob es 
denkbar sei, dass die jetzigen Integrationsmethoden der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen 1. O. kiinftig einmal durch noch einfachere ersetzt 
werden kénnten. Indem ich zwei Hypothesen, deren Richtigkeit kaum 
bezweifelt werden wird, als Axiome aufstelle, gelingt es mir nachzu- 
weisen, dass die von mir in dieser und in jenen Abhandlungen ent- 


*) Derjenige, welcher meine Untersuchungen iiber partielle Differentialglei- 
chungen und Berihrungstransformationen zu studiren wiinscht, fiingt am besten 
mit meiner Abhandlung in Bd. IX dieses Journals an. Darnach mag er die Ab- 
handlung in Bd. VIII und schliesslich meine jetzige Arbeit lesen. Die beiden 
letzten Abhandlungen setzen das Mayer’sche Theorem als bekannt voraus. 
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wickelten Theorien, die bekanntlich theilweise der Jacobi-Mayer’- 
schen Integrationsmethode (Math. Annalen Bd. V) aquivalent sind, das 
Grésstmégliche leisten. — Den Schluss meiner Arbeit bilden einige 
Noten. 


Abschnitt |. 


Zuerst bestimme ich den allgemeinsten Fall, in welchem man aus 
gewissen bekannten Lésungen des vollstiindigen Systems 


(Af) =9, +++ (ff) =9, wo (fifi) =9, 

die fehlenden Lésungen durch ausfiihrbare Operationen ableiten kann. 
Unter den iibrigen Resultaten dieses Abschnittes hebe ich noch hervor, 
dass die Bestimmung von 2m-+ 1 fehlenden Lésungen des obigen voll- 
stiindigen Systems im Allgemeinen nicht schwieriger ist als die Be- 
stimmung von 2m fehlenden Lésungen dieses Systems. Dieser Satz 
giebt, wenn m=O gesetzt wird, den von Jacobi herriihrenden Satz, 
dass die Bestimmung der letzten Liésung immer eine ausfiihrbare 
Operation ist*). 


§ 1. 
Ein neuer Fundamentalsatz. 

In diesem Paragraphen gebe ich eine Reihe neuer Faille an, in 
denen man aus gewissen bekannten Lésungen des vollstiindigen Systems 
(if) =9, +++ (ff) =9, wo (fit) =9, 
die fehlenden Lésungen durch ausfiihrbare Operationen herleiten kann. 

1. Satz 1. Sind f,--- f, bekannte Functionen von 2%, +++ Xn 
Pi *** Pn, die eine Relation von der Form 
(1) Pda, + +++ + padi, = Fidf,+---+ Fdf,4+dU 


erfiillen, so lassen sich die Grissen F, durch eine Anzahl Differentiatio- 
nen bestimmen, nachdem U durch eine Quadratur gefunden ist. 

Beweis. Ich driicke x, --- 2%, p,---+pn als Functionen von f, - --f, 
und von 2%—~r passend gewiahlten weiteren Gréssen wu, ---ten—, aus, 
und fiihre sodann die f und wu als unabhingige Variable ein. Hier- 
durch erhilt die gegebene Gleichung die Form: 


Ox, - 7 Ou . aU 

> p2 Dr Ou, du;+ > > Pog dfj= > Fydfi+ a ou, ™ 
U 

+ - of uh 


*) Die Hauptresultate dieses Abschnitts finden sich in der Abhandlung 
» Resumé einer neuen Integrationstheorie‘, Archiv for Mathematik og Natur-° 
videnskab, Bd. I, Christiania 1876. 
30 
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und zerfallt daher in die beiden Systeme: 


(2) ge. oD ae Ox, : 
U 0x 
(3) Ra it She 


Das erste System giebt, wenn man es mit du; multiplicirt, nach i 
summirt und hierauf integrirt: 


(4) od PP du; + Q(f,°+-f), 


wo die Integrationsconstante Q eine arbitriire Function der f ist. Nach- 
dem U in dieser Weise durch eine Quadratur gefunden ist, ergeben 
sich die F; vermége der Formel (3) durch blosse Differentiationen, 
was eben zu beweisen war. — Man erhilt tibrigens einen eleganteren 
Ausdruck fiir F;, wenn man U aus den Gleichungen (2) und (3) eli- 
minirt. Dies — 


jp (2 Ox, " OP, =) 
val of, Of; ou; ? 


of; 








woraus durch rediistiaiies mit du;, Summation nach 7 und Integration 


folgt: 
OP — Op, Ox, 
E-(T>& airy of, re hae 


Diese Formel enthilt als Integrationsconstante eine arbitrire Function 
der f, die durch Einsetzung in (1) bestimmt wird. Wendet man da- 
gegen die Formeln (4) und (3) an, so kann 2 ganz willkiirlich als 
Function der f gewihlt werden. 

Satz 2. Die Gleichungen 
(1) pda, +--++ prada = F,df,+---+Fdf,+du, 


(5) (ff) =9, (fi) =9, «++ (if) =0 
ziehen die Relationen 


4 (AF) =1, (fF) = 9, (f,, 2--U] =0 
nach sich. 


Beweis. Die Bedingungsgleichung (1) lést sich in die 2m fol- 
genden Gleichungen auf: 


(6) n= DRG i ah i F 


(7) 0= DRS io a 














woraus durch Differentiation, indem wir die x und p als von einander 


unabhingig auffassen, 
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coe of; é of; 
= Ox, DF 0%, Ot, ‘Ta, * 
ba .. Sen 2 ea 
~ Op, <p! Oa, Om, Meet * Op,’ 

a of; a of, 
io Py Set g Biz’ 

F) of, F) of; 

a fo. SE. 12 Bi 
OP, 2 Pion, — On, OP,’ 


und durch Ausfiihrung: 


‘=r F. 
Gan Pia 
‘=1 Ox, 
i=r aF, 
0=— 2 \op, 





1 3s 





ite i =) 
0", Om Op, )° 


of; OF; «+ Of; 
OD, Op, OP, 





entsteht. Diese Relationen zeigen, dass die Gleichungen: 
k=n 
Of; of; 
(8) “= Gt 9% + Zp tx) 
=¥ k k . 
ts (@ = 1 eee r) 
DD (oF: aF, ) 
y= Ox, Yk Yi + OP, 2k 


die 2” folgenden nach sich ziehen: 


‘=r 


1 


‘=r 


> ( oF, af) 
q “ty "aE ) 


2 (“gar Ta “te ) =m 


Setzen wir diese Werthe der y und z in (8) ein, so kommt: 


° | ia a 
ui D>) ue (fF) + D % (fel 


e=1 
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und, wenn wir insbesondere i= 1 setzen und dabei die Relationen (5) 
beriicksichtigen : 


e=r 
(9) = D He (fi Fe). 
e=1 
Da nun aber /,, /,, --- f, unabhingige Functionen der x p sind, und 


es in Folge dessen unméglich ist, zwischen den r Gleichungen (8) die 


Gréssen y, und % zu eliminiren, so muss die Gleichung (9) an sich 
identisch und folglich 


1 = (f, F,), (f, F,) =9, (f, Fs) = 90, --- (fF) =0 


. sein. Setzen wir andererseits die Werthe (6) und (7) der Differential- 
quotienten von U in 


on of, aU Or ] 
(f1,2—U]= Sn OP, Sie Op, , j 


ein, so erhalten wir: 


)} & 
81 
Tae 


[fe U]— SRG fh 


oder, da alle (f,f;) gleich Null sind, 
(f;, z—U]=0. 
Hiermit ist unser Satz erwiesen. 


Satz 3. Besteht die Gleichung 
(1) pda + +++ + prdat, = Fydf,+---+F,df,+ dU 


und sind dabei f,---f,---f- gemeinsame Lisungen des vollstindigen 
Systems 
(10) (ff) =9, --- (Af) =9, 


so sind F',4,--+ F, die fehlenden Lisungen dieses Systems und die 
Grosse U erfiillt die Relationen: 


(11) [fh 2—U] =0, «++ [fy #—U] =0. 


Beweis. Nach der Theorie des Pfaff’schen Problems verlangt 
das Bestehen der Gleichung (1), dass 2” von den 2r Gréssen F, und 
f: von einander unabhiingig sind. Demzufolge miissen unter den 2r—gq 
Gréssen 


he - f, Fy4i+++ F, 


jedenfalls 2n—gq von einander unabhingige vorkommen. Nach dem 
vorhergehenden Satze sind aber alle diese 2x—q Gréssen Lésungen 
des vollstiindigen Systems (10), weil nach Voraussetzung /,---/, dem- 
selben geniigen. Nun besitzt dieses System eben nur 2%—q unab- 
hingige Lésungen, also sind alle Lésungen desselben Functionen von 











) 
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fi-++f Fy4i+++F,. Dass andererseits U den Gleichungen (11) ge- 
niigt, folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Satze. 


Theorem J. Kennt man von den Lisungen des vollstain- 
digen Systems 


(ff) =9, (fof) =9, tare (fof) =9, wo (ff) = 9, 
eine so grosse Anzahl, etwa f,---fy---f-, dass eine Rela- 
tion der Form 


pdx, +-++++ prada = Fdf,+---+Fdf,+ dU 
stattfindet, so verlangt die Integration des Involutions- 
systems 
fp=%, +++ p= %, 
nachdem U durch eine Quadratur gefunden ist, nur gewiss 
Differentiationen und Eliminationen. 

Beweis. Wir bestimmen (Satz 1.) U durch eine Quadratur und 
hierauf F,41--- F', durch Differentiation. Hiermit kennen wir (Satz 3.) 
alle Lésungen des vollstindigen Systems (/,/)=0,---(f,f)=0, und 
ausserdem eine Lésung des Systems [/,, z—- U]=0,---[f,, z—U]=0. 
Also kénnen wir mit Hiilfe der erweiterten Cauchy’schen Methode 
eine vollstindige Lésung des vorgelegten Involutionssystems durch 
blosse Eliminationsoperationen ermitteln. 


2. Um die Wichtigkeit und Tragweite des aufgestellten Theorems 
klar hervortreten zu lassen, werden wir zWei weitere allgemeine Siatze 
entwickein. 

“Satz 4. Kennt man unter den Lisungen des vollstindigen Systems 
(Af) =9, +++ (ff) =9, wo (fifi) =9, 
eine so grosse Anzahl, f, --- f,:+-f-, dass die von den f erzeugte 
Gruppe n-gliedrige Involutionssysteme enthdlt, so verlangt die Integration 
des Involutionssystems 
f= %, +++ [p= % 
nur noch ausfiihrbare Operationen. 

Beweis. Die aus den f durch Anwendung des Poisson-Jacobi’- 
schen Theorems hervorgehende Gruppe f/f, --- f,:--f---++ fe besitat 
unter der gemachten Voraussetzung die kanonische Form X, --- X, 
P,--+P,,*). Folglich besteht eine Relation der Form**): 


Didk, + +++ + pad = Q,dX, +---+ Q.dX, + dV, 


und da die X;, Functionen von f,---/, sind, so besteht auch eine 
Relation von der Korm 


*) Vgl. Math. Annalen Bd. VIII, p. 267. 
**) Ibid p, 228, Satz 6. 
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pda, + +++ + prdt, = Fdf,+---+ Fidf.+ dV, 
und also kann nach Theorem 1. die Integration des vorgelegten Invo- 
lutionssystems vermége ausfiihrbarer Operationen bewirkt werden. 
Satz 5. Besteht die Gleichung 
Pp, dx, +.--++p.dz, = F df, +:--+F,df.+ dU, 
so besitet die von f,---f, erzeugte Gruppe die kanonische Form 
a See 
Beweis. Sei X,--- X, P,--- Ps eine kanonische Gruppe, welche 


die Gréssen f,---f, enthalt. Driicken wir die f als Functionen von 
X,---Xa P,-++ Ps aus, so erhilt die vorgelegte Bedingungsgleichung 


die Form: 
> ax, = Zz Ajd X;+ 


#=1 ‘= 


B;dP; + ad . 
1 


Bilden andererseits X,--- X, P,--+ P, ein System kanonischer Va- 
riabeln, so ist 


Dd — P.dX,+---+P,dX, +dW, 


und also kommt: 


in i= 


> Pak, -> Aa X, + >'BaP, + d(V—W). 
i=1 : 


t=1 ¢=1 
Waren nun @ und £ beide kleiner als », und dabei etwa B < a@, so 
wiirde man durch die Substitutionen: 
X, = Const. --- X, = Const., , = Const. --- Ps = Const. 
hieraus die Gleichung erhalten: 
Paiid Xa41 +--+ + PadX, = d(V—W). 


Diese ist aber wegen der Unabhingigkeit der Gréssen P.41--- P, 
Xa+i+++ X, unmoglich. Also muss die grésste der beiden Zahlen « 
und £ gleich » sein, was eben zu beweisen war. 


§ 2. 
Bekannte Specialfalle des aufgestellten Theorems. 
3. Jacobi’s Integrationsmethode der partiellen Differentialglei- 


chungen 1. QO. liegt u. A. der folgende Satz zu Grunde: 


Bestimmen die Gleichungen f/f, = @,, --- f, =», in denen die f 


Functionen von 2, - ++ 2%, p,;+++ Pn, die « constante Parameter bezeich- 
nen, die Gréssen p,---p, derart als Functionen von 2, ---2%,, dass 
pdx, -+---+prdz, ein vollstindiges Differential dU wird, so ist 
2— U=a eine vollstindige Lésung einer jeden Gleichung fp = %, 
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und die Differeutialquotienten von U hinsichtlich o, - - - @y_1 41+ ++ Op 
bilden zusammen mit den Grdssen f die Lésungen der Gleichung 
(fef) = 0. 

Diesen Satz verallgemeinerte ich schon laingst folgendermassen: _ 

Sind f,---f, bekannte Functionen von 2%, ---2%, p,-++ pn, die in 
solcher gegenseitigen Beziehung stehen, dass die Gleichungen /,;—Const., 

- fy = Const, den Ausdruck p,dz,-+---+ p,dz, in ein vollstan- 
diges Differential umwandeln, so dass also eine Relation von der Form 
pdx, +--++ padt =F, df,+---+Fidfi+av 

besteht, so findet man eine vollstindige Lésung einer jeden Gleichung 
f: = « und zugleich alle Lésungen der Gleichung (f;,/') = 0 durch eine 
Quadratur und gewisse Differentiations- und Eliminationsoperationen. 

Es ist unmittelbar einleuchtend, dass sowohl die besprochene Ja- 
cobi’sche Theorie wie meine Verallgemeinerung derselben Specialfille 
meines Theorems I. sind. 


4. Mehr iiberraschend ist es, dass die Bestimmung der letzten 
Lésung der Gleichung (fp) = 0, ‘die Jacobi vermége seiner Theorie 
des letzten Multiplicators ausfiihrt, in allen Fallen, die nicht schon 
durch das Poisson-Jacobi’sche Theorem erledigt werden, auch durch 
mein Theorem I. geleistet wird. 

Kennt man nimlich von den Lésungen der Gleichung (/, f) = 0 
alle, ausgenommen die letzte, und ist es dabei unmdglich, die fehlende 
Lisung ohne Quadratur durch das Poisson-Jacobi’sche Theorem zu 
erhalten, so bilden die bekannten Lésungen eine Gruppe, welche 
n-gliedrige Involutionssysteme enthalt*). Folglich wird die Bestimmung 
der letzten Lésung durch Satz 4., oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
durch Theorem I. geleistet. 

Doch ist es keineswegs so, dass die betreffende Specialisation meines 
Theorems sich mit der entsprechenden Jacobi’schen Theorie deckt. 
Die Jacobi’sche Theorie leistet insofern mehr, als sie die letzte Lé- 
sung auch dann durch eine Quadratur liefert, wenn dieselbe sich ein- 
facher durch das Poisson-Jacobi’sche Theorem finden lisst. Auf 


*) Setzt man in der That f, =X, und nimmt an, dass X,---X, P,Ps- “Ps 
die kanonische Form der von den bekannten Lésungen gebildeten Gruppe sei, so 
ist bei unserer Voraussetzung 


a+ p—1=—2n—2, also a+P—=2n—1. 
Weiter ist 


a<n und Bon. 
Also muss entweder a oder @ gleich » sein, sodass unsere Gruppé entweder die 
Form X,---X, P,---P,_, oder die Form X,---X,_, P,---P,, besitzt. Diese 
beiden, iibrigens aquivalenten Formen zeigen, dass unsere Gruppe n-gliedrige 
Involutionssysteme enthilt, 
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der anderen Seite ist meine Behandlungsweise insofern vollkommner, als 
sie vermige einer Quadratur nicht allein die fehlende Lisung von 
(f;f) = 90, sondern auch eine Lisung von [f,, z—U]|=0 giebt, so 
dass eine vollstiindige Lisung von f, = a, sich ohne weitere Quadratur 
. aufstellen lésst. Die Jacobi’sche Theorie braucht dagegen eine zweite 
Quadratur zur Aufstellung einer vollstindigen Lésung der letzten 
Gleichung. 

Soll also die Gleichung /,= «, integrirt werden, so bringt, wenn nur 
noch eine Lésung von (/,/) 0 fehlt, im Allgemeinen die Anwendung 
von Theorem I. mehr Vortheil als die Jacobi’sche Methode. Nur 
wenn die fehlende Liésung von (f,f) =O sich schon durch das 
Poisson-Jacobi’sche Theorem bestimmen lisst, ist die Jacobi’sche 
Theorie ebenso vortheilhaft wie die meinige. 


5. Es giebt Fille, in denen mein Theorem solche Lésungen giebt, 
die sich auch durch das Poisson-Jacobi’sche Theorem bestimmen 
lassen. Kennt man nimlich von den Lésungen des vollstiindigen Systems 


(ff) =9, --- (hf) =9, wo (fifi) =9, 
eine so grosse Anzahl /,---/,:--/f-, dass eine Bedingungsgleichung 
der Form 


Dd rdn— Ff, +--+ Bap, + av 


stattfindet, so giebt mein Theorem unter allen Umstiinden die fehlenden 
Lésungen. Bilden nun f/f, ---/f,---f, keine Gruppe — es ist leicht, 
Beispiele zu construiren, in denen dies nicht der Fall ist —, so giebt 
das Poisson-Jacobi’sche Theorem jedenfalls einige, und unter Um- 
stinden sogar alle fehlenden Lésungen durch Differentiation, Wenn 
aber auch alle Lésungen ohne Quadratur gefunden werden, so verlangt 
doch die Aufstellung einer vollstindigen Lésung des Involutionssystems 


f, = %, ---> fy =, gerade so wie nach meiner Methode, immer noch 
eine Quadratur. 


§ 3. 
Allgemeine Verwerthung mehrerer bekannter Lisungen. 


In diesem Paragraphen entwickele ich ein zweites Fundamental- 
theorem. ‘Zuerst ein Hiilfssatz. 


6. Satz 6. Enthiilt eine gegebene Gruppe f, ---f- m ausgezeich- 
nete Functionen Q, --+Qm, so ist es, auch wenn die Q unbekannt sind, 
moglich, ein volistindiges System aufzustellen, das dem System (Q,f) =0, 

+++ (Qnf) = 0 digquivalent ist. — 

Beweis. Unter den gemachten Voraussetzungen verschwindet 
(Math. Annalen Bd. VIII, p. 255) sowohl die Determinante 
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als auch ihre simmtlichen Unterdeterminanten 1', 2'" --- (m—1)* 


Ordnung, wihrend es jedenfalls eine nicht verschwindende Unterdeter- 
minante m‘* Ordnung giebt. 


Fiihren wir nun statt x,-+-+%, p,-+++p, neue unabhiingige Va- 
riable ein,’ namlich f,---/f, zusammen mit 2n—r weiteren Gréssen 
Uy, +** Usn—r, SO wird 


(fit) = Shit) + Deans ZL; 


und da die Determinante D verschwindet, so ist es méglich, aus den 
Gleichungen 


(Af) =90,--+- (ff) =0 


die Differentialquotienten von f hinsichtlich /, - - - f, zu eliminiren. 
Hierdurch erhilt man m Gleichungen der Form: 


By(f) =D) pu (fio fey + tan) ZL 


die von einander unabhingig sind. Bedenkt man nun, dass die Glei- 
chungen (Q;/) = 0 sowohl die Form 


a, ee + 
of; i= 0, 


D>, (ems) Fy =O 


erhalten kénnen, und dabei unabhiingig von einander sind, so sieht 
man, dass die beiden Gleichungssysteme 


(Qf) =90,--+(Quf) = 9 
B,(f)=0,-+ + Bu(f)=0 


einander aquivalent sind. 





=O, 


als auch die Form 


und 


7. Sei nun f,—«,,---/f;—=«, ein vorgelegtes Involutionssystem, 
und seien f,41---/f; bekannte Lésungen des Systems: 
(if) =9,- ‘-(fAf)=9, 
die eine Gruppe bilden, welche ausser /, ---/f, noch m ausgezeichnete 
Functionen Q, - - - Q,, enthialt. Indem wir den Regeln der vorangehen- 
den Nummer folgen, erhalten wir ein vollstiindiges System 


B,(f) =9,+++ Bo+m(f) =9, 


das dem Systeme 


(12) (AN=9,---(AfA)=9, (Af) =0,--+ Auf) =O 
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fiquivalent ist. Und da /,---/f, bekannte Lésungen dieses (q-+m)- 
gliedrigen Systems sind, so giebt das Mayer’sche Theorem eine weitere 
Lésung w, desselben durch eine Operation 2%—r—q—m. 

Es kénnen nun verschiedeve Fille eintreten, die wir successiy 
betrachten wollen. 

Es ist zuniichst méglich, dass die Gréssen /, - - - f-y, eine Gruppe 
bilden, in der selbstverstindlicherweise /, - - -f, 2, - -- 2, ausgezeich- 
nete Functionen sind, Hiitte diese Gruppe keine weitere ausgezeichnete 
Functionen, so miisste die Zahl 


(r+1) — (a-+m) 

als Differenz zwischen der Zahl der Glieder und der Zahl der ausge- 
zeichneten Functionen eine gerade Zahl sein (Math. Ann. Bd. VIII, 
p- 259). Dies ist jedoch unmdglich, da die r-gliedrige Gruppe /; - - - f, 
q-+ m ausgezeichnete Functionen enthilt, und also die Zahl r — (q+ m) 
gerade ist. Folglich enthalt die Gruppe f,---f-¥, q-++-m-+1 ausge- 
zeichnete Functionen*). Hiermit hat unser Problem die folgende Ge- 
stalt gewonnen: Vorgelegt zur Integration ist ein q-gliedriges Invo- 
lutionssystem f/f, = «,,--- f,—=«@,, und man kennt r+1 Lésungen 
des Systems (/,/) = 0,---(f,f) =O, die eine Gruppe mit g-+m-+1 
ausgezeichneten Functionen f, - - - f, 2, ++ - 2m+41 bilden. Dieses neue 
Problem hat ganz dieselbe Gestalt wie das urspriingliche, nur sind die 
Zahlen r und m beziiglich in r+ 1 und m+ 1 iibergegangen. Wir 
kénnen daher ganz so wie vorhin weitergehen; wir stellen also das- 
jenige vollstandige System auf, welches dem Systeme 


(AA =9,---(Af)=9, (Af) =9,-++ (Qu4if) = 0 
aiquivalent ist, und bestimmen, da wir schon r + 1 Lésungen desselben 
kennen, eine weitere Lésung vermége einer Operation 2m — (r+ 1) 
—(q+m-+1). Die Ordnung dieser Operation ist, wie man sieht, um 
zwei Einheiten geringer als diejenige der ersten Integrationsoperation. 

Es ist aber auch denkbar, dass die bekannten Lésungen f, - - - fv, 
des Systems (12) keine Gruppe bilden. Alsdann giebt das Poisson- 
Jacobi’sche Theorem noch weitere Lésungen, etwa y,--+y,. In der 
hierdurch hervorgehenden Gruppe /,---/, ¥,---, sind jedenfalls 
f,--+ fy 2,+++Qm und unter Umstiinden noch einige weitere Gréssen 
Qn+1+* + Qn+m ausgezeichnete Functionen. Und unser Problem hat 
wiederum seine urspriingliche Gestalt angenommen, nur dass die Zahlen 


*) Es gilt iiberhaupt der Satz: ,,Enthilt eine r-gliedrige Gruppe u,--- w,. 
m ausgezeichnete Functionen, so enthilt jede (r—gq)-gliedrige Untergruppe 
u,---%,_, (¢<m) jedenfalls m— q ausgezeichnete Functionen.* Dieser Satz er- 
giebt sich als directes Corollar aus dem Theorem VIII., Math. Annalen Bd. VIII, 
p. 256. 
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r und m sich respective in r-+s und m-+ m’ verwandelt haben. 
Daher hat die nichste Integrationsoperation die Ordnung 


2n— (r+s)—(q-+m+m), 
welche Zahl, da s > 2 ist, mindestens um zwei Einheiten niedriger ist 
als die Ordnung der ersten Integrationsoperation, 


In beiden Fallen ist also die Ordnung der zweiten Integrations- 
operation jedenfalls um zwei Einheiten niedriger als diejenige der 
ersten. Dem entsprechend ist die Ordnung der dritten Integrations- 
operation jedenfalls um zwei Einheiten niedriger als diejenige der 
zweiten u. Ss. W. 


In dieser Weise fihrt man nun fort bis man so viele Lésungen 
{\:++fe des Systems 


(Ff) =0,+++(hf) =0 
gefunden hat, dass die Gruppe f,---/f so viel ausgezeichnete Func- 
tionen f, +++ f, 2, +++ 2, besitzt, dass das vollstandige System 

AN =9,---Gf)=9, (if) =9,°>-- Qf) =9 


keine weiteren Lisungen als f,---/f, zulisst. Alsdann enthilt unsere 
Gruppe n-gliedrige Involutionssysteme*), und folglich (Satz 4.) verlangt 
die Integration unseres Involutionssystems nur noch eine Quadratur. 


Da die Differenz zwischen der Zahl der Glieder und der Zahl der 
ausgezeichneten Functionen einer Gruppe eine gerade Zahl sein muss, 


so ist 
r — (qm) = 2t, 
wo ¢ eine ganze Zahl bezeichnet. Folglich ist 
r+ (q-+m) =2(t-+q+m) 


2u—r—q—m=2(n—t—q—wm), 


und 


das heisst die Ordnung der ersten Integrationsoperation ist immer eine 
gerade Zahl. Und da die folgenden Integrationsoperationen ganz von 
derselben Art wie die erste sind, so folgt, dass sie simmtlich von gerader 
Ordnung sind. 


*) In der That, setzt man: 


h=X,-°- =X Q, = X 


atte Se = Xu py 
so besitzt die Gruppe /f;-- ‘fg die kanonische Form 


q? 


o°* 


Xp Xyg yt Xy Pop yar P 


Wire nun w <n, so gibe es ausser fi: ++ fe gegen die Voraussetzung noch wei- 
tere Functionen, die mit X;, - *X,4, in Involution liegen, 
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Hiermit ist das folgende fundamentale Theorem bewiesen. 
Theorem II, Soll das Involutionssystem 
f=, +++ y= e% 
integrirt werden, und kennt man bereits eine Anzahl Lé- 
sungen des vollstindigen Systems 
(ff) =0,--- (ff) =9, 
etwa fyii--+f-, so sucht man zundchst weitere Lisungen 
vermdge des Poisson-Jacobi’schen Theorems gu bestimmen. 
Sei fi--+fa: ++ fr-+ fs die hierdurch bestimmte Gruppe, die 
ausser f,---f, noch m unbekannte ausgezeichnete Functio- 
nen enthalten mag. Alsdann verlangt die Integration des 
vorgelegten Involutionssystems im ungiinstigsten Falle nur 
noch die Operationen 
2n—q—s—m, 2n—q—s—m-—2,:--6, 4, 2. 


Unter Umstinden kinnen einige dieser Integrationsopera- 
tionen wegfallen. 


§ 4. 
Schematische Beispiele. 
8. Um die grosse Wichtigkeit des Theorems II. hervortreten zu 
lassen, behandle ich einige Beispiele schematisch. 
Sei f, = a,, --- f,—= «a, das vorgelegte Involutionssystem, und 
seien /,4,---/, bekannte Lésungen des Systems 
(A =9,---(hf)=9. 
Ich setze successiv voraus, dass 2, 3, 4, 5 Lésungen fehlen, und 
zihle die verschiedenen Fille auf, die bei ihrer Bestimmung eintreten 
kénnen. Hierbei hat man sich daran zu erinnern, dass, wenn die Gruppe 


f,---fo-++f, ausser f,---f, noch m ausgezeichnete Functionen ent- 


halt, stets (Math. Annalen Bd. VIII, p. 259 u. p. 269) 
s — (q-+m) = gerade 
s+(q+m) < 2n 


ist, sodass man, wenn die Anzahl 2n—gq—s der fehlenden Lésungen 
des vorgelegten Systems durch w bezeichnet wird, 


und 


“ — m = gerade und > 0 


hat. Fehlen insbesondere eine ungerade Anzahl! Lésungen, so erlauben 
meine neuen Theorien immer die zurtickstehenden Integrationsoperatio- 
nen wesentlich zu vereinfachen. 
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1) Fehlen zwei Lésungen, so sind zwei Fille méglich. Entweder 
enthalt die Gruppe der f ausser /; - - - f, keine weiteren ausgezeichneten 
Functionen, alsdann brauche ich eine Operation 2 und eine Quadratur, 
welche letzte Operation ich der Kiirze wegen als eine Operation 0 be- 
zeichnen werde. Oder aber diese Gruppe enthilt noch zwei ausge- 
zeichnete Functionen; alsdann geniigt eine Quadratur zur Aufstellung 
einer vollstiindigen Lésung. Friiher (das heisst, indem man die Cau- 
chy’sche, oder die erweiterte Cauchy’sche Methode benutzte) brauchte 
man in beiden Fallen die Operationen 2, 1, 0. War insbesondere 
q=1, so konnte man die Jacobi’sche Theorie des letzten Multipli- 
cators anwenden, und brauchte dann nur die Operationen 2, 0, 0. 
Ich resumire dieses Beispiel durch das folgende Schema: 








keine ausgezeichnete Functionen | 2, 0 : 
tS SOMES Se |S 

friiher, wenn q > 1 | ay aa © 

friiher, wenn g = 1 | 2, 0, 0. 


2) Fehlen 3 Lésungen, so sind zwei Fille méglich. Entweder 
enthilt die Gruppe der f ausser /, --- f, noch eine ausgezeichnete 
Function; alsdann brauche ich die Operationen 2, 0. Oder aber es 
giebt noch 3 ausgezeichnete Functionen; alsdar™m geniigt eine Quadratur 
zur Aufstellung einer vollstiindigen Lésung. Friiher brauchte man die 
Operationen 3, 2, 1, 0; nur in dem Falle gq = 1 geniigten die Opera- 
tionen 3, 2, 0, 0. Wir haben hier also folgendes Schema: 





1 ausgezeichnete Function | 2, 07 

3 . Funetionen_ | est ails 
friher, “wenn q q > : eillgeaal Ty 3, 2, 1, 1,0. 
friiher, wenn q “5 oes ae? 0, 0. 


Man sieht, dass es nach meiner neuen Theorie nicht schwieriger ist, 
3 fehlende als 2 fehlende Lésungen zu bestimmen. 

3) Fehlen 4 Lésungen, so enthilt die Gruppe der f entweder 4 
oder 2 oder keine ausgezeichneten Functionen ausser f, --- f,. Die 
entsprechenden Integrationsoperationen sind: : 











keine ausgezeichnete Function 4,2,0 
2 rm Functionen | 2, 0 
4 n ” | 0 
friher, wenn q >1 is 4, 3, 2, 1 





bo} bo 


3, 2, 1, 0 
friiher, wenn q = 1 | 4, 3, 2, 0, 0. 
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4) Fehlen 5 Lésungen, so sind die folgenden Fille méglich: 








1 ausgezeichnete Function | 4, 2, 0 Pa 
3 - Functionen | 2,0 
+ CSE eed | candies 
5 n 2 ae te 0 wex be 
friiher, wenn q x 1 | 5, ‘i 3 2, + 0 w) 
frilher, wenn g==1 me | 5; 4, 3, 2, , 0, oO. 
Man sieht also, dass die Integration des gegebenen Involutionssystems 
gleich-viele und gleich-schwierige Integrationen verlangt, wenn 4 und = 
wenn 5 Lésungen fehlen. 8 
Und ebenso ergiebt sich aus Theorem II. allgemein: 
Satz 7. Die Bestimmung von 2m-+1 fehlenden Lisungen des cl 
Systems g 
(Af) =9,--- (hf) =9%, wo (fife) =9, 
verlangt nicht schwierigere Integrationsoperationen als diejenige von 2m e 
fehlenden Lisungen. y 


9. Ich werde eine Anwendung des Theorems II. auf die Mechanik 
machen. Hierdurch erreiche ich in der einfachst méglichen Weise die- 
jenigen Resultate, die sich aus Mayer’s und meinen Arbeiten aus dem 
Jahre 1872, verbunden mit den friiheren Untersuchungen itiber diesen 
Gegenstand ergaben. 

Sei | 

fi (® +++ 9 Pi Py) =a 


diejenige partielle Differentialgleichung, auf die sich das allgemeine 
Problem dreier Kérper nach Hamilton und Jacobi zuriickfiihren 
lisst. Seien ferner /,/,---/f, diejenigen Lésungen von (f/f, f) = 0, die 
den Schwerpunktsintegralen und den Flichensiitzen entsprechen. Bildet 
man nun (Math. Annalen Bd, VIII, p. 284) die Determinante, deren 
Elemente die (f;f,) sind, so erkennt man, dass die Gruppe der fi 
ausser f; noch 2 ausgezeichnete Functionen enthilt. Folglich schliessen 
wir unmittelbar aus Theorem II., dass die Integration der vorgelegten 
Gleichung im ungiinstigsten Falle nur noch die Operationen 6, 4, 2 
verlangt. 


In ganz entsprechender Weise behandelt man ein jedes mechanische 
Problem, das sich auf eine partielle Differentialgleichung i. O. mit 
gewissen bekannten Lisungen reduciren lisst. Das betreffende mecha- 
nische Problem braucht sich nicht auf den Euclidischen Raum, son- 
dern kann sich auf einen jeden Raum von » Dimensionen mit con- 
stantem Kriimmungsmaasse beziehen. 


-~ 
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Partielle Differentialgleichungen. 


§ 5. 


Partielle Differentialgleichungen 1. 0., welche die unbekannte Function 
enthalten. 


Um die vorangehenden Theorien auf Gleichungen, welche die un- 
bekannte Function explicite enthalten, auszudehnen, brauchen wir nur 
wie gewohnlich die betreffenden Gleichungen auf die Form 


P Pat 
f(a, - ++ Be .- t) a 


zu bringen. Hierbei treten unter Umstiinden gewisse Vereinfachun- 
gen ein. 


10. Zunichst ist zu bemerken, dass die in Theorem I. bespro- 
chene Quadratur zuweilen wegfillt, indem das betreffende Integral 
gleich Null gesetzt werden kann. Dies soll jetzt gezeigt werden. 

Satz 8. Sind N,---N,H homogene Functionen bez. nullter wnd 
erster Ordnung, die eine Gruppe von der kanonischen Form X, +--+ Xy 
P, +++ Py bilden, so besteht eine Relation von der Form: 


>) nda, = K,dN, +--+ + K,dN, + aU, 
k 


in der U eine arbitriire Function der N ist, und daher im Besondern 
gleich Null gesetet werden kann. . 
Beweis. Es sei X,---X, P,---+P,, die kanonische Form unserer 


Gruppe; und X,--- X, P,---P, ein System kanonischer Variabeln. 
Alsdann ist bekanntlich 


>’ pdx = >) Pax, 


und wenn man hier die X;, die von nullter Ordnung sind, als Fune- 
tionen von N, ---N, ausdriickt, so erhiilt man eine Relation der Form: 


>'pde = >) Kan, 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 


Satz 9. Sind N,---N,H homogene Functionen bez. nullter und 
erster Ordnung, die eine Gruppe von der kanonischen Form X, +--+ Xn, 
P,---P, bilden, so besteht, wenn m <n ist, niemals eine Relation 


von der Form: 
> pda = >) KaN + av. 


Beweis. Bestinde in der That eine solche Relation, so wiirde man, 

, : P P 
wenn man die N als Functionen von X,-++ Xn ++: Pp. 
1 i 


eine Gleichung von der Form: 


ausdriickte, 
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« P, P, 
| D pda Qa X, +--+ nd Xn Ryd (FP) +--+ Rad (F") +40, 
oder wenn X,--- X, P,--- P, ein System kanonischer Variabeln 
bezeichnen, von der Form: 
Pid X, +--+ + PrdX, = Q,dX, +--+ + QndXn 
> Py P, 
+ r,a(2s) free t R.d(5") +dU 


erhalten, woraus: 


Pr=Q+ fy (k= 1--+m), 
P, = 3x, (k—=m+1---n), 
R,P,+---+R,P aU 


na n 
0 = — Pe + oP, ? 


“ : +p bade m, 
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt durch Elimination der R,: 
P, SP; cere et 7P- ae 
und die zweite Gleichung giebt: 
U = Prati Xmer +--+ + Pa Xn + V(X, +++ Xn P,- ++ Pi). 
Also folgt 
Pit Xmes > ++ PaXat Py op +++ + Pa pp = 9, 
welche Gleichung indess unmdglich ist, da die Gréssen X41 +--+ Xn 
nicht in V vorkommen. 


Also ist unsere Annahme, dass eine Relation von der Form 


>) pdx = >’ Kan + dU 


bestiinde, unrichtig. 

11. Die beiden aufgestellten Siitze erlauben das angekiindigte 
Resultat zu erreichen. Um aber diese Theorie méglichst eingehend 
zu behandeln, werden wir einige weitere Siitze entwickeln. 

Hiilfsatz. Ist der Ausdruck 

®, du, + +--+ ,du, 


ein volistiindiges Differential und sind die © homogen von nullter Ord- 
nung hinsichtlich der u, so ist Du, + +--+ 0,u, das Integral des 
vorgelegten Differentials. 
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Beweis. Ks ‘ist 


ist, folgt: 





t 


é 0%; 
bu, > on a+ >" Ou,’ 
oder, da ®; von nullter Ordnung ist: 


7) 
> 0,4, = 9; , 
€ u; v3 


woraus durch Integration: 


>) Om, = {@, du, +---+9,du,), 
k + 


wie belauptet wurde. 


Satz 10. Sind N,---N, Functionen nullter Ordnung, die eine 
Relation von der Form: 


> pda = K,dN, +--+ + K,dN,+ dU 
erfiillen, so ist U eine arbitrére Function der, N, und kann also gleich 
Null gesetzt werden. 
Beweis. Friiher (Satz 1.) fanden wir die Formel: 


On, 
v-{>>» sat du: + Q(N, +++ Nr), 
e i k ¢ 


in welcher die unabhiingigen Variabeln wu, --+ wen, nur der Be- 
schrinkung unterworfen sind, von einander und von den N unab- 
hiingig zu sein. Wihlen wir nun, wie es erlaubt ist, die w homogen 
von erster Ordnung hinsichtlich der p, so werden umgekehrt die 2 
und p,, aufgefasst als Functionen von den N und uw, homogen hin- 
sichtlich der «, und zwar werden die x, homogen von nullter, die p; 
homogen von erster Ordnung. Folglich sind die Ausdriicke 


Om, 
>? Fa, 


homogen von nullter Ordnung, und nach dem vorangehenden Satze 
wird daher: 


0x 
U=— Diu Do Fee + Q2(N,-+-N,), 


7 
v= Dim Dou a + Q(N,---N,); 


Mathematische Annalen, XI, 3t 


oder: 
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Ox 

k 

> Us = 0 
Ou; 
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und, da 


‘ist, so folgt: 
U=Q(N,::-N,), 
wie behauptet wurde. 


Theorem III. Ist cin Involutionssystem nullter Ordnung 
N,=«a,,---N =a, 
zur Integration vorgelegt, und kennt man von den Lisungen 
nullter Ordnung des Systems 
(13) (N,N) =0,--- (N,N) =0 
eine so grosse Anzahl N,41---N,, dass eine Bedingungs- 
gleichung der Form: 


pda, +---+ pdx, = K,dN,+.---+ K,dN,+dU 
und also auch eine Relation der einfacheren Form: 
pdx, +-+-++prdxz, = K,dN,+.---+ K,dN, 


stattfindet, so verlangt die Integration des vorgelegten In- 
volutionssystems nur gewisse Eliminationen und Differen- 
tiationen, dagegen keine Quadratur. 


Beweis. Die K sind bestimmt durch die Formel 


wihlt man daher die unabhiingigen Variabeln w wie bei dem Beweise 
des vorangehenden Satzes, so werden die K homogen von erster Ord- 
nung hinsichtlich der u. Also sind sie, aufgefasst als Functionen von 
XZ, *++H%n P,*+*Pn, auch homogen von erster Ordnung hinsichtlich der p. 
Auf der anderen Seite wissen wir (Satz 3.), dass K,,,--- XK, die 
fehlenden Lésungen des Systems (13) sind. Also sind die Verhiiltnisse 
dieser K die fehlenden Lésungen nullter Ordnung dieses Systems. 
Und da diese Lésungen ohne Quadratur gefunden werden, so verlangt 
die Integration unseres Involutionssystems wirklich nur gewisse Diffe- 
rentiationen und Eliminationen. 
Aus den vorangehenden Siitzen ergiebt sich das folgende Corollar. 
Corollar. Soll das Inwolutionssystem nullter Ordnung N, = «,, 
- N, = a, integrirt werden, so giebt es, wenn eine Anzahl Liswngen 
des Systems: 
(N,N) =0,---(N,N)=0, >!p ix in, 
etwa N,41--+-N,, gefunden sind, zwei distincte Fiille, in denen die 
Integration geleistet werden kann. LBesitet die von N,---N,--+N, 
erzeugte homogene Gruppe die kanonische Form X, +--+ X, Py +++ Pm, 











en 
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so verlangt die Integration nicht eimmal eine Quadratur , sondern nur Dif- 


ferentiationen wnd Eliminationen. Hat sie dagegen die Form X,--- Xn 
P,--- Py, so ist noch eine Quadratur erforderlich. 


12. Auch bei der Anwendung der in § 2. entwickelten Theorie 
auf Involutionssysteme nullter Ordnung giebt es ausgezeichnete Fille, 
die eine weitere Integrationserniedrigung gestatten. 


Satz 11. Sind N,---+-N,H homogene Functionen bez. nullter und 
erster Ordnung, die eine homogene Gruppe mit q' ausgezeichneten Func- 
tionen, stimmtlich von nullter Ordnung, bilden, so verschwindet eine jede 
Determinante mit r —q' + 2 Reihen und Colonnen, die der Matrix 

| (N,N) --- (N,N (NA) | 
| (N,N,)--- (N,N,) (NH) | 
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te » ° 

M =| (N.N,) ---(N,N,) (N,H) | 
| (HN,) «++ (HN,) (HH) | 
| a ook Se ee 


entnommen ist. Dagegen giebt es jedenfalls eine nicht-verschwindende 
Determinante desselben Ursprungs mit r — q'-+-1 Reihen und Colonnen. 


Beweis. Fasst man U als Function von N, --- N, auf, so haben 
die (r+ 1) Gleichungen ‘ 
(N, U)=0,---(N,U)=0, (HU)=0 
nach Voraussetzung g’ gemeinsame Lisungen. Daher verschwindet eine 
jede Determinante mit (r—g’+ 1) Reihen und Colonnen, die der 
Matrix 
(N,N) elias (NV, N,) | 
y (N,N;) “aoe (N, N,) 
(N,N,) «+ - (N,N) 
(H N,)--- (HN,) | 


entnommen ist. Dagegen giebt es jedenfalls eine nicht-verschwindende 
Determinante desselben Ursprungs, die r— q Reihen und Colonnen 
besitzt. Vergleicht man nun die Ausdriicke V und M, so erkennt 
man sogleich die Richtigkeit unseres Satzes. — 

Ich setze nun voraus, dass ein Involutionssystem nullter Ordnung 
N, =«a,,---N,— a, integrirt werden soll, und dass man gewisse 
Lésungen des Systems 


oN 
(N,N) =0,---(N,N)=0, Dp S%—0, 


etwa N,4:---N,, kennt, die eine homogene Gruppe N, --- N,--- N,H 
bestimmen. Ausser N,---N, mdge unsere Gruppe noch m ausge- 
31* 
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zeichnete Functionen Q, ---Qn:, die simmtlich von nullter Ordnung 
sind, enthalten. 

Ich kann voraussetzen, dass die Polargruppe von N, --- N,H 
nicht aus lauter Functionen nullter Ordnung besteht. Sonst niimlich 
wiirden (Math. Annalen Bd. VIII, p. 287) ihre 2n—(r+1) Glieder 
ein Involutionssystem bilden und daher siimmtlich ausgezeichnete Func- 
tionen auch der gegebenen Gruppe N,--- N,H sein. Es miisste 
dann also 


2n—(r+1)=—q+m, oder 2n—(q+m)—r+1 

sein. Die kanonische Form einer (r-+ 1)-gliedrigen homogenen Gruppe, 
deren simmtliche g-++ m ausgezeichnete Functionen von nullter Ord- 
nung sind, ist aber (ib. p. 294, Cor. 1) X, +--+ Xa Xa4i-++ Xatm4y 
P,- ++ Pa, wo 2a+q+m=—r-+1 ist. Also wiirde a+q+m—=—n 
und X,---X, P, +++ Px—g—m die kanonische Form der Gruppe N,---N,H 
sein, sodass die Integration des vorgelegten Involutionssystems bereits 
durch das Corollar von Nr. 11. absolvirt wiirde. 


Bei diesen Voraussetzungen ist 
(14) (N,o)=0,---(N,%)=0, (Ho) =0, a, = =? 


ein vollstiindiges System. Fiihrt man nun an Stelle von 2, --- 2, 
Y,***Px neue unabhingige Variable ein, nimlich N,---N,H zu- 
sammen mit 2» —*r—1 anderen Gréssen u,u,---, so nimmt dieses 
System die Gestalt an: 


(N,N) gyn to + ON) Fy + NE) Sy a 


(Ww) 20-4. --+ (N,N,) £ © 4 wae $+ Sans — 
(HN) 2y-+--+(4N,) 4 jets Reo 


Hint 3 (2 ™ on) 50° 


Beriicksichtigt man daher Satz 11., so sieht man, dass die Elimination 
der Differentialquotienten : 


alee. 2 
ON,’ ON,’ oH 


aus diesem System g-+-m-+ 1 Gleichungen von der Form 


(15) B®) = >) Ox: (N, --- N,Huyry «- 
ergiebt. 


ao 
fe =0 
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Hiitte man andererseits dieselben Differentialquotienten zwischen 
den Gleichungen 


(N,o) =0,--- (No) = 0, (Ho) = 0 


eliminirt, so wiirde man (§ 3., Nr. 7.) ¢-+ m Gleichungen erhalten 
haben, die dem vollstiindigen Systeme 


(16) (N,%) = 0,--- (No) = 0, (2,0) =0, +++ (Qn) = 0 
iiquivalent wiren. 


Hieraus schliessen wir, dass die Lésungen des Systems (15) zu- 
gleich auch das System (16) erfiillen. Und da das vollstiindige System 
(15) g-+m-+ 1 Gleichungen und 2x — r— 1 unabhingige Variable 
enthilt, so finden wir eine Lésung ®, von (16) durch eine Operation 


2n — (r +1) — (q+m+1). 


Bilden nun N, --- N,H®, wiederum eine Gruppe, so wissen wir, 
dass diese Gruppe ausser N,--- N, noch m-- 1 ausgezeichnete Func- 
tionen enthilt. Ich behaupte, dass diese austrezeichneten Functionen 
simmtlich von nullter Ordnung sind. 

Um dies nachzuweisen, wollen wir die g-+-m-+-1 Gleichungen (15), 
die sich aus dem System (14) durch Elimination der Differentialquo- 
tienten von ® nach N,,---N,, H ergaben, etwas niaher ins Auge 
fassen. ¢ 


Nehmen wir an, dass X, -+- X,--+ Xg4m-++ Xy Po4mgire++ Py 
die kanonische Form der Gruppe N,---N,H und zugleich X, --- X, 
P,---P, ein System ‘kanonischer Variabeln sei. Dann kénnen wir 
das System (14) ersetzen durch die Gleichungen: 


o® 
(X,%)=0, --- (X_) 0, (Po+m41%)=0,--+(Py%)=0, > Piss =0, 
k k 


oder, wenn wir unsere kanonischen Variabeln einfiihren, durch 


a® ao ao ) ao 
-==Q,-+-——=0, <———— =0,'--+ +e—- =O pert —0. 
—_ oa a... | eee é oP, 


In Folge dessen geniigen die Lésungen des Systems (14) zugleich auch 
den g-+m-+1 Gleichungen: 





o® oo 
(17) OP, =0,:-:: Wan P, 


+1 5p _ 4 ei “+ Pr o “s 

Auf der anderen Seite, da N,,--- N,, H blosse Functionen von 
X, +++ Xy Pog mgi-:+ Py sind, ist klar, dass durch Wiedereinfiihrung 
der Variabeln N,--- N, Hu, u.-++ die Gleichungen (17) die Form 
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> M(M, +N, Hu, u,---) 9% = 
annehmen. Und da sich aus dem System (14) nur g-+m-+1 Glei- 
chungen dieser Form ableiten lassen, so sehen wir, dass die Systeme 


(15) und (17) einander iiquivalent sind. Folglich besitzen die Lésungen 
des Systems (15) die Form: 


P.. a 
>= o(X,---X, Biases -> + By gt aa ="). 
Sei nun ®, eine solche Lésung, die mit X,--- Xy Pyynyi-++ Py 
eine Gruppe bildet. Jede ausgezeichnete Function ® dieser Gruppe 
ha’ zuniichst als blosse Function von X,--- X, Pyim4i--+ Py und 


®, nothwendig die obige Form; sie befriedigt aber iiberdies die Glei- 
chungen: 


Gh. Bud, =}, -- 


OP, *q); 


(Po) = — Fy = 0, Gg +m+l,---4); 
also hat jede solche Function die Form: 
= 0(X, TT ve, eee o age we 3), 
und ist folglich eine Function nullter Ordnung, wie oben behauptet 
worden war. 

Durch Auffindung einer solchen Lésung ®, des Systems (15), die 
mit N, --- N,H eine Gruppe bildet, ist somit das urspriingliche Problem 
zuriickgefiihrt auf eins von ganz derselben Form, in welchem nur die 
Zahlen r und m respective in r+ 1 und m-+ 1 iibergegangen sind. 
Wir konnen daher das neue Problem seinerseits wieder in genau der- 
selben Weise einen Schritt weiter bringen und bediirfen hierzu nur 
einer Integrationsoperation , deren Ordnung um zwei Kinheiten niedriger 
ist, als diejenige der ersten Operation. 

Nehmen wir andererseits an, dass die gefundene Lésung 9, des 
Systems (15) und die Functionen N, --- N,d1 keine Gruppe bilden. 
Sind dann ®,- -- , diejenigen weiteren Lésungen des Systems (16), 
die man durch Anwendung des Poisson-Jacobi’schen Satzes erhiilt, 
so besitzt die Gruppe N,---N,H®,---, jedenfalls g-+ m ausge- 
zeichnete Functionen nullter Ordnung, nimlich N, --- N,Q, +--+ Qn, 
und folglich ist auch in diesem Falle die Ordnung der zweiten Inte- 


grationsoperation wenigstens um zwei Einheiten niedriger als diejenige 
der ersten. 


Indem wir daher ganz analog wie in Nr. 7. weiter schliessen, 
werden wir zu dem folgenden Satze gefiihrt: 
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Theorem IV. Vorgelegt sei ein Involutionssystem null- 
ter Ordnung 

N, = a@,,---N=%, ; 
und scien N,---N,---N,H bekannte Lisungen des Systems: 
(N,%) =0,--- (N,) =0, 


die cine homogene Gruppe mit q+m ausgezeichneten Func- 
tionen, simmtlich von nullter Ordnung, bilden. Alsdann 
verlangt die Bestimmung der fehlenden 21+ m Ligungen im 
ungiinstigsten Falle nur noch die Operationen 


2i—1, 21—8,.---5, 8, 1. 
Sind dagegen die q+m ausgezeichneten Functionen nicht 
simmtlich von nullter Ordnung, so sind im ungiinstigsten 
Falle die Operationen 


21, 21—2,--- 6, 4, 2 
nothwendig. 


Abschnitt Il. 


Theorie der Differentialgleichungen, die bekannte infinitesimale 
Transformationen gestatten. 


In einer bekannten Abhandlung untersucht Abel diejenigen alge- 
braischen Gleichungen, welche die EHigenschaft besitzen, dass eine 
gewisse bekannte rationale Function f(x) einer beliebigen Wurzel z 
selbst wieder eine Wurzel der Gleichung ist. Er zeigt, dass die Auf- 
lésung einer solchen Gleichung entweder vollstiindig geleistet werden, 
oder doch auf die Auflésung von gewissen Hiilfsgleichungen, deren 
Grad ein Divisor des Grades der vorgelegten Gleichung ist, zuriick- 
gefiihrt werden kann. Diese Gleichungen kénnen dadurch charakteri- 
sirt werden, dass sie eine gewisse rationale Transformation 


a= f(#) 
gestatten. Und die betreffende Abhandlung Abel’s giebt, kénnen wir 
sagen, eine Theorie fiir die Auflésung von algebraischen Gleichungen, 
die entweder eine oder auch mehrere bekannte permutable Transfor- 
mationen gestatten. 


In der allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen kann man 
sich, wie Klein und ich es gethan haben*), ein analoges Problem 


*) Math. Annalen Bd. IV. 








> 
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stellen. Um mich méglichst klar ausdriicken zu kénnen, werde ich 
zuerst einige einfache Beispiele betrachten. Sei 


f (« y s*) on 
eine vorgele Ditferentialgleichung mit dem Integrale 
rg g g g 
y (xy) = a = Const., 


und man betrachte « und y wie gewodhnlich als Cartesische Punkt- 
coordinaten‘ in einer Ebene. Alsdann definirt » =a einfach unend- 
lich viele Curven, die sogenannten Integraleurven. Fiihre ich nun auf 
die Ebene eine Translationsbewegung aus, z. B. parallel mit der x-Axe, 
so verwandeln sich die Integralcurven in die Curvenschaar 


yp (w+ a, y) = Const., 


die im Allgemeinen von der urspriinglichen Schaar verschieden ist. 
Besteht indess zufilligerweise eine Relation von der Form 


p (t+ a, ¥)=2(Q), 
so ist die neue Schaar mit der urspriinglichen identisch, wihrend 
jedoch im Allgemeinen jede Integralcurve in eine neue tibergegangen 
ist. In diesem Falle sage ich, dass die Differentialgleichung f = 0 die 
betreffende Translation gestattet. Es ist insbesondere méglich, dass 
f =0 eine infinitesimale Translation lings der x-Axe gestattet. Dies 
tritt ein, wenn f = 0 die Form 


f(y S cd 
besitzt. In diesem Falle hat niimlich das Integral die Form 
®(y) + x = Const., 


welche Gleichung zeigt, dass eine infinitesimale Translation liings der 
xz-Axe jede Integralcurve in eine benachbarte iiberfiihrt. Zu bemerken 
ist iibrigens, dass f = 0 in diesem Falle zugleich jede endliche Trans- 
lation lings der «- Axe gestattet. 


Betrachten wir als zweites Beispiel eine Gleichung f= 0, deren 


Integral die Form 
® (y? + x?) + are. tg. v = Const. 


besitzt. Fiihrt man auf die Ebene eine infinitesimale Rotation um den 
Anfangspunkt aus, so geht jede Integralcurve in eine benachbarte inte- 
gralcurve iiber. In diesem Falle sage ich, dass f= 0 die betreffende 
infinitesimale Rotation gestattet. Man sieht, dass alsdann f= 0 zu- 
gleich jede endliche Rotation um den Anfangspunkt gestattet. 
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Wenn iiberhaupt*) die infinitesimale Transformation, vermége deren 
x und y die Incremente 


da —=E(ay)dt, dy= n(ey)dt 
erhalten, jede Integraleurve der Gleichung f= 0 in eine benachbarte 
Integralcurve iiberfiihrt, so sage ich, dass diese Gleichung die betref- 
fende infinitesimale Transformation gestattet. In der citirten Abhand- 
lung zeigten nun Klein und ich, dass die Integration einer Gleichung 
f= 0 mit einer bekannten infinitesimalen Transformation 
Ox = Edt, dy = ndt 
| vermoge einer Quadratur geleistet werden kann, wenn zuerst die Glei- 
chung 





ndx —§dy=0 
integrirt worden ist**). Diese anscheinend triviale Bemerkung erlaubte 
uns mehrere bekannte Integrationstheorien unter einem gemeinsamen 
Gesichtspunkte zu vereinigen. 
Es lag nun nahe, iiberhaupt zu untersuchen, welcher Vortheil sich 
fiir die Integration von beliebigen vorgelegten Differentialgleichungen aus 
bekannten inf. Transformationen derselben ziehen ldsst. Dieses allge- 
| meine Problem behandle ich in diesem Abschnitte fiir lineare partielle 
Differentialgleichungen. Ich erhalte in dieser Weise mehrere -bemer- 
} kenswerthe Resultate, unter denen ich hier nur den genauen Zusam- 
menhang der Theorie der infinitesimalen Transformationen mit der 
Theorie des Integrabilitiitsfactors und der Theorie des letzten Multi- 
plicators hurvorbeben werde. Meine neue Theorie steht iibrigens auch 
in genauem Zusammenhange mit meiner Theorie der Transformations- 
gruppen, die indess hier keineswegs als bekannt vorausgesetzt wird. 
Um die Tragweite meiner neuen Theorie an einem guten Beispiele 
zu illustriren, betrachte ich das vollstiindige System 


(7:9) =9,--- (fp) =9, wo (fifr) = 9, 
und setze dabei voraus, dass gewisse Lésungen desselben gefunden 
sind. Ich zeige zuniichst, dass jede bekannte Lésung unmittelbar eine 
infinitesimale Transformation aufzustellen erlaubt, welche das vollstin- 
dige System invariant lisst. Sodann wende ich meine allgemeine 
Theorie auf diesen speciellen Fall an und finde dadurch in neuer Weise 





*) Ich definire spiiter analytisch den Sinn, den ich mit dem Ausdrucke, dass 
eine Differentialgleichung f=0 eine gewisse infinitesimale Transformation ge- 
stattet, verbinde. 


**) In dem ersten Paragraphen dieses Abschnittes zeige ich, dass die Inte- 
gration der Hiilfsgleichung 
: ndx— édy=0 
unndéthig ist. 
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die Hauptresultate des vorangehenden Paragraphen wieder, die iibrigens 
eben in dieser Weise zuerst*) gewonnen wurden **), 


§ 6. 
Infinitesimale Transformationen 
einer gewohnlichen Differentialgleichung 1. 0. 


13. Eine Transformation, die x und y beziiglich durch 


a+ Edt, y+ dt 
ersetzt, wobei € und y gewisse Functionen von x und y sind, und d¢ 
eine infinitesimale Grésse bezeichnet, nenne ich eine infinitesimale 
Transformation. Ich bezeichne dieselbe durch die Gleichungen: 


Ox—Edt, dy=—ydt. 
Kiihre ich diese Transformation auf irgend eine Function Q(xy) aus, 
so erhalte ich die neue Function 


Q(a4 Est, y+ nob), 


oder, wenn ich von infinitesimalen Gréssen zweiter Ordnung absehe: 
EQ dQ 
Q4+ (E+ Gy at. 


Sei nun Ydx — Xdy = 0 eine gewohnliche Differentialgleichung 
1. O. und » ein Integral derselben, alsdann ist 


*) Durch geometrische Untersuchungen wurde ich schon lingst zur allge- 
meinen Betrachtung solcher infinitesimalen Transformationen gefiihrt, die ein vor- 
gelegtes geometrisches Gebilde invariant lassen. In diesem Sinne untersuchte 
ich im Besondern zusammen mit Klein diejenigen Curven, die ', und diejenigen 
Flichen, die * permutable lineare Transformationen zulassen. Bei dieser Ge- 
legenheit stellten wir, wenngleich nur implicite, das im Texte besprochene allge- 
meine Problem. Klein machte mich aufmerksam auf die Analogie zwischen 
diesem Probleme und der Abel’schen Theorie solcher algebraischen Gleichungen, 
die bekannte permutable Transformationen zulassen, In der Arbeit ,,Ueber Com- 
plexe“ (Math. Annalen Bd. V, p. 200) betrachtete ich partielle Differentialglei- 
chungen 1. O. mit bekannten inf. Transformationen; in spiiteren Arbeiten habe 
ich bei mehreren Gelegenheiten kurze Andeutungen iiber diese Theorie gemacht. 

**) Was die Theorie der inf. Transformationen in ihrer Anwendung auf par- 
tielle Differentialgleichungen héherer Ordnung betrifft, so beschrinke ich mich 
hier auf den folgenden Satz: Gestattet eine partielle Differentialgleichung m'* 
Ordnung zwischen » Variabeln eine bekannte inf. Beriihrungstransformation, so 
ist es méglich, eine Gleichung derselben Ordnung mit m—1 Variabeln aufzustellen, 
deren Integrale ohne Weiteres Integrale der vorgelegten Gleichung liefern. Diese 
Bemerkung lisst sich z. B. anwenden auf die partielle Differentialgleichung 3. 0. 
zwischen 4 Variabeln, welche alle Orthogonalsysteme des Raumes bestimmt, Man 
kennt niimlich alle inf. Transformationen, welche diese Gleichung invariant lassen. 
Nimmt man z. B. eine beliebige inf. Bewegung, so ist es méglich, eine Gleichung 
3. O. zwischen z, x, y aufzustellen, deren Integralfliichen jedesmal einem Ortho- 
gonalsysteme angehéren, das bei der betreffenden Bewegung invariant bleibt. 
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ane + oy " 

im Allgemeinen nicht wieder ein Integral dieser Gleichung; ist dies 
jedoch der Fall, so dass also eine Gleichung der Form 


E+ w= = 2(9) 


stattfindet, so sage ich, pi unsere Differentialgleichung die infinitesi- 
male Transformation da = Edt, dy = dt gestattet, oder dass diese 
inf. Transformation die Gleichung Ydx — Xdy =O in sich iiberfiihrt. 

Definition. Die Differentialgleichung Ydx — Xdy =O gestattet 
die infinitesimale Transformation da = §€dt, dy = ydt, wenn das In- 
tegral der Gleichung in ein neues Integral iibergefiihrt wird, wenn also 
der Ausdruck ; 

Co @ 
et oy 

gleichzeitig mit p ein Integral ist. 


Wir werden diejenige Bedingungsgleichung entwickeln, die zwi- 
schen X Y — und 7 stattfinden muss, wenn unsere Differentialgleichung 
die betreffende inf. Transformation gestatten soll. Zu diesem Zwecke 
bilden wir die identische Gleichung: 


QM xe(eF oo y (Ege tay 





of 

—§ 7 (xe ¥5e 155 (x3 TEES 
—_ aT: aX) ar 
Libs Th 1 eB dx 
on on oY oY\ of 
+ (x32 + ¥5, — ' oe — 1 ay) By 


und setzen in ihr statt f ein Integral p der Differentialgleichung, das 
heisst eine Lésung der Gleichung 


x#%4+¥% an ®, 


Setzen wir nun voraus, dass unsere Differentialgleichung die infini- 
tesimale Transformation d2 = €dt, dy = dt gestattet, so ist nach 
dem Vorangehenden auch 


op a9 
eine Lisung, und also kommt: 


i 0g . a mm Op 
O= (X55 + Oy — "Gs 1 Gy] bx 


on a= 
bt 4 x9 — 09 — 938) 
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was wieder heisst, dass die ae eee 
0— (x + Yay — 8 ne )dy 
oY 
(xn 4 a 1 5c — 05) da 
dasselbe Integral wie die cians Gleichung 
0 = Xdy — Ydzx 
zulasst. Es bestehen daher zwei Relationen: 
xe rst s is — 130 — 4X, 
(2) 
x3z + yan poy _ 8% —ay, 


die durch Elimination der unbekannten Grosse 4 die Bedingungs- 
gleichung 


x 2 0 x ox 6 on oY oY 
et os — * Ga — "Sy — Xat Yay ei ied 
xX iad foes Y 








oder die aiquivalente 
0 x 0 = 
ta Gq—ve) + 29 Gage) = ° 
Besteht andererseits diese Gleichung, und also — die iiquiva- 
lenten Gleichungen (2), so zeigt (1), dass pa + 4 se gleichzeitig 


mit g ein Integral von Xdy — Ydx=0 it Und ile haben wir 
den Satz: 


ergeben. 


Satz 12. Soll die Differentialgleichung Xdy— Ydx =0 die infini- 
tesimale Transformation dx = dt, dy = dt gestatten, so ist dazu 
nothwendig und hinreichend, dass die Bedingungsgleichung 


0 x 7 bg 
On (x. = vi) ‘a oy (x. = Yi) o9 
erfiillt ist. 

14. Dieser Satz giebt eine merkwiirdige Beziehung zwischen der 
Theorie der infinitesimalen Transformationen einer gewdhnlichen Diffe- 
rentialgleichung 1. O. und der Euler’schen Theorie des Integrabili- 
tatsfactors. Ein Integrabilititsfactor M der Gleichung Xdy— Ydz =0 
ist ja niimlich durch die Gleichung 

O(MX o(MY 
(MX) g. SE? 


ean ey =e 


definirt, Wenn wir aber diese Gleichung mit der obenstehenden Be- | 
dingungsgleichung vergleichen, so erhalten wir das folgende Theorem. 
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Theorem V. Fiihrt die infinitesimale Transformation 
da = dt, dDy—ndt die Gleichung Xdy— Ydx=O in sich 
iiber, so ist ~—K ein Integrabilitdtsfactor. Kennt man 
andererseits einen Integrabilitdtsfactor M, und bestimmt 
man darnach zwei Functionen § und » durch die Gleichung 


7 1 
: Xy oe Y 3 =— WM? 
so gestattet unsere Differentialgleichung die infinitesimale 
Transformation dx = Edt, dy = not. 


Diesen Satz beweist man auch folgendermassen. Man multiplicire 
die beiden Determinanten 


op 09 
pid und | @@ oy = 
| & 9 | 0 1 








mit einander, so wird bekanntlich 





op 09 og 0g 
a 20 | X%e +YR, Foe tay 
Ox 
| Y D) 
Lassen wir hier m eine Lésung von 
of of 
Xie +t ¥% 
bedeuten, so folgt 
op _ 69 o9 
An — YC a , 


woraus 
op 
Ox 3 o % et" haa 





Nun ist aber die linke Seite dieser satis der allgemeine Ausdruck 
eines Integrabilitiitsfactors unserer Differentialgleichung. Setzen wir 

op 

0 

=<Y = By, 
so kommt 

5 oe P44 
= —%e _¢9 : 

welche Gleichung die Richtigkeit unseres Satzes beweist. In der That, 
gestattet die vorgelegte Differentialgleichung die inf. Transformation 
Ox = Edt, dy = ndt, und besteht somit eine Relation 


g 442 = Q(9), 


so wird 
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1 1 


a Bey ™ 
was darauf hinauskommt, dass x ein Integrabilititsfactor ist. Auf 
der anderen Seite, wenn x ein Integrabilitiitsfactor ist, so zeigt die 
obenstehende Gleichung, dass 
; g 29 4, 29 
Ox ” oy 


das Verhiltniss zweier Integrabilitiitsfactoren, das heisst ein Integral 


ist. Folglich gestattet die Differentialgleichung die betreffende Trans- 
formation. 


Im Vorangehenden ist stillschweigend vorausgesetzt worden, dass 
die Determinante A von Null verschieden ist. Verschwindet dagegen A, 
ist also 
Xn — Y§=0, 

so lisst sich kein Vortheil aus der bekannten infinitesimalen Trans- 
formation ziehen, die jetzt die Form 

da=AXdt, dy=—AYSt 
besitzt. Und dies ist keineswegs tiberraschend, insofern unsere Diffe- 
rentialgleichung eine jede inf. Transformation der Form 

dx—wXdt, dy=—uYot 
gestattet. Es sagt daher nichts, eine solche zu kennen. 


. § 7. 
Infinitesimale Transformationen eines vollstindigen Systems. 
15. Ich bezeichne die infinitesimale Transformation, welche das 


Werthsystem 2, ---, durch das unendlich benachbarte x, + &, dt, --- 
%_ + § d¢ ersetzt, mit den Gleichungen 


Ox, = §,0t,--- dx, = &, dt 


oder kurzweg mit : 
Ox: == £,0 $. 

Sie transformirt eine Function der x 
TT (a, -** Xn) 

in 


TT (a, + &:0t,--- a, + &d%), 


oder, wenn wir infinitesimale Gréssen zweiter Ordnung wegwerfen, in 


T+ ast. +7 k)- 


Oh, 


Ist TT eine Lésung eines vollstiindigen Systems mit den unab- 
hiingigen Variabeln x, - - - x: 


A,(f) =0, A,(f) =0, ae A,(f) =0, 











—_ 
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so ist TT + d¢ > % oat im Allgemeinen keine solche Lésung. ‘Ist 
dies indess zufilligerweise der Fall, so ist auch ie Fa; —— & eine Lisung. 


Definition. in vollstindiges System 
A\(f)=9, A,(f)=0,--- A-(f) =9 
gestattet die infinitesimale Transformation 
Ox, = §,0t, 
wenn durch diese Transformation jede Lisung des Systems wiederum 
in eine solche iibergefiihrt wird, wenn also der Ausdruck Zz on &, 
gleichzeitig mit TT eine Lisung des volistindigen Systems ist. 


Wir setzen voraus, dass das r-gliedrige vollstindige System 
i 2 a) . 
A(f)= Xi Zo +--+ Xige=0, (= 1---n), 
die infinitesimale Transformation 
0 Yea £0 t 

gestattet, und suchen die in Folge dessen zwischen den Xj und &, 
stattfindenden Relationen. 

Wir setzen 


f+. + fo BN 


und bilden den bekannten Ausdruck A;(B(f))— B(A;(f)). Dies giebt 
fiir jedes ¢ eine Gleichung von der Form: 

8) ABN) — BEAN) = Kh GE ++ +E, 

wo 


= D(x <. 2 p, 27). 
i= x), Olm En OL, 


Liisst man jetzt f irgend eine gemeinsame Liésung des vollstindigen 
Systems bezeichnen, so verschwinden sowohl die Gréssen A;(f), als 
auch die Gréssen A;(B(f)), und also wird die linke Seite der Glei- 
chung (3) Null. Jede Liésung des vollstindigen Systems geniigt also 
auch der Gleichung: 


ki of ki of 
ky OX, s saiete de. de ” OX, = 0, 
was wieder heisst, dass eine Relation von der Form: 


fig tl N+ HEA, 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Gleichung: 
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(4) 4,(Bif)) — B(A,(f) = «4, (f) + -+- + &4,(f) 


stattfindet. Hier sind die a@ gewisse Functionen von 2, --- %,. — 
Besteht andererseits fiir jedes i eine Relation von dieser Form, so 
behaupte ich, dass unsere infinitesimale Transformation das vollstiin- 
dige System A;(f/) 0 in sich selbst iiberfiihrt. Denn lassen wir in (4) 
f irgend eine Lésung des vollstindigen Systems bezeichnen, so kommt 


A,(B(f)) =9, 
und also ist B(/) selbst eine Lisung, wie behauptet wurde. Dies giebt: 


Theorem VI. Soll die infinitesimale Transformation 
Ox, = &.0t simmtliche Lisungen des vollstindigen Systems 


A\(f}=9, A,(f)=0,--- 4-(f) =0 
in ebensolche iiberfiihren, so ist, wenn wir 


bet te Gl = BIN 


setzen, dazu nothwendig und hinreichend, dass r Relationen 
von der Form 


A,(B(f)) — B(A,(A) = % 4,(f1) + +--+ @4,(/) 
stattfinden, wo die a Functionen der x sind. 

Eine jede der erhaltenen ry Bedingungsgleichungen lést sich in n 
solche auf, indem die Coefficienten der Gréssen a links und rechts 
einander identisch gleich sein miissen. Man hat daher die r-n Be- 
dingungsgleichungen : 


"S) (wi 8 ax} , — 
2 (x, 3a, — is) =a Xi+--- +a Xi; 


doch ist es im Allgemeinen bequemer, diese r - m Gleichungen in die 
ry in Theorem VI. aufgestellten Relationen zusammenzufassen. 


Wenn ich im Folgenden kurzweg von der infinitesimalen ‘Trans- 
formation 


(5) BA) = hh GE +. + Be Ge 

spreche, so verstehe ich daruuter immer die inf. Transformation 

(6) Oa, = §,0t. 

Dabei ist Folgendes zu bemerken. Fiihrt man statt x,---2%, neue 


unabhiingige Variabeln 2,’ ---,' ein, so erhilt man einerseits: 
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ba, — (E+... + The) ae, 
andererseits: i 
ain ='S (hat + Me) ee, 


so dass die Gleichungen (5) und (6) sich in genau derselben Weise 
transformiren. Hiermit ist die analytische Berechtigung der eben ein- 
gefiihrten Terminologie nachgewiesen. 


§ 8. 
Reduction des Problems. 


Ich setze voraus, dass das r-gliedrige oa System 
A(f) = Xi ge +: + Xi Ge 


q bekannte infinitesimale Transformationen 


a 
Bf)=h Gets + gt 
gestattet, das heisst dass Relationen der Form 
(7) A,(B(f) — B,(4,(f) = oe Af +--- + a Af = (A,B, 


bestehen. Ich fiihre in diesem Paragraphen. die Aufgabe, diese be- 
kannten inf. Transformationen fiir die Integration des vollstindigen 
Systems méglichst zu verwerthen, auf den Fall zuriick, dass die B(f) 
durch Relationen von der Form: 


B,(B,(f)) — B,(B,( N= Qe BAN + 2 an An (f), 


in denen die 6 Constanten bezeichnen, verbunden sind und dass 
q+r=n ist. 

16. Es ist zunichst mdglich, aus den bekannten inf. Transfor- 
mationen gewisse weitere inf. Transformationen und zugleich gewisse 
Lésungen des vollstindigen Systems herzuleiten. Hierzu dienen die 
folgenden Siitze. 

Satz 13. Gestattet unser vollstiindiges System die inf. Transfor- 
mationen B,(f) und By(f), so gestattet es zugleich auch die inf. Trans- 
formation, deren Symbol B,(By(f)) — By (Bi(f)) ist. 

Beweis. Wir bilden die Jacobi’sche Identitat 

(A; (Bi By)) + (Bi (By Ad) + (Be (A: Bi) = 0. 
und ersetzen (4; B,) und (A;B,) durch: ihre Werthe (7). In dieser 
weise finden wir, indem wir noch einmal die Formeln (7) anwenden, 
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dass (A;(B,By)) sich linear durch die A;(f) ausdriickt. Und folglich 
ist (B, By), oder ausgefiihrt B, (By (f)) — Br (Bi(f)), das Symbol einer 
infinitesimalen Transformation des vollstindigen Systems. 
Theorem VII. Gestattet das vollstdindige System 
A\(f) =0, --- A-(f) =.0 


die infinitesimalen Transformationen B,(f), --- B,(f) und 
sind dabei die A(f{) und B(f) durch m Relationen 


DAN +QruBN =, 


in denen die a und hk Functionen der « sind, verbunden, 
so findet man folgendermassen eine Anzahl Lisungen des 
volistindigen Systems. Man list die m Relationen nach m 
von den Grissen B(f) auf (dies ist immer miglich, indem 
keine lineare Relation zwischen den A,(f), die ein vollstin- 


diges System bilden, stattfinden darf). Erhélt man hier- 
durch 


B,(f) _— Rs: B41 (f) + es + 6: Bf) + >aAif), (k=1 “+ M), 


so sind simmtliche Groissen B Lisungen des volistindigen 
Systems. 


Beweis. Die Gleichung 


(A,B,) = (Ayr Bangs Bugs + °° + BB, + D>) eA) 
giebt wegen (7) eine Relation der Form 


A, (B43) Bugs (f) +--+ 4B) Bf) + >) @ Alf) =0. 


Nun aber haben wir vorausgesetzt, dass nur m Relationen zwischen 
den 4A und B statifinden, und zwar solche, die sich hinsichtlich 


B,---+B, auflésen lassen. Also miissen die Gréssen A,(B* , .) - - - 
i m+1 


A,(6) gleich Null sein, indem sonst eine Relation zwischen B,,4,(/) 
--+ B,(f) und den A(f) bestiinde. Und folglich sind die 6 gemein- 
same Lésungen unseres vollstiindigen Systems, was zu beweisen war. 

Schliesslich erinnere ich noch daran, dass schon die Definition des 
Begriffs infinitesimale Transformation B(/) eines vollstindigen Systems 
A;(f) =0 uns eine Operation zur Auffindung von weiteren Lésungen 
angiebt. Die Forderung ist ja nimlich die, dass B() gleichzeitig 
mit @ eine Lésung sein soll; dabei wird aber B(m) im Allgemeinen 
eine von @ unabhingige Liésung sein. 


- 1%. Ich setze voraus, dass man durch successive Anwendung der 
in diesem Paragraphen angegebenen Operationen v Lésungen TT, - - «TT, 











i.e 
ia 


er 





und q infinitesimale Transformationen B,(f) - - - 
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B,(f) bestimmt habe, 


und keine weitere finden kénne. Ich verstehe dies so, dass alle iibrigen 


By+i(f) und zugleich alle (B; B,) sich folgendermassen ausdriicken: 


k=’ i=r 
oan »+ + TT) B(f) + DeAlh, 


wihrend keine solche Relation zwischen B, - - - B, und den A bestehen 
darf, und dass iiberdies alle B; (Mik) sich as Peuntiahell von TT, ---+ Tl, 
darstellen lassen. 


Ist nun die Zahl v der gefundenen Lésungen gleich n—r, so ist 
das Integrationsgeschiift eo ipso erledigt, insofern ein r-gliedriges voll- 
stiindiges System zwischen » Variabeln eben nur n—vr Lésungen be- 
sitzt. Wir haben daher nur den Fall: 

v<n—r?r 
zu betrachten. 

Wir fihren neue unabhingige Variable ein, nimlich TT, - - - Ti,» 
zusammen mit »—v anderen Grossen, die 2,'---2,—, heissen mégen. 
Da die TT Lésungen sind, so nimmt unser vollstaindiges System hier- 
durch die Form an: 

oom i of ee ase 
A,(f) =X, Oxy i 0t Xx o¢,~, = % 
wihrend seine inf. Transformationen B, (/) sich in Ausdriicke von der 
Form verwandeln: 
* ‘ ‘se @ 
Hina ee to 48h gil SRA 

in denen die B,(TT;) Functionen der TT sind. Und da jede Lésung des 
urspriinglichen Systems A;(/) 0 durch Einfiihrung der neuen Variabeln 
in eine Lésung des transformirten Systems A; (f) =O iibergeht, so 
ist mit m zugleich immer auch B,’ (~) eine Lésung des letzteren Systems. 

Verstehen wir daher unter y, -+- %, beliebige Functionen von 
Tl, ---TT,, so gilt dasselbe auch von dem Ausdrucke: 


BYP) = Wy BYP) + +++ + by Bef) 
und somit besitzt jede infinitesimale Transformation von der Form 
B’ (f) die Kigenschaft, das vollstindige System Aj(f) =O in sich 
selbst iiberzufiihren. 


Ist es nun im Besondern, wie ich von jetzt an annehmen will, 


méglich, die Multiplication ~ so zu wihlen, dass die Differentialquotienten 


aa in B’(f) nicht mehr vorkommen, so erhalten wir hierdurch eine 


ea mehrere, etwa q” infinitesimale Transformationen: 


32° 
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g wk 0 wk 0 
B= et ge te tee 

deren analytische Ausdriicke nur dieselben Differentialquotienten, wie 
die Gleichungen des transformirten vollstindigen Systems enthalten. 
Wir nehmen im Folgenden nur auf diese infinitesimalen Transformationen 
Bi(f) Riicksicht*). 

Hiermit ist das vorgelegte Integrationsproblem darauf zuriickge- 
fiihrt, das r-gliedrige vollstiindige System A; (f/f) —0 mit n — v=’ 
unabhingigen Variabeln z,’- - - 2, und mit g” bekannten infinitesimalen 


Transformationen BY (f), --- By (f) zu integriren. Jedes (B;’ B,’) 
driickt sich in der Weise aus: 


i=” = 7 ’ 
BB) — So B+ Dee AN: 
=. e 


wo die y* Functionen der TT und als solche nunmehr als Constanten 
aufzufassen sind, indem die TI, sowohl in den A;(f), wie in den 
Bg(f) nur als Constanten auftreten. 

Die Zahl r+q” kann nun hichstens gleich n’ sein, da sonst lineare 
Relationen zwischen den Ajf und Bjf stattfinden wiirden, was nach 
dem Vorangehenden ausgeschlossen ist. Den Fall, dass r + g”= wm 
ist, behandeln wir in § 10. Den Fall r+q’<m' reduciren wir durch 
Integration auf den ersten Fall. Zu diesem Zwecke bestimmen wir 
nach den von Mayer und mir gegebenen Regeln die n’—r—q” gemein- 
samen Lésungen TT,’TT,’--- des vollstiindigen Systems: 


Ay(f)=0,--- Ar(f)=0, B(f)=0, --- Be(f) =9, 

fiihren sodann neue unabhiingige Variabeln: 

ie co a «aap 
ein, wodurch die Ausdriicke A; (f) und B,”(/f) tibergehen mégen in 
Aj’ (f) und By” (f), und erhalten hierdurch schliesslich ein r-gliedriges 
vollstiindiges System: 

A," (f) = 0, - + 4,"(f) = 0 
mit r-+-q” unabhiingigen Variabeln und mit g” bekannten infinitesimalen 


Transformationen B,”(f), --- By:(f), zwischen denen keine lineare 
Relation von der Form 


> «Ai +S) nBi'(f)=0 


*) Bei einer anderen Gelegenheit werde ich nachweisen, dass man wirklich 
aus den By(f) denselben Vortheil ziehen kann, wie aus den B,(f) selbst, dass 
man also im Allgemeinen aus den bekannten inf. Transformationen gar keinen 
Nutzen ziehen kann, wenn keine By (f) existiren. 




















Partielle Differentialgleichungen. 501 


besteht, wihrend jedes (B;” B,”) sich linear durch die B,’"(f) und die 
A,"(f) ausdriickt und zwar so, dass in diesen Ausdriicken: 


(BB) — SWB + D ee Ae (f) 


die y, Constanten sind. 
Hiermit ist die angekiindigte Reduction erreicht. 


§ 9. 
Multiplicator eines vollstindigen Systems. 
In diesem Paragraphen dehne ich den Jacobi’schen Multiplicator- 
begriff auf vollstiindige Systeme aus. 
18. Es sei: 


A(f) =X; #4 +--+ xi fE=0, G=1--+m 


ein vollstindiges System, und TT, ---TT,—, ein System Lésungen des- 
selben. Ich bilde das Determinantenverhiltniss : 
% Thr 1 2 r 

w= (0) a a, 
wo a---gki--++v eine Permutation der Zablen 1, 2, - - - » bezeichnen, 
und beweise eine Reihe Eigenschaften desselben. 


Ich zeige zuerst, dass der Werth von M ungeindert bleibt, wenn 
man die Zahlen a---gk---+v beliebig permutirt. Eliminirt man 
nimlich zwischen den n — r Gleichungen: 





Tr ae he +f x 0 
etwa die Gréssen Xj - - - ee , so kommt: 
yr x! Sapa ) x 0 
2° * Laer ~ Hil + By tt + ha—r—1Un—r1 nrg F isis, 
und wenn man dem Index i successiv die Werthe 1, 2---r giebt, 


und zwischen den entsprechenden r Gleichungen etwa die r—1 ersten 
Functionaldeterminanten eliminirt, so findet man: 














& Geire « 
eigen ) : re *-- ae: 
Z, °° * La—r—1 La— | r r 
1 1 1 | x Sar 
e eee «Be od 
— ee | =0, 
ert yy = r r r | 
1 1 | x’. * Snca x; 


woraus die Gleichheit zweier Formen von M hervorgeht. Ganz in 
derselben Weise erkennt man, dass zwei beliebige Formen von M ein- 
ander gleich sind. 

Bildet man das Verhialtniss M mit einem anderen Systeme Lésungen 
Q,-++Q,-,+, so geht der neue Ausdruck aus dem alten durch Multipli- 
cation mit einer Function von TI, --- 11, hervor. Es ist nimlich 


ee (- eee. ag 

ta ++" 2~ ee * Na +*+2y 

und hier ist die erste Determinante rechts eine Function von den TI, 
und zwar solange das System Q, ---Q,_, nicht festgestellt ist, eine 


arbitrére Function jener Gréssen. Hiermit ist eine zweite wichtige 
Eigenschaft von M nachgewiesen. 


Endlich zeige ich, dass M sich bei der Einfiihrung neuer unab- 
hangigen Variabeln y,---y, als Invariante verhilt, das heisst, nur 
mit einer Potenz der Transformationsdeterminante 


-2* Un 
p=") 
1° °° Un 
multiplicirt wird. Es ist naimlich, wenn a---g successiv beliebige 
nm —r unter den Zahlen 1 --- ” bezeichnen: 


ps Be i a Ce ae hs tt. - ") in i la Xy ) 

Y; eee Yn—r uy @...9 La °° Ly Y; ° ee Yn—r ? 

ferner ist, wie ich etwas spiter in diesem Paragraphen beweise 
S.*** He, i. -2 3 Un 

(8) ( 1 )=p(’ +1 a 


Yi ° °° Ya—r Ln—r41°** Xp 
also kommt 


a ee Se... 


° Le 


wo a---gk---v eine Permutation der Zahlen 1, 2- - - m bezeichnen. 


Auf der anderen Seite nehmen die Gleichungen A;(f)—0O durch unsere 
Transformation die Form an: 
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Af) = Xj fo +... + vi ff 0, 





5 























i oy i ey 
Y, = X;- Ta +:--+X, a 





Also kommt 
2 r n—r+1°°* Yn 
— Yi-r+s" ad Y)) oe (X,-- - x, ») i eee id ? 
1 welche Gleichung man nur mit (9) zu vergleichen braucht, um die 


‘ Richtigkeit unserer Behauptung zu erkennen. 
Die Formel (8) beweist man ere Man bezeichne mit 


D# die Unterdeterminante hinsichtlich = VON 


“++ Un 
iis i y ‘ 

Hy: ++ Xn 

Alsdann ist nach einem bekannten Satze 


Yo+1 és hes 


1 ee 3 a @-1 
(10) (D! D}.-- Dt) =D ies 


Andererseits geben die Gleichungen 
cy Oy, 
dy = — dx, a i Ms + Ge. dxLy 
durch Auflésung 
1 
dz,= >> D* d yx ; 


Ou; 
OUR - 


woraus 





Di = 


Und wenn wir diesen Werth in (10) einsetzen, kommt 


e a we) D-1 wae cee “3 
Yi °° Ye Loti +n 
wie behauptet wurde. 
19. Das Verhiiltniss 
®, ->. Ress " ss 

(, co a ae Xi); 
dessen wesentliche Bedeutung wir nachgewiesen haben, nennen wir 
den Multiplicator des betreffenden vollstindigen Systems. Ist r= 1, 
so deckt sich dieser Begriff mit dem Jacobi’schen Multiplicator. Ist 


r=n—1, so giebt es nur eine Lésung, die bekanntlich auch als In- 
tegral der totalen Differentialgleichung 
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> (Xi... XSI XM... X)de, =0 


definirt werden kann. Offenbar ist der Integrabilitiitsfactor dieser 
Gleichung 


ie :(Xi-- >. Ga k—1 eee”? ae X,) 


eben der Multiplicator des betreffenden vollstiindigen Systems. 

Der von mir aufgestellte Begriff Multiplicator eines vollstindigen 
Systems umfasst also als Grenefille sowohl den Jacobi’schen Multipli- 
cator einer linearen partiellen Differentialgleichung, wie den Euler’schen 
Integrabilititsfactor einer linearen totalen Differentialgleichung. 

Kennt man eine Lésung TT eines a vollstandigen Systems 


k=n 


ge: =0 (@=1---r), 


so erhalt man bekanntlich ein Rquivelenten r-gliedriges System zwischen 
nm — 1 Variabeln 
k=n—-1 


NI Y; (2, - * La— 1M) = oe = () 


r= 


indem man 2, - ++ %,—1 und TT als neue unabhingige Variabeln einfiihrt. 
Kennt man nun zugleich einen Multiplicator M des urspriinglichen 
Systems, so ist es immer méglich einen Multiplicator des reducirten 
Systems aufzustellen. Nach dem Vorangehenden ist niimlich 


? 


TT a) | ere a ey | 
( Mgt yt... yy mane (202), 
Lrpis* * ini r Ly +++ Lp 
also 
TT, vital The—-—1 3 1 2 ee M 


und da die linke Seite dieser Gleichung der allgemeine Ausdruck eines 
Multiplicators des reducirten Systems ist, so findet man einen solchen 
Multiplicator, indem man die Grdésse 
oa 
ont 
ex, 


als Function von 2, «+ - %,—; und TT ausdriickt. 


20. Der Multiplicator eines vollstindigen Systems lisst sich auch 
definiren als die gemeinsame Lisung von r linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen, die wir jetzt aufstellen werden. 














n 
Sa 
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Zu diesem Zwecke lésen wir die r Gleichungen des vollstindigen 
Systems nach r Differentialquotienten, etwa Of Of... Of auf Hier- 


0%, 0%, 0a, 
durch nimmt unser vollstindiges System die Form an: 
|e XH Xie XA HX, | 
Pees star ss bee ca eee ee ae  |_of ill 
, , re et S| hae Bs, 
Xi-- + XP) ’ «X,, Bia,* Bede 
1 ae ap 
Von jeder dieser r Gleichungen ist nun 
eee 
sj ia ‘) BS 
Brpis stn 2 °| yr ye 


der Jacobi’sche Multiplicator. Unsere r Gleichungen haben also einen 
gemeinsamen Jacobi’schen Multiplicator, der nach meiner Definition 
zugleich der Multiplicator des vollstindigen Systems ist. Nun aber 
hat Jacobi gezeigt, dass man den- Multiplicator einer linearen partiellen 
Differentialgleichung auch durch eine partielle Differentialgleichung de- 
finiren kann. Daher finden wir unmittelbar + Gleichungen, die der 
Multiplicator unseres vollstiindigen Systems befriedigen muss. Und da 
der Quotient zweier Lésungen dieser neuen *y Gleichungen offenbar 
immer eine Liésung des vollstiindigen Systems A;(f) = 0 ist, so er- 
kennen wir, dass eine jede Lésung der gefundenen r Gleichungen einen 
Multiplicator des vollstiindigen Systems darstellt. Dies giebt 


Satz 14. Bilden die r Gleichungen 
pi_ot ’ 
rvs Ser k Oa, == (), (k=1---7r) 
i=r+1 
ein vollstiindiges System, so definiren die r linearen Gleichungen 


0(F, M) 
Ox, 


5 ar; ‘M) 
Da. (k—=1.---7r) 


i=r+1 . 














den Multiplicator dieses vollstiindigen Systems. 


21. Hier mége noch der folgende Satz seinen Platz finden. 
Satz 15. Sind A,(f)=0,---A,(f) =0 lineare partielle Diffe- 
rentialgleichungen, die paarweise in der Beziehung 
(11) A; (Ax(f)) — Ar (Ai(f)) = 9 


stehen, so haben dieselben einen gemeinsamen Jacobi'schen Multiplicator. 
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Zum Beweise betrachten wir die r Gleichungen 


v (ex; ax: 
0.(V) = A(V) —M oy e- » Spe 95") a“ 
und bilden die Ausdriicke _ 
C(O. V )—C,(C;( (V)) 


, ex! e xi 
—Ai(Ai(V))— As (AUV) — May D2 (Xi gag — Mama): 
die sich auf 
ui SD (x £8. —x 2%.) 
J 02,02 j 02,0 x, 
reduciren. 


Nun aber zerlegt sich die Bedingung (11) in die 2m folgenden 


x} 
Pa (x52: ~ 3 3") = @, 
F 5 Ox j 


woraus durch Differentiation 


4 ext e xi ax} ax) ax*® axi 
i q x* ‘] q — 
2 X; 92,02, j x} yeah) +235" 3 0x, 08, ox )= 


3 





und durch Summation 
; exe , ?X OX; 0X, axfex; 
2 2 (x; 4 3u,de, de xe) tS (Ge Ja, 0x, 5a) —9, 


oder, da das letzte Glied identisch verschwindet, 
, ee , #X 
2 2 (x, 0a,an, ~ ~ x; 02; ie, _) mG 


folgt. Es verschwinden also alle C;(C,(V)) — C,(C;(V)), was wieder 
heisst, dass die Gleichungen C,(V) = 0,---C,(V) = 0 gemeinsame 
Lésungen besitzen. Ist V eine solche, so findet man durch Auflésung 
der Gleichung 

V (a, - - - &, M) = Const. 


hinsichtlich M einen gemeinsamen Jacobi’schen Multiplicator der 
Gleichungen A;(f) = 0. 
§ 10. 


Beziehungen zwischen den Lisungen, Multiplicatoren und inf. Trans- 
formationen eines vollstandigen Systems. 


Zwischen den Liésungen, den Multiplicatoren und den infinitesimalen 
Transformationen eines vollstindigen Systems bestehen mehrere merk- 
wiirdige Beziehungen, die jetzt entwickelt werden sollen. 








fu 


™R 
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22. Zuniichst zeigen wir, dass man einen Multiplicator aufstellen 
kann, wenn man hinlanglich viele infinitesimale Transformationen ge- 
funden hat. 


Theorem VIII. Gestattet ein r-gliedriges vollstindiges 
System mit n omen es Variabeln 


Af) = x; $f +. + Xi fo = ? (@—=1.--- 4) 
n—~r bekannte infinitesimale Transformationen 


BB Ge + +R a1. m0) 


und ist die Determinante 


| xi... x 

AA 

XP x, 
gion +g 

| *1 n | 

eo*... re 








von Null verschieden, so ist & ein Multiplicator des voll- 
stindigen Systems A;f =O. 

Zum Beweis multipliciren wir nach der bekannten Regel die beiden 
Determinanten A und 





)_2™% | am aT 
| Oa OX, _, Ou, 
a. i. aia 
D=' On," 3a,_, °"0n, |5 
0 0 0010 0 
0 0 01 





wo TT, ---TT,_, ein System Lésungen des vollstindigen Systems A;(/)—0O 
bezeichnen, mit einander, und finden so 


bowie +++ A(T) B,(T)) — --- Brr(Th) 


© @ 6 0°. @ 6 © @¢-0 2 6% @.9 #£ © ©. 6.6.9 249344 


a(t |) By-e(Mes 
= 1 r n—?r 
X+ ++ Lar Xr hil re ert wick Sn—rt1 ‘ 


ceases 0 ,Be*«e eRe 8 2 ee eee 8 Se aE ES 
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oder da alle A;(TTx) gleich Null sind 


| } | . see r 
.:-a. BM) ++ Bae(M™) | | Xapys | Re ot 
A-( )- ba ig ee aes § Spree 


@, +++ Mar 


B,(M,-r)---Ba—r(Ma—r)| |X? .. XX? 


Hieraus folgt, da alle B;(T,) Functionen der Lésungen TT, - - - Tl,_, 
sind, eine Gleichung der Form 


| x! es 
“npibbeone HRbterpapares) Ses. 5 
xy eee Var x! ; x’ | A 


Und da hier die linke Seite der allgemeine Ausdruck eines Multiplicators 
ist, so muss auch x ein Multiplicator sein, wie behauptet wurde. 
22. Kennt man andererseits einen Multiplicator und eine infinitesi- 


male Transformation eines vollstiindigen Systems, so ist es im Allge- 


meinen moéglich eine Lésung des Systems aufzustellen. Hierzu brauchen 
wir den Satz: 


Satz 16. Set M ein Multiplicator und 
Bi = 8 Zo +.--+ & Zh 
eine inf. Transformation des vollstiindigen Systems Ath =0, so dass 


B (A;(f)) — A; (Bif)) — 4 A,(f) + sn + Air A,(f) 


ist. Setzt man nun voraus, dass das grown System auf eine solche 
Form gebracht ist, dass alle A;(A,;(f))— Ax(Ai(f)) identisch verschwinden, 
so ist 


aa 


B(logM) + 5: 





entweder eine Constante oder aber eine Lisung des vollstindigen Systems. 
Zum Beweis differentiiren wir die Gleichung 


nach z;, und summiren sodann Ae j. Dies giebt, wenn wir die sich 
aufhebenden Glieder weglassen 


22 (i, nae Eiet) = A, (4,,) +---+ 4,(4,,) 
ax; 





ex} 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
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(2 a5 )—A(S a5 = Aad to Ade) 
+ hn DFE + -+ A, Fae 


= — A,(log M)*), 
































Nun aber ist 
ox; 
3 08; 





also folgt 


ag, 
" "Ai A, (log M) —--- — Aj, A,-(log 1), 
und wenn wir die Gleichung 
B(Aj(f)) — Ai (B(f)) = an Ayf + +--+ dir Arf 


beriicksichtigen , . 
ae 
(12) —A,(Bog M)) — A (2252) = Ay (dn) +--+ + Arr). 


Um diese Gleichung noch weiter zu transformiren, bilden wir die 
Jacobi’sche Identitat 
((A;A;) B) + ((A; B) Ai) + (BA) A)) = 0. 
Diese ergiebt, wenn wir die Werthe der Gréssen (A;A;) (A;B) und 
(BA,;) einsetzen, 
— (Aj A, a a Aj, Ar, Ai) + (Ai A, +, Be Air Ay, Aj) — 0, 
und dureh Ausfiihrung 
[As(Ais) — Ai(Ajsx)] Ay +--+ [As (Air) — Ai(Ajr)] Ar = 0, 
welche Gleichung sich wegen der Unabhingigkeit der Gréssen <A, (/) 
-- A,(f) in die r folgenden zerlegt 
Aj(Aix) = Aj(Aj1), «+ + Aj (Air) = Ai (Ayr). 


Setzen wir diese Werthe in (12) ein, so kommt 


ial [B (log M) + > GE dt dn ts +d] =O, 


welche Gleichung die Richtigkeit unseres Satzes nachweist. 


*) Erst wihrend des Druckes bin ich von Mayer darauf aufmerksam ge- 
macht worden, dass diese Formel, die hier direct auf den Multiplicator des voll- 
stiindigen Systems A;(f) = 0 angewandt wird, zuniichst nur fiir den gemeinsamen 
Jacobi’schen Multiplicator der Gleichungen A;(f) = 0 gilt, dass aber unter den 
Voraussetzungen (A;A,) = 0 in der That diese beiden Begriffe zusammenfallen. 
Bei der Redaction des Textes dachte ich mir das gegebene System durch Auf- 
ldsung nach r Differentialquotienten auf diejenige Form gebracht, fiir welche die 
Identit&ét beider Multiplicatoren in Nr. 20 nachgewiesen wurde, 
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24. Wir setzen jetzt voraus, dass wir vermége des Theorems VIII. 
einen Multiplicator gefunden haben, und stellen die Frage, ob wir ver- 
mdge des eben aufgestellten Satzes eine oder mehrere Lésungen unseres 
vollstindigen Systems bestimmen kénnen. Um diese Frage allgemein 
behandeln zu kénnen, entwickeln wir zuniichst einen Hiilfssatz. 


Satz 17. Sind die n Grissen A, (f),--- An(f), 
Dithhe Se +: : + 2°26 


1 @Q x ed Ox, , 
durch die Relationen 


(13) A,(A,(f)) —4,(4,(f) = 4,4,(f) +--+ 4,4,(9 
verbunden, und ist dabei die Determinante 
A = (X/ X}.-- X”*) 
von Null verschieden, so ist 
a 
A,(log) — 2) 55 =A te FA tag +a. 
g 9%; ’ 


Beweis. Setzen wir 


| x; ci 
gape yo 
At! A(R). A(X 
ad : xet 
x,” , a. 


so ist 
A,(Q) = A) + AP +--+. + at= S' at. 
ho 
Aus (13) aber folgt: 
A(X) = A(X) + a XE pf a XT, 


Setzen wir daher 


| x} ‘ x; | 
x? _ | 


Dp 1 al es n 


re 2s € 6c © & Oo @ | 





x? x; 
so erhalten wir: 
at = Di + a,a 








un 
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A(A)= DD +d Dd, 


Bezeichnen wir aber fiir einen Augenblick die Unterdeterminante von 
A hinsichtlich X* durch (X‘), so haben wir: 


ox 
Dp =D) D) Fee Xi(X)), 
also 


> Di -2 22 me xX) -2 XK), 


woraus, da >) x; (X;) =A nog X*(X;}) = 0 ist, 


2-4 > ee a 
4,0) 3) +a D hy 





und folglich 





und also 


oder 
ox; k 
A, (log A) = a, 4 2 < 
folgt, womit unser Satz bewiesen ist. 
Satz 18. Sei A,(f)=—0,--- A, yg 0, wo 
i of 
A,(f)= X; => Dar, +--+ Xi“ pe und (A, A,) = 0 


ist, ein preere volistiindiges System mit n —r bekannten infinitesimalen 
Transformationen 


Bf) = & zh +: +e He k=1,---n—r. 


Bestimmt man dann vermidge des Theorems VIII. einen Multiplicator, 
so giebt die Anwendung des Satzes 16. nur solche Lisungen, die man 
einfacher durch Theorem VII. erhiilt. 


Beweis. Setze ich wie gewdhnlich 


p ngete x! 
xX; ‘ xt 
A = 
Boon 
ere. 





so ist M=— x ein Multiplicator; setze ich ferner 
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B,(A,(1))— 4, (Bf) = 4, Af + -*: +4, 4,f, 
so ist (Satz 16) der Ausdruck 


, ag . 
B,(log M) + > Ve, Hats +4, 
J 


entweder eine Constante oder eine Lésung des volistiindigen Systems. 
Der vorangehende Satz erlaubt diesen Ausdruck auf eine andere 
Form zu bringen. Da Praeonage ~ von Null verschieden ist, und also 


die Gréssen <A, (f), A,(f), B,(f), -- + Bau+(f) wnabhingig sind, so 
miissen Relationen aa hen sek 


(B,B,) = u,,B(f) +--+ 4" Bf) +>) %4(f)- 


Folglich ist nach dem er Satze 


‘esi 2 + Pate bata te tart, 
und da M=, ist, folgt 


ag 1 r 1 n—r 
nen + 5 xe +a t-:-+4,—— G+: te 


In unserem Falle lehrt also Satz 16. nur, dass der Ausdruck 
et: - +s. 
entweder eine Constante oder eine Lésung unseres vollstiindigen Systems 


ist. Und da nach Theorem VII. eine jede der Gréssen Hao eine Loésung 
ist, so giebt Satz 16. wirklich keine neue Lisung. 

Nichts destoweniger haben die Siitze 16., 17. eine bedeutende Wich- 
tigkeit, wie ich bei einer anderen Gelegenheit zeigen werde. 


§ 11. 
Durechfiihrung der Theorie fiir drei Variabeln. 


In diesem Paragraphen zeige ich, indem ich mich auf vollstindige 
Systeme zwischen drei unabhiingigen Variabeln beschrinke, wie man 
verfahren muss, um den gréssten Vortheil aus bekannten infinitesimalen 
Transformationen zu ziehen. 


I. 
25. Ist unser ae yee zweigliedrig : 
A,(f) = X, 30 + ¥, 7 w Zz, —0, 
janet +¥, $f +2,  —0, 
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*-so bildet man, wenn eine infinitesimale Transformation desselben 

Die ae af af 
Bf) = bE 4g 4g OF 


bekannt ist, die Determinante 
xX, x, &, 








s. } A == X, A 2, 13 

ia le a ¢ | 

30 alsdann ist x ein Multiplicator des vollstindigen Systems und gleich- 
0 


zeitig ein Integrabilitiitsfactor der totalen Gleichung 
(Y,2,— Y,Z,)da+(Z,X,—Z,X,)dy+ (X, Y,—X, Y,)dz=0, 
deren Integral 


T= fr{U% Y,Z,)da+(Z,X,-4,X,)dy+(X, Y,— X, Y,)de} 


die gesuchte Lésung des vollstiindigen Systems ist. 
Kennt man zwei infinitesimale Transformationen B,(f) und B,(f) 
des vorgelegten Systems, so bildet man die lineare Relation 
4, A, + 4, A, + u, B, + a, B, = 0 
die selbstverstiindlicherweise zwischen den A und den B bestehen muss; 
ist nun das Verhiltniss = ‘ keine Constante, so ist es nach Theorem VII. 
2 

die gesuchte Lisung, die sich sumit in diesem Falle ohne Integration 
bestimmen lisst. — Im Uebrigen kénnte man Such vermige jeder inf. 
Transformationen einen Integrabilitatsfactor bilden, dann ist das Ver- 
hiiltniss derselben 
1g X, Y, Z| | X, ¥; 4 

X, Y, 4,|:| X, Y, 4 

Eom && | | be me & 
hekanntlich eine Lésung. Es ist selbstverstiindlich, und man verificirt 


es auch leicht, dass man in dieser Weise eben die frither aufgestellte 
Lésung wiederfindet. 


Ist dagegen . eine Constante, so ist es unméglich, einen grésseren 
re 2 
“% Vortheil aus den beiden inf. Transformationen als aus der einen zu 
~ ziehen. In diesem Falle muss man die beiden Transformationen als 


wesentlich identisch auffassen. 
Gestattet tiberhaupt ein vollstindiges System 
die infinitesimale Transformation PB (f), so gestattet es zugleich, wie 
man unmittelbar verificirt, eine jede Transformation der Form 
C(f) = Const. B(f) + 4,4,(f) +--+ 4-4-(f), 
wo die 4 beliebige Functionen der unabhiingigen Variabeln sind. 


Mathematische Annalen, X1. 33 
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II. 


26. Sei jetzt unser vollstiindiges System eingliedrig 
> of of of 
A(=Xtpvt4 ZH 0. 
Kennt man nur eine infinitesimale Transformation von A(f) = 0, etwa 
me of of 
Bie an yee, 


so verlangt die Integration von A(f) =, wie wir jetzt zeigen, die 
Integration einer gewodhnlichen Differentialgleichung 1. O. zwischen 
zwei Variabeln und eine Quadratur. Die beiden Gleichungen 


A(f)=0, B(f)=9 
bilden niimlich ein vollstiindiges System, dessen Lésung TT durch die 
Integration einer Differentialgleichung 1. O. gefunden wird. Sodann 
fiihrt man x, y und TT als neue Variabeln ein, und bringt dadurch 


A(f) und B(f) auf die Form 


, , of 1 OF 

A (f)=xX Ox + Y Oy? 

B()=—e Jota Zf, 

wobei die Gleichung A’(/) = 0 selbstverstiindlicherweise die inf. Trans- 
formation B’(/f) gestattet; also ist 


Cnn. . we 
o— fx: na (Y'dx— X‘dy) 


eine Lésung von A’(f) = 0 und also auch von A(/) = 0, deren Inte- 
gration hiermit geleistet ist. 


Ill. 


27. Jetzt behandeln wir den wichtigen Fall, dass A(/) = 0 zwei 
hekannte inf. Transformationen B,(f) und B,(f) gestattet, und dass 
dabei keine lineare Relation zwischen A, B, und B, stattfindet. 

Man bildet in diesem Falle den Ausdruck (B,B,), der sich noth- 
wendigerweise linear durch A, B, und B, ausdriickt: 


(B, B,) = w, B, + uw, B, + 4A = B;. 
Hier sind w, und mw, entweder Constanten oder auch Loésungen von 
A(f)=0. Findet man hierdurch oder durch Bildung von (B, B,) 


und (B, B,) zwei verschiedene Liésungen, so ist das Integrationsgeschiift 
abgeschlossen. Findet man nur eine Lésung TT,, so bildet man ver- 


moge B, (f) und B,(f) den Multiplicator x3 alsdann verlangt die Be- 


stimmung einer weiteren Lisung, wie Jacobi gezeigt hat, nur eine 
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Quadratur. Zu diesem Zwecke hat man die Grdssen x, y und TT als 
unabhiingige Variabeln einzufiihren, wodurch A(f) =O die Form 
’ rr O , O . 
A (f)=x' #4y $f =o 
annimmt. Man bestimmt sodann nach Jacobi’s Kegel den Integrabi- 
litiitsfactor der reducirten Gleichung A’(f) =O und findet hierauf eine 
Lisung derselben durch eine Quadratur. 

Sind endlich sowohl uw, wie mw, Constanten, so giebt es keine 
Lésung von A(f) = 0, die sich ohne Quadratur aufstellen liisst. Dann 
verfihrt man verschieden, jenachdem die Constanten wu, und w, beide 
gleich Null sind, oder wenigstens eine von Null verschieden ist. 

a) Sind w, und yp, beide gleich Null, so ist 


A(f)=0, B(f)=9 


ein vollstiindiges System mit einer bekanuten infinitesimalen Trans- 
formation B,; die gemeinsame Lésung ist 


T= ff @n—¥t) de +++. 
A(f)=0, B,(f)=0 


ein vollstiindiges System mit der inf. Transformation B,(f) und der 
Lésung 


Ebenso ist 


Tr, = fx (4m —Y)de +--+). 


Hiermit sind zwei Lésungen von A(f) = 0 gefunden; dabei bemerken 
wir, dass es gleichgiiltig ist, in welcher Ordnung diese beiden Quadra- 
turen ausgefiihrt werden. 

b) Sei jetzt jedenfalls eine der beiden Gréssen wu, etwa uw, von 
Null verschieden. Alsdann setze ich 


w, By (f) + w B,(f) = BN) 


und ersetze die beiden Transformationen 2, und B, durch B und B,. 
Man findet , 
(B, B) = wy B(f) + mA (f). 
A(f)=0, B(f)=0 


Folglich ist 


ein vollstiindiges System mit einer bekannten infinitesimalen Trans- 
formation B,(f). Also findet man die Lésung TT, dieses Systems durch 
eine Quadratur. Fiihrt man darnach 2, y und TT, als unabhingige 
Variabeln sein, so erhiilt man an Stelle von A(f) = 0 eine fquivalente 
Gleichung 


sh’ > of rr Of 
A (f)=0=X' E43 ze 
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mit einer bekannten inf. Transformation B’(f), und findet also die 
Lésung TT, von A’(f) = 0 durch eine zweite Quadratur. Hiermit sind 
zwei Lisungen von A(f)=0, niamlich TT, und TT, gefunden. Dabei 
ist zu bemerken, dass es in diesem Falle nur eine einzige Lésung, TI, 
nimlich, giebt, die sich durch eine Quadratur bestimmen lisst. Um 
TT, zu finden muss man dagegen ewei Quadraturen ausfiihren. 


IV. 


28. Kennt man zwei infinitesimale Transformationen B,(/) und 
B,(f) von A(f)=0 und besteht dabei eine lineare Relation 
aA(f) + B,B,(f) + B,B,(f) =9, 
so ist A eine Lésung von A(f)=0. Ich bilde den Ausdruck (B, B,), 


2 
der sich immer linear durch A(f) und B, (f) ausdriicken lisst: 


(B, B,) = 6 B,(f)+ Af). 


Ist 6 keine Constante oder keine Function der friiher gefundenen Lésung 


B, 


g,* 8° ist hiermit eine zweite Lésung gefunden, womit Alles fertig ist. 


Im entgegengesetzen Falle muss man 2, y und a = als neue Variabeln 
einfiihren. Hierdurch nimmt A( * = 0 die Form 
A (f= X' GE 4 ¥' Af = 0 


an und die inf. aa von ia wir nur die eine zu beriick- 
sichtigen brauchen, erhalten die Form 


BN=EL +7 +9) 7 


Ist m von Null verschieden, so lasst sich kein weiterer Vortheil aus 
den inf. Transformationen ziehen. Ist dagegen og —0, so stellt man 
den Integrabilitiitsfactor von A’(f/) =O auf, und findet sodann die 
fehlende Lésung durch eine Quadratur. 


Aus dem Obenstehenden fliesst u. A. der Satz: 
Satz 19. Gestattet die ee 


A(f)=x2l4y¥é Poa ' 
zwei bekannte inf. Transformationen b,(f) und B,(f), die keine lineare 


Relation der Form 
«A+ 6, B, + 6,B, =0 


erfiillen, so kann die Integration von A(f) =0 immer vermige blosser 
Quadraturen geleistet werden. 
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: § 12. 
Behandlung einiger speciellen Falle. 


Kine allgemeine lutegrationstheorie eines r-gliedrigen vollstindigen 


Systems 
A\(f) =0, ++» 4p (f) =0 


mit » unabhingigen Variabeln und mit »—r bekannten inf. Transfor- 


mationen 
B, (1); et BAP), 


die keine lineare Relation 


D> «Alf) + > pB(s) =0 
erfiillen, liisst sich erst dann geben, wenn die Theorie der Transfor- 
mationsgruppen weiter entwickelt worden ist. 
Hier werde ich uur einen allgemeinen Fall angeben, der sich ver- 


mége n—vr Quadraturen erledigen liisst. Zuerst betrachte ich einen 
Unterfall. 


1. 


29. Sind die inf. Transformationen durch Relationen der Form 


(B,B,) = Zz Ons As(f). 
verbunden, so bilden die Gleichungen 
A(f)=0,--- A-(f)=0, B,(f) =0,'+-- Bu(f)=0, 
Ptr Bryi(f)= 09, «++ Br-(f) = 0 
ein vollstindiges System mit einer bekannten inf. Transformation B,(f). 
Man stellt den Multiplicator x dieses (n —1)-gliedrigen Systems auf, 


und findet sodann vermége einer Quadratur eine Lésung TT, desselben, 
die eo ipso die Gleichungen A;(/)=0 befriedigt. Liisst man k successiv 
die Werthe 1, 2, --- »—r annehmen, so erhalt manu auf diese Weise 
n—yr von einander unabhiingige Lésungen 

Tl, Ti, - «Tur, 
und hat damit also die Integration des vorgelegten r- gliedrigen Systems 
vermége n—r Quadraturen absolvirt. In diesem Falle giebt es offen- 
bar n—r von einander unabhiingige Lisungen, deren jede durch eine 
Quadratur bestimmt wird. 

IL. 


30. Es bestehen jetzt Relationen der Form 
=k-—1 


@e 
(BB) = > BB (N+> 4), 
e=1 
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wo 6%, = const. und i und & der Beschriinkung 
i<k 
unterworfen sind. Auch in diesem Falle, der offenbar den soeben er- 
ledigten umfasst, ist es méglich, das Integrationsgeschift vermége n—r 
successiver Quadraturen zu erledigen. 
Man .bildet zunichst das vollstiindige System 


A,(f) = 9, a A,(f) = 9, B,(f) =9, art B,-ra(f) = 9 


mit der bekannten inf. Transformation B,_,.f, bestimmt den Multiplicator 
x und findet durch eine Quadratur eine gemeinsame Lésung TT, der 
aufgestellten n—1 Gleichungen. Sodann fiihrt man 2, ---%,_; und 
TI, als neue unabhingige Variabeln ein und bringt hierdurch die 
A; (f) und B,(f)-+- Bui (f) auf die Form 

ede gs a Ue 


ey " > 
OX, Ox, 1 


Bf) tr GO +--+ bar gee, 
wobei die A,’(f) und B/(f) durch dieselben Relationen wie die ent- 
sprechenden Gréssen A,(f) und B;(f) verbunden sind. Also ist 

Al (f)=90,--- Ar (f)=9, BY(f) =9, --- Bia(f) = 0 
ein vollstindiges System mit einer bekannten inf. ‘Transformation 
B,—r-1 (f); daher finden wir die gemeinsame Lésung TT, dieser »—2 
Gleichungen durch eine Quadratur. Indem man in dieser Weise fort- 
fihrt, findet man successiv alle » — r Lésungen der Gleichungen 
A; (f) =0 vermége n—r Quadraturen. 

In diesem Falle giebt es im Allgemeinen nur cine Lésung, deren 
Bestimmung nur eine Quadratur -verlangt. 


$1. Bis jetzt ist es mir noch nicht gelungen, das allgemeine im 
Anfange dieses Paragraphen aufgestellte Problem durch Quadraturen 
zu erledigen. Und ich vermuthe sogar, dass eine solche Erledigung 
nicht allgemein mdglich ist. Dagegen kann man in jedem speciellen 
Falle das allgemeine Integrationsproblem in mehrere einfachere zerlegen. 
Bei einer anderen Gelegenheit werde ich diese Andeutung ausfiihren. 
Kin besonderes Interesse bietet die Anwendung dieser Theorie auf ge- 
wohuliche Differentialgleichungen zwischen zwei Variabeln mit mehreren 
bekannten infinitesimalen Beriihrungstransformationen. 

Ist n — r = 3, so kann entweder das betreffende Problem auf den 
in diesem Paragraphen betrachteten Fall reducirt, und somit durch 


Quadratur erledigt werden, oder aber es kann die folgende Gestalt 
erhalten. Die Gleichung 
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A(f) = X, oe + x, 7 + x, $F +x, 7 = 


soll integrirt werden, und man kennt 3 inf. Transformationen derselben 
B,(f), B.(f) und B,(f), die durch Relationen der Form 


(B,B,) = B, +44, 
(B, B,) = B, + uA, 
(B, B;) = B, + vA 


verbunden sind. Diesen speciellen Fall habe ich nicht durch Quadra- 
turen zu erledigen vermocht. Dagegegen kann man ihn, indem man 
nur die Transformationen B, und B, beriicksichtigt, durch die Integration 
einer gewohnlichen Differentialgleichung 1. O. zwischen zwei Variabeln 
erledigen. Wie dies geschieht, ist in dem Vorangehenden angegeben. 

Den Fall n —r=4 kann ich immer auf den Fall n—r=3 
reduciren, und daher ist héchstens die Integration einer gewohnlichen 
Differentialgleichung 1. O. zwischen 2 Variabeln nothwendig. 

Der Fall n — r == 5 verlangt im ungiinstigsten Falle die successive 
Integration zweier Differentialgleichungen 1. O. u. s. w. 


§ 13. 
Directe Bestimmung der letzten Loésung der Gleichung (/,/) = 0. 


32. Jacobi hat bekanntlich gezeigt, dasx die letzte Loésung der 
Gleichung (f,/) = 0 vermége einer Quadratur gefunden werden kann. 
So schén.und iiberraschend dieser Satz auch ist, und so grossartig die 
analytischen Hiilfsmittel sind, vermége deren Jacobi dieses Resultat 
erreicht, so kann man doch einen doppelten Einwurf gegen seine Be- 
griindung dieser Theorie machen. LEinerseits kann man niamlich ein- 
wenden, dass sie nicht direct ist, andererseits lisst sich nicht laugnen, 
dass sie die Sache mehr complicirt, als nothwendig ist. 

Im ersten Abschnitte (Paragraph 2.) habe ich eine neue und dusserst 
einfache Begriindung dieser J aco bi’schen Theorie als Corollar aus 
einer allgemeineren Theorie gezogen. Handelt es sich darum die Glei- 
chung f/, = @, zu integriren, so glaube ich behaupten zu kénnen, dass 
meine Behandlung, die iibrigens pall eine Quadratur erspart, sich nicht 
wesentlich verbessern lisst. Wiinscht man dagegen nur zu beweisen, 
dass sich die letzte Lisung der Gleichung f, = @, durch Quadraturen 
leisten liisst, so kann man vielleicht auch gegen meine Bestimmung 
den Einwurf machen, dass sie nicht direct ist. Daher werde ich in 
diesem Paragraphen eine directe und zugleich einfache Bestimmung der 
letzten Lésung der Gleichung (f,;f) = 0 geben. Dabei stiitze ich mich 
einerseits auf meinen Satz tiber die Aequivalenz zwischen einer infini- 
tesimalen Transformation und einem Integrabilititsfactor einer gewohn- 
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lichen Differentialgleichung zwischen zwei Variabeln, Andererseits setze 
ich das Poisson-Jacobi’sche Theorem als bekannt voraus. 


33. Sei vorgelegt die Gleichung 
fi (%, +++ Su Py > Pn) = % 
und seien f/f, - - - fan bekannte Lisungen der Gleichung 
(ff) =9 


aus denen sich keine weiteren Lésungen durch Anwendung der Poisson- 
Jacobi’schen Theorems herleiten lassen, 


Setze ich nun 


(Aft) = A(f) =9 
(fof) = B,(f), - - - fan-af) = Brn-a(f), 


so sind, wenn ich mit /, eine beliebige Lésung von A(f) = 0 bezeichne, 
auch die Groéssen B,(f)), - - - Ben2(f,) Lésungen. Wende ich daher 
die im Anfange dieses Abschnittes eingefiihrte Terminologie an, so kann 
ich sagen, dass ich einerseits 2m — 2 Lésungen /; -- - f2,-2 von A(f)=0. 
und andererseits 2n—3 inf. Transformationen B,(f), - - - By,»_2(f)) dieser 
Gleichung kenne. 


Statt z,---2, p,---p,» fiihre ich neue unabhingige Variabeln 


ein, nimlich /,/,---/f2,-2 zusammen mit zwei weiteren Grdssen wu, 
und «,. Hierdurch wird 


und 


A(f) =(hm) ££ +(fhm) Tas =0, 
But) =(hiu) 3 thm) jay + (hf a4 4 +:-A(hben-s) af! 


Baya (f)=(fan2%) vu) 24 + (fan-20) 28+ (fanahy) GE t+ $e (finafins) gp? 





fon-2 


Setze ich sodann, indem ich unter g,q, - - 
von {i fo - - + fea—e verstehe 


C (f) = 9, B,(f) +--+ + Pane Bons (f), 


so ist klar, dass C(f) immer eine infinitesimale Transformation dar- 
stellt, die A(f) =O in sich selbst iiberfiihrt. Es fragt sich, ob die 
gy derart gewahlt werden kénnen, dass der by cng Ausdruck 
von C (f) nur die Differentialquotienten ef und 4: 

1 
den Groéssen 


- Pen—2 beliebige Functionen 


, dagegen keine von 


7 ae we 
oh Oe Ofen—s 


enthalt. Diese Frage kommt darauf hinaus, ob die Gleichungen 
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P2(fefi) +3 (fshi) +--+ + Pane(fen2fi) =9, 
" (hf) + 3 (fat f.) ih _ Pree (fe eh) — 


P» " few ) + P; (/sfim_s) i wr P2n—2 (fanafie-s) = 0 


von denen iibrigens die erste-an sich identisch ist, durch passende 
Wahl der g, befriedigt werden kénnen. Da die schiefe Determinante 


(hf) (hh) ++ (fmf) 


r fsfre-s) (h fen iY iain 


eine ungerade Anzahl Reihen und Colonnen enthiilt, und also identisch 
verschwindet, so kénnen unsere linearen Gleichungen befriedigt werden. 
Sind g$---g_, Grossen, die diese Gleichungen erfiillen, so besitzt 
der Ausdruck 
Ore 0 " 0 . 
C (f) —_ P, Bf) + -e + Pans Pan-sf)> 

den wir bilden kénnen, die Form 

wry = U, oF of 

o(fn—u,f + 0,2, 
wobei U, und U, Functionen von /,f, - -- «,u. sind. Nun aber wissen 
wir, dass die Gleichung 


A(f) = (fi) Zo + (fim) ZL =0 


die infinitesimale Transformation C°(/) gestattet. Folglich lehrt Theo- 
rem V., dass 

pe : 

4 Us( frm) — Uy (frre) 


ein Integrabilititsfactor von A(f) = 0 ist. Und also ist 


fA Ufa) deg — (fam) ae] 


die gesuchte Lésung von A(f) = 0. 


§ 14. 


Anwendung der Theorie der infinitesimalen Transformationen auf partielle 
Differentialgleichungen 1. Ordnung. 


34. Die in diesem Abschnitte entwickelte Theorie der infinitesimalen 
Transformationen verdéffentlichte ich zum ersten Male im Jahre 1874 
(Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania). Im Anfange dieses 
Jahres (1876) versuchte ich diese Theorie auf beliebige (nicht eben 
lineare) partielle Differentialgleichungen 1. 0. anzuwenden. Ich fand 
zu meinem grodssten Erstaunen, dass meine neve Theorie sozusagen 
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unmittelbar wesentliche Vereinfachungen in der allgemeinen Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen 1. O. bewirkt. Hinterher fand 
ich, dass es noch einfacher ist, diese neuen Entdeckungen, wie ich dies 
im ersten Abschnitte dieser Abhandlung gethan habe, unabhingig voi 
der Theorie der infinitesimalen Transformationen darzustellen. Nichts- 
destoweniger halte ich es fir richtig, diese Resultate zugleich auf dem 
Wege herzuleiten, auf dem sie zuerst gefunden wurden. Allerdings wird 
der aufmerksame Leser bemerken, dass die Darstellung des ersten Ab- 
schnittes nicht allein in formeller, sondern auch in reeller Riicksicht 
besser als die nun folgende ist. So z. B. giebt meine Theorie der inf. 
Transformationen allerdings den allgemeinsten Fall, in dem man die 
fehlenden Lésungen des Systems 


(Af =9, --- (Af) =9, wo (fif) =9 
durch Quadraturen bestimmen kann. Dagegen lehrt sie nicht unmittel- 
bar, dass hierzu nur eine Quadratur erforderlich ist. 

35. Sei 

fp =%, +++ fy =e 
ein vorgelegtes Involutionssystem und seien g,:--- 9, bekannte, von 
einander und von f,---f, unabhingige Lésungen des vollstiindigen 
Systems 
(9) =9, --- (fo) =0, wo (fifr) =9. 
Setzen wir nun 
(fep) = Ail), (Yep) = Bi(Y) 
und bezeichnen fiir einen Augenblick eine beliebige Lésung der Glei- 
chungen A;(m) = (0 mit m°, so werden auch siimmtliche Gréssen B,(p") 
Lésungen der Gleichungen A;(g~) = 0. Wir kennen daher, kénnen 
wir sagen, nicht allein r Lésungen /, - - -/, 9,41 -- - 9, des vollstiindigen 
Systems A,(m) = 0, sondern auch r— gq infinitesimale Transformationen 
B,+1(p) --- B-(p), die unser vollstandiges System invariant lassen. 

In diesem Abschnitte haben wir nun gelehrt, den Umstand, dass 
gleichzeitig gewisse Lésungen und gewisse inf. Transformationen eines 
zur Integration vorgelegten vollstindigen Systems bekannt sind, zu ver- 
werthen. Wir werden den aufgestellten Regeln folgen. 

Zuerst sollen wir (§ 8. n. 16.) versuchen durch ausfiihrbare Ope- 
rationen weitere Lésungen und weitere inf. Transformationen unseres 
Systems aufzustellen. Zu diesem Zwecke haben wir die Ausdriicke 
B,(y;) und B;(By(—~)) — By (Bilp)), die bez. Lésungen und inf. Trans- 
formationen unseres vollstiindigen Systems darstellen, zu bilden. Es ist 


Bx (vi) = (Mri); 
B(Bi(p)) — Be (Bi (p)) = (pipe) 9); 
dass aber (gy, ;) eine Lésung ist, lehrt eben das Poisson-Jacobi'- 
sche Theorem. Und dass ((p;9x)@) eine inf. Transformation unseres 











‘ 
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vollstiindigen Systems darstellt, oder anders ausgesprochen, dass ((q; 9x) 9) 
gleichzeitig mit m eine Lésung darstellt, kommt wiederum darauf hinaus, 
dass (p;gx) eine Lésung ist. Endlich haben wir zu untersuchen, ob 
Relationen der Form 


> Ax (fe P) + > (9) =0 


stattfinden. Wiire dies der Fall, so bestinden Functionalrelationen 
zwischen /,--+/f, und den Lésungen 9,41:9,+2-:-, Was indess aus- 
geschlossen ist. Vorliufig geben also unsere allgemeinen Regeln nur das 
Poisson-Jacobi’sche Theorem, das tibrigens als bekannt vorausge- 
setzt wurde. Seien g,.1---,- ++ @, diejenigen unabhingigen Lésungen, 
die wir in dieser Weise erhalten, und seien 
(P.419) = Br4i(H), +++ (Gey) = Bs(¢) 
die entsprechenden inf. Transformationen. 


Jetzt sollen wir die Gréssen 


fies LoPqti ++ Ds 


zusammen mit 2n—s passend gewiihlten weiteren Gréssen w, - - + tens 
als unabhiingige Variabeln anstatt 2, --- 2%, p,-+-+p, einfiihren. Dies 
giebt 


A(p) = (fe) = >) (feu) G25 


Bi (9) = (Hep) = Dy (We) $2 + D) (iui) §?-- 


Wir wissen, dass das vollstiindige System der A,(p) = 0 jede infini- 
tesimale Transformation der allgemeinen Form 


C(p) = >) alti = ++ fe Pott’ + 9) Belg) 
k 


gestattet; und wir sollen versuchen die Gréssen a, derart zu wihlen, 
dass der Ausdruck C(q) nur die Differentialquotienten von g hinsicht- 
lich der u;, dagegen keine Differentialquotienten hinsichtlich der g; ent- 
hilt. Es fragt sich, ob die s—q Gleichungen 


(14) +I (Po+19%) st Ts (Ps Px) =0, (k= q+1,---8) 
befriedigt werden kénnen, ob also die Determinante 

D = [(G04+1Pa+1) + * + (PsPs)] 
verschwindet, oder von Null verschieden ist. 


Setzen wir voraus, dass die Gruppe f/,---/, Qo+1°-* Ps ausser 
den f noch m ausgezeichnete Functionen Q, -- - Q,, euthialt, so ver- 
schwindet sowohl D wie ihre Unterdeterminanten erster, zweiter - - 
(m—1)'* Ordnung, wihrend es jedenfalls eine nicht verschwindende 
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Unterdeterminante m'** Orduung giebt. Und folglich kénnen die Glei- 
chungen (14) befriedigt werden; man kann sogar m Gréssen 2, etwa 
M%o+1*** X4m, arbitrir wihlen, alsdann driicken sich die iibrigen z 
linear durch sie aus: 


— i . oe J 
Hot mts Vopr Bop t Mam By 4m* 


Die allgemeinste infinitesimale Transformation C(q) besitzt daher die 
Form 

C (Mp) = 41 C, (9) +--+ + %e4+m Cn (9H); 
wo die C,(p) ganz bestimmte Gréssen, die x, dagegen arbitriire Functio- 
nen der f und @ bezeichnen. Insbesondere sind C,(), - - - C,,(q) selbst 
unabhingige inf. Transformationen der verlangten Form, die unser voll- 
stindiges System invariant lassen. 

Fehlen nun mehr als m Lésungen der Gleichungen A; (py) = 0, so 
sollen wir nach unseren allgemeinen Regeln das vollstindige System 
A, (9) = 0, ats hia Ay (9) = 0, C, (9) =0,--:- Cn(P) = 0 
aufstellen und eine gemeinsame Lésung desselben vermége einer Operation 
2n—s—q—m 
bestimmen. Aus der gefundenen Lisung, verbunden mit den friiheren 
hat man dann eventuell neue Lésungen vermége des Poisson-Jacobi’- 
schen Theorems zu bestimmen u. s. w. Man wird, wie man sieht, 
genau zu der in § 3. entwickelten Methode gefiihrt. Wie damals be- 

stimmt man daher successive vermége der Operationen 
2n—s—q—m, 2n—s—q—m—2.--6, 4, 2 
eine so grosse Anzahl weiterer Lésungen 
Potis** Pt» 

dass die Gruppe f,-- +f, gti ++ Ps*-* @ n-gliedrige Involutions- 
systeme enhilt. 

Hiermit hat unser Problem die folgende Gestalt gewonnen: Vor- 
gelegt ist das q-gliedrige vollstindige System 


(fe p) = Ar (y) = 9 
und man kennt 2n — g — m Lésungen f, - - - fy M41 + + Pen—g—m des- 
selben, die eine Gruppe bilden, welche ausser /, - - -/, noch m ausge- 
zeichnete Functionen Q,---@, enthilt, Man kennt zugleich die inf. 
Transformationen B,+1(~) = (2419), © +» Bon-¢-m(P) = (P2x-m). 
Nun fihrt man wiederum statt x, --- 2%, p,-- +p, neue Variabeln 


ein, niamlich /; - - + fy My41- +: P2n—q—m Zusammen mit g-+m weiteren 
Gréssen w, U,- ++ Ug+m, und findet so 


A; (9) = pa (fe Ui) - 
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By) = - (Px Pi) 7 + a (Pi) x , 


Man bestimmt wie friiher durch lineare Combination der B,(q) die 
allgemeinste inf. Transformation 


C (p) = 416; (MY) + ++ + + 4m Cn (9) 
die nur Differentialquotienten hinsichtlich der u; enthilt. Wir werden 


zeigen, dass die inf. Transformationen C; (@) paarweise die Relation 
Ci(Ce(p)) — Cx (Ci(@)) = 0 erfiillen. 


Da die ausgezeichneten Functionen Q Functionen von den f und 
g sind, so folgt, dass die (Q;q) sich folgendermassen ausdriicken lassen 


(Qig) = 2 Oi(f, -- +f Po41** * P2n—q—m) Bi (g) +> a Ax (), 


wo die « Functionen der f und @ sind; auf der anderen Seite ist 


(Qip) = > (% U;) = ’ 


Also bestehen m Relationen von der Form 
7 
(2p) = p mri (fy ++ > Ly Parr Pore ++ +) Gil) +>) as Ar(o) 


und, da keine lineare Relation zwischen den (Q.g~) und den A;(g) 
bestehen darf, so folgt einerseits, dass die Infinitesimalen ‘T'ransfor- 
mationen Cig) von einander unabhiingig sind, andererseits, dass diese 
Gréssen sich linear durch die (Q,q) und die ‘Ai(@) ausdriicken: 


Ci() = > vulh; ** fq Pq+1*** Pan—g—m) (2g) + >) br Av(). 
3 


Bildet man daher die C;(C,(q)) — C.(C;(p)) und beriicksichtigt dabei, 
dass die C;(y) nur Differentialquotienten hinsichtlich der « enthalten, 
dass ferner alle (Q;Q,) verschwinden, so erkennt man, dass alle 


Ci(Cx(p)) — Cr(Ci()) = 9 


sind. 


Hiermit hat unser Problem die folgende Gestalt gewonnen: Vor- 
gelegt ist ein q-gliedriges vollstiindiges System zwischen g + m Va- 
riabeln 


Ax(9) = >! (fits) Fy, = 9 
und man kennt m Ausdriicke C,(p),---Cn(p), welche die Gleichungen 
Ai(Cx(@)) — Cx Aa) = >) ding Ag (9) 
C;(C.(~)) — Ce(Cilp =o 
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erfiillen. Man soll das vollstindige System integriren. Nach § 12., 
Nr. 29. geschieht dies, indem man das vollstiindige System 
A, (9) = 0, -- - A,(y) =0, Ci (9) =9,--- Clg) =9, 
Chil) = 0, ~ oh Cn (g) =0, 
oder auch die entsprechende totale Differentialgleichung 
W,,1.du, o{- ‘Rs + W,,, mq dUm+q = 0 
aufstellt und darnach die durch die Ausdriicke 
A,(g) = a Ui: ts » Ch(~) = bo U;i ae, 


bestimmte Determinante 


oe Ui,1 U,,2 Plan U,, m+ | 
Vir Vig +: V;, m+q | 


ee Feralas nae | 


| Vint Fat 4 ds Vn m+4q | 
bildet. Alsdann ist x ein Integrabilitiitsfactor, also 


- 


L={ x (W,,1du, +--+ Wy, meg dtin4y) 


ein Integral unserer totalen Gleichung und gleichzeitig eine Lisung 
der A,(y)=0. Giebt man r successiv die Werthe 1, 2---m, so 


erhilt man m Lésungen L,---Z,,, die von einander wie von den f 


und @ unabhingig und somit die fehlenden Lésungen des Systems 
A; (gy) = 0 sind. 


Hiermit haben wir das angekiindigte Resultat erreicht. 


36. Auch die Ergebnisse des § 5. fliessen als Corollar aus meiner 
allgemeinen Theorie der infinitesimalen Transformationen. 
Sei 
N, = %,+--N, =a, 
ein Involutionssystem nullter Ordnung, und seien N, --- N, H,4:--: 
H:,,-m homogene Liésungen des Systems 
(N,H)=0, --- (N,H)=0, 


die eine Gruppe bilden, welche ausser N,---N, noch m ausgezeich- 
nete Functionen, simmtlich von nullter Ordnung, enthiilt und daher 
die kanonische Form X,--+ X, Py4m41.-- Px besitzt. Alsdann sind 
die ausgezeichneten Functionen dieser Gruppe die gemeinsamen Lé- 
sungen des vollstindigen Systems 








(J 
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(Hen—g—m ) — 0 ? 






















(N,%) = 0, — (N,®) = (), (Hy4+1%) = 0, ss 


ausserdem befriedigen sie die Gleichung 


>r3- 


die somit eine algebraische Consequenz der vorhergehenden Gleichungen 
ist. Also besteht eine lineare Relation: 


(15) a, (N,®)+ +++ + @(N,®) + Bo41( A419) ++: -— Dp 5a =e, 


op 
die wir aufstellen kénnen. Setzen wir nun 


(Mo) = A), (Hy 4:%) = Bi), Dip 2? = BO), 


so gestattet, kénnen wir sagen, das vollstiindige System A,(®) = 0 
die infinitesimalen Transformationen B,;(®). In Folge dessen sind die 
6 (Theorem VII.) Lésungen der A;(®) = 0. 

Ich behaupte, dass man in dieser Weise siimmtliche fehlenden 
Lisungen der A,(®) = 0 findet. Zum Beweis setze ich 


N, = X,,... N,= X,, 
und denke mir die Gruppe der N und H auf ihre kanonische Form 
E+ +. Ei Ries wR Re Oe 

gebracht. Hierdurch nimmt die Gleichung (15) die Form an: 

ee,’ (XD) +» ay (X_) + By 41 (Xq410)+- +--+ Bn (Xn O) 
oo 

+ Bats (Potngs®) +--+ + Biea-m(Pa®) — D' Ps ip =O, 
oder ausgefihrt: 
+ O® ke) 1 O® 


ay oP, +-° “+a, - oP. ~+ By +1 OP 41 + ‘+B oP, 


oD 
— Ba+s Same +: i ae x “= P, iF. = 0, 





woraus 
a,’ = P,, - eo P,, Bo +1 ed Py +1, +++ Br = Ph, Bu+e = 0. 
Man sieht, dass B41 --- Bj4m die fehlenden Lésungen des Systems 


(X,0) =0,---(X,0) =0 
sind, wihrend die iibrigen ~’ Functionen der bereits bekannten Lé- 
sungen sind. Beriicksichtigt man daher, dass die beiden Grossenreihen 
Bo+i ee Bea—e—ms 
Bot gent g | en 


in soleher gegenseitigen Beziehung stehen, dass sich jede Grosse der 
einen Reihe durch die Gréssen der zweiten Reihe und die bekannten 
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Lésungen ausdriickt, so folgt, dass auch die Gréssen 8,41 +++ Bon—o—m 
die fehlenden Lésungen liefern, wie behauptet wurde. 

Um den Zusammenhang zwischen dieser und meiner alten Be- 
griindung méglichst klar hervortreten zu lassen, fiige ich noch das 
Folgende hinzu. 

Die Gleichung (15) gilt identisch fiir jedes ©. Setzen wir ® suc- 
cessive gleich 7, ---%, p,-+- Pa, 80 findet man die 2” Gleichungen 


ON, oH, 
>} a 5p + >} br 3" =0, 
> 2 oN y oH, 
“ Ox; + rs Br . = Pi) 


deren Inbegriff offenbar mit (15) jiquivalent ist. 
lassen sich in die eine Gleichung 


> adM+ > bed, =p,dz,+---+prdz,, 
i 


die daher mit (15) aquivalent ist, zusammenfassen. In Nummer 1. 
(Satz 3.) sahen wir aber eben, dass die 6 die fehlenden Lésungen der 
Gleichungen (N,®) = 0, ---(N,®) = 0 sind. 


$7. Die Theorie der Nummer 12. ergiebt sich noch unmittelbarer 
aus der Theorie der infinitesimalen Transformationen. 
Sei wiederum 





Diese Gleichungen 


N,=a,,... Ne=a, 
ein vorgelegtes Involutionssystem nullter Ordnung und seien H, +1 
... H, homogene Lésungen der Gleichungen 
(N,®) =0,... (N,®) = 0, 


die zusammen mit N,...N, eine Gruppe bilden, welche ausser N, 


... N, noch m ausgezeichnete Functionen, simmtlich von nullter 
Ordnung, enthalte. 


Setzen wir 
T O © > 
(Mo) = A), (Eh) = Bo), >'p op = BO), 


so gestattet, kénnen wir sagen, das vollstiindige System A,(®) = 0 


die infinitesimalen Transformationen B,(®). Und wenn wir, wie in 


Nr. 12., die Voraussetzung machen, dass die Polargruppe der Gruppe 


N,...N, Hy41...H, nicht nur Functionen nullter Ordnung ent- 
halte, so bilden die Gleichungen 


Ai(>)=0, B(%)=0, B(o)=0 


ein vollstindiges System. Es besteht somit keine lineare Relation 
zwischen den A;(®), By(®) und B(®). 
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a Nach den Regeln von § 8. fiihren wir neue Variabeln N,... N, 
Ay41... HH, wy... en» ein, und finden so: 

e- * 

as As) = D! (Nau) - 


i By) —= D) HH) Fy + pitted 


B(®) =D Nn oH, x(3a pr zen) oO 


Hiernach sollen wir durch lineare Combination der B;(®) die allge- 
meinste inf. Transformation 


an C(®) = ,416,(0) + my 42Cy (0) + - 
suchen, die nur. Differentialquotienten hinsichtlich der u; enthalt; und 
darnach das vollstiindige System 


A,(%) =0,...A,(®)=0, C,@)=9, C,(%) = 0, 
aufstellen und eine Lésung desselben bestimmen u. s. w. Dies ist 
er aber eben die in Nr. 12. auseinander gesetzte Methode. 
- 
Abschnitt Ill. 


6 
Giebt es noch bessere Integrationsmethoden der partiellen 


Differentialgleichungen 1. O.? 








‘ In Euler’s Integralrechnung werden mehrere specielle partielle 
Differeutialgleichungen 1. O. integrirt. Lagrange zeigte in einer 
beriihmten Arbeit, die in den Abhandlungen der Akademie zu Berlin 

N, fiir 1772 gedruckt ist, dass die Integration der allgemeinen Gleichung 

“ =f (yep) 
auf die Integration gewdhnlicher Differentialgleichungen zuriickgefiihrt 
werden kann. Er stellt das simultane System 

dx — dy __ dz om dp 

: 0 . Se Or Ape eee 

wd auf und sucht ein Integral desselben. Gelingt es, eim solches zu 

* finden, so verlangt die Erledigung der vorgelegten partiellen Diffe- 
rentialgleichung nur die Integration einer linearen totalen Differential- 
gleichung 

om dz — Adx — Bdy=0, 


in der A und B bekannte Functionen von 2, y und 2 sind. 


Mathematische Annalen. XI. 34 
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Die Mathematiker strebten lange ohne Erfolg eine allgemeine 
Integrationsmethode der allgemeinen Gleichung 
2 P(e a+ ++ tte py +++ Pa) = 0 
zu finden. Merkwiirdig ist es dabei, dass Pfaff, dem dies zuerst 
gelang (Abhandl. der Akademie zu Berlin 1814— 1815), den Umweg 
machte, das vorliegende Problem als speciellen Fail eines anscheinend 
weit schwierigeren Problems aufzufassen. Pfaff zeigte niimlich, dass 
jeder 2n-gliedrige Ausdruck 
X, dz, + F's +e XonA Lz» 


auf eine n-gliedrige korm 


F df, + ihe “+ F,, df, 
gebracht werden kann, und zwar in der Weise, dass man successive 
eine Reihe simultaner Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen 
volistiindig integrirt. Und da das Problem, die Gleichung 


Dn =f (22, +++ Ln Py ++ + Pat) 

zu integriren, darauf hinauskommt, den Ausdruck 
dz — p, da, — +++ — pa-1day_-1 — [dtp 

auf eine n-gliedrige Form zu bringen, so giebt die Erledigung des 
soeben besprochenen allgemeinen Problems zugleich eine allgemeine 
Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichungen 1. O. Um 
die Gleichung 

F (22, +++ 2n Py +++ Pn) =9 
nach dieser Methode zu integriren, muss man successive ein simultanes 
System, bestehend aus 2n—1 Gleichungen, ein System mit 2n—3 
Gleichungen, eins mit 2n—5 Gleichungen u. s, w., zuletzt eine ge- 
wohnliche Differentialgleichung 1. O. zwischen zwei Variabeln inte- 
griren. Bezeichne ich daher die Operation, ein Integral eines simul- 
tanen Systems von gq gewodhnlichen Differentialgleichungen 1. O. zu 
bestimmen, durch die Zahl g, so dass die vollstindige Integration 
eines solchen Systems die Operationen 

q,4—1, q—2,--- 3, 2, 1 
erfordert, so verlangt, kann ich sagen, die Integration der Gleichung 
F=0 nach der Pfaff’schen Methode die in folgendem Schema an- 
gegebenen Operationen: 


Die Pfaff’sche Methode. 
2n—1, 2n—2, 2n—3, 2n—4, 2n—5,--- 3 
2n—3, 2n—4, 2n—5,--- 3, 2,1, 
2n—5,---3 
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Cauchy, der Pfaff’s Theorie nicht kannte, gab im Jahre 1818 
eine neue iiusserst einfache Methode, die darauf hinauskommt, dass es 
hinreichend ist, das erste Pfaff’sche System zu integriren. Diese 
Cauchy’sche Methode, die man als eine Verallgemeinerung der von 
Monge herriihrenden Theorie der Charakteristiken der Gleichung 
f(zxypq) = 0 aufzufassen hat, scheint mir hinsichtlich der zu Grunde 
liegenden Gedanken die einfachste Methode zu sein, die gegeben wor- 
den ist, und zugleich die einfachste Methode, die iiberhaupt gegeben 
werden kann. Allerdings verlangt sie schwierigere Integrationsopera- 
tionen als mehrere spiitere Methoden. 


Jacobi, der fiir die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
1. O. so ausserordentlich viel geleistet hat, verdffentlichte 1837 (Crelle’s 
Journal Bd. 17) die Grundziige einer neuen Methode, die ich die 
Jacobi’sche Methode nenne. Erst 1862 (Crelle’s Journal Bd. 60), 
mehrere Jahre nach Jacobi’s Tode, veréffentlichte Clebsch eine 
ausgefiihrte Redaction dieser Methode, die unter Jacobi’s nachge- 
lassenen Manuscripten gefunden worden war. In dem langen Zeit- 
raume 1837 —1862 gingen die Bestrebungen der Mathematiker, die 
sich mit dieser Disciplin beschiiftigten, zum gréssten Theile darauf 
hinaus, die Jacobi’sche Methode nach Jacobi’s Andevtungen zu re- 
construiren. Dies gelang Bour (Journal de I’Kcole Polytechn. 39° cahier), 
der sich tiberhaupt in mehreren Richtungen um die allgemeine Theorie 
verdient gemacht hat. Um die Cauchy’sche tnd die Jacobi’sche 
Methode zn vergleichen, stelle ich die nach beiden Methoden noth- 
wendigen Qperationen in dem folgenden Schema zusammen. 


Die Cauchy’sche Methode. | Die Jacobi’sche Methode. 


2n—1 2n—1 2n—3 2n—5---3 1 

2n—2 2n—3 2n—5---3 1 

2n—3 ‘Qn—5.---31 
3 3 1 
2 | 1 
] 


Wie man sieht, verlangt Jacobi’s Methode, wenn n> 2 ist, eine 
groéssere Anzahl Integrationsoperationen, die jedoch eine geringere Ord- 
nung haben als Cauchy’s Methode. Zu bemerken ist tibrigens, dass 
hiufig mehrere Integrationsoperationen bei der Jacobi’schen Methode 
wegfallen kénnen. Man hilt jedenfalls die Jacobi’sche Methode fiir 
einfacher als die Cauchy’sche. 

Man betrachtet allgemein die Jacobi’sche Methode als ein Meister- 
werk; und diese Auffassung ist ohne Zweifel wohl begriindet. Doch 
344 
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glaube ich, dass die zur Begriindung dieser Methode entwickelten 
grossartigen Hiilfstheorien in noch héherem Grade als die Methode selbst 
einen bleibenden Werth behalten werden. Insbesondere michte ich 
das Poisson-Jacobi’sche Theorem neben der Lagrange’schen, der 
Pfaff'schen und der Cauchy’schen Integrationstheorie als die wich- 
tigste Entdeckung bezeichnen, die iiberhaupt in der Theorie der par- 
tiellen Differentialgleichungen 1. O. gemacht worden ist. 


Im Jahre 1863 veréffentlichte Weiler in Schlémilch’s Journal 
eine wesentliche Vereinfachung der Jacobi’schen Methode. Da Wei- 
ler’s Darstellung seiner Methode, die mir leider unzugiinglich gewesen 
ist, nicht hinlinglich klar schien, unternahm es Clebsch in einer 
bekannten Abhandlung (Crelle’s Journal Bd. 65), eine neue Dar- 
stellung der Weiler'schen Methode zu geben. Nach spiiteren Unter- 
suchungen von Mayer (Mathem. Annalen Bd. 1X) ist jedoch diese 
Clebsch’sche Methode von der Weiler’schen, die Mayer selbst in 
der citirten Abhandlung aufs Neue entwickelt hat, verschieden. Doch 
stimmen diese beiden Methoden hinsichtlich der Zahl und der Ordnung 
der nothwendigen Integrationsoperationen, wie das folgende Schema 
zeigt, tiberein. 


Die Weiler’sche Methode. | Die Clebsch’sche Methode. 


2n—1 2n—1 
2u—3 2n—3 2n—3 2n—3 
2n—5 2n—5 2n—5 2n—5 
Perey E4 | Jit) taped seat 4, 
Bo 3 3 
1 1 | 1 1 


Im Jahre 1872 endlich, genau ein Jahrhundert nach dem Erschei- 
nen von Lagrange’s oben citirter bahnbrechender Arbeit, verdffent- 
lichten Mayer (Math. Ann. Bd. V) und ich (Gesellschaft der Wissen- 
senschaften zu Christiania) gleichzeitig und unabhiingig von einander 
zwei verschiedene Theorien, die dieselbe Reduction in der Zahl und der 
Ordnung der nothwendigen Integrationsoperationen erzielten. Mayer’s 
Arbeit enthielt ein merkwiirdiges Theorem, das sogenannte Mayer’sche 
Theorem, welches ihm erlaubte, nicht allein die Jacobi’sche Inte- 
grationsmethode, sondern auch die allgemeine Theorie des Pfaff’schen 
Problems wesentlich zu vereinfachen. Meine Methode nimmt gewisser- 
massen eine Zwischenstelle zwischen der Cauchy’schen und der Ja- 


cobi’schen ein; sie basirt auf einer Verallgemeinerung der Cauchy- 
schen Methode. 
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Die Mayer’sche Methode. Meine Methode. 
2n—1 2n—1 
2n—3 2n—3 
2n—5 2n—5 

3 3 
1 1 





Bei der Jacobi’schen, der Weiler’schen, der Clebsch’schen, 
der Mayer’schen und meiner Methode stellt man successive eine Reihe 
simultaner Systeme auf, und sucht jedesmal ein Integral. Hierbei kann es 
gelegentlich eintreffen, dass man gleichzeitig mehrere Integrale eines sol- 
chen Systems findet; man kennt iiberdies Operationen, die dazu dienen, 
aus einem bekannten Integrale neue herzuleiten. Es stellt sich daher das 
Problem, den Umstand, dass man gleichzeitig mehrere Integrale ge- 
funden hat, zur Vereinfachung des zuriickstehenden Integrations- 
geschiifts méglichst zu verwerthen. Dieses Problem behandelte ich 
eingehend in meiner ,Invariantentheorie der Beriihrungstransformatig- 
nen“; ich zeigte, dass sich aus dem besprochenen Umstande im All- 
gemeinen ein sehr grosser Vortheil ziehen lisst, Und.im ersten Ab- 
schnitte meiner jetzigen Arbeit habe ich gelehrt, bekanute Integrale 
in noch viel hdherem Grade zu verwerthen. 


6 

Es stellt sich nun die Frage, ob es denkbar ist, dass eine spitere 
Zeit noch bessere Integrationstheorien der partiellen Differentialglei- 
chungen entdecken werde. Ich zweifle nicht, dass jeder Mathematiker, 
der die jetzige Lage dieser Disciplin kennt, dazu geneigt sein wird, 
eine solche Frage ohne Weiteres mit Nein zu beantworten. Hierauf 
ist jedoch wenig Gewicht zu legen. Denn in der Entwickelungs- 
geschichte dieser Theorie hat es sich mehreremal wiederholt, dass die 
mathematische Welt die Theorie fiir fertig gehalten hat. Schon Ja- 
cobi fand sich veranlasst*) gegen die Ansicht aufzutreten, dass mit 
Lagrange’s und Pfaff’s Arbeiten diese Theorie abgeschlossen wire. 
Dagegen meinte er, dass sie noch ein fruchtbares Gebiet fiir Forschung 
sei. Und die Arbeiten Jacobi’s haben die Richtigkeit seines Urtheils 
gezeigt. Es ist mir auf der anderen Seite keineswegs bekannt, dass 
Jacobi irgendwo die Auffassung ausgesprochen hat, dass mit seinen 
Arbeiten diese Disciplin zum Abschluss gebracht worden sei. Nichts- 
destoweniger verbreitete sich die Ansicht, dass nun in dieser Theorie 
Nichts mehr zu machen wiire, und auch die Entdeckungen von Weiler 
und von Clebsch vermochten nicht, diese Auffassung zu erschiittern. 


*) Vorlesungen iiber Dynamik, p. 304. 
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Um nun die Frage, ob noch einfachere Integrationsmethoden als 
die bis jetzt bekannten iiberhaupt mdglich sind, rationell behandeln 
zu kénnen, scheint es mir zunichst nothwendig, diese Frage niher zu 
pracisiren. Ich stelle dann ausdriicklich fest, dass ich bei der Ver- 
gleichung zweier Iutegrationsmethoden nur auf die nothwendigen Inte- 
grationsoperationen Riicksicht nehmen werde, wihrend ich von den 
sogenannten ausfiihrbaren Operationen, das heisst von Differentiationen 
und Eliminationen ganz absehe. Ich betrachte dabei eine Operation q 
als schwieriger, als eine Operation gq —1. Ich finde es ferner noth- 
wendig, als Axiom festzustellen, dass die Integration der allgemeinen 


Gleichung f (« y oJ = 0 nicht durch ausfiihrbare Operationen geleistet 


werden kann, woraus als Corollar hervorgeht, dass auch nicht die 
Integration der allgemeinen partiellen Differentialgleichung 1. O. eine 
ausfiihrbare Operation sein kann. Endlich stelle ich als Axiom fest, 
dass es nicht zufillig ist, sondern aus der Natur der Sache hervorgeht, 
dass bei allen bekannten Methoden die erste Operation, welche zur 
Integration der gegebenen Gleichung 


f (@, +++ %n P+ ++ Pn) =a 
erforderlich ist, darauf hinausliuft, eine gemeinsame Lésung eines sol- 
chen vollstindigen Systems mit den unabhingigen Variabeln z, - - - x, 
P,*** Px zu finden, welches zu f = a@ in einer durch Beriihrungstrans- 
formationen invarianten Beziehung steht. 

Indem ich diese Axiome und den aufgestellten Massstab zu Grunde 
lege, gelingt es mir nachzuweisen, dass keine allgemeine Integrations- 
methode sich mit einfacheren Operationen als die Mayer’sche und die 
meinige begniigen kann; dass ferner die von mir gegebenen Theorien 
den grésstméglichen Nutzen aus mehreren bekannten Integralen zu 
ziehen lehren. 

Hiermit ist die Frage, ob noch einfachere Methoden existiren, 
wenn nicht erledigt, so doch jedenfalls darauf zuriickgefiihrt, die 
Richtigkeit der aufgestellten Axiome zu untersuchen. 


§ 15. 
Infinitesimale Beriihrungstransformationen und vollstindige Systeme. 


38. Ich sage, dass eine Function TT (x,---z,) die infinitesimale 
Transformation 


Ox, = &(a,--- an) dt, (K=1---n) 
gestattet, wenn die transformirte Function 


TT (a, + &,0t,--- 2, + &,d2) 
identisch gleich TT ist, wenn also 
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am - B+: ae ta, Wg 0 
ist. 
Bezeichnen wir die infinitesimale Transformation da, = &, 6¢ wieder 
mit dem Symbole 


B= +. beg 


so kénnen wir diese und die entsprechende, friiher (Nr. 15.) in Bezug 
auf ein vollstindiges System gegebene Definition also formuliren: 


Definition. Die Function T(x, ... 2%») gestattet die inf. Trans- 
formation B(f), wenn B(TT) gleich Null ist. 

Definition. Ein vollstindiges System gestattet die inf. Trans- 
formation B(f), wenn B(®) gleichzeitig mit ® eine Lisung des Sy- 
stems ist. ’ 

39. Im Folgenden haben wir nur inf. Beriihrungstransformationen 
zwischen %,...%_ P,-+--Pn zu betrachten. Wir bestimmen zuerst die 
allgemeine Form einer solchen Transformation: 


a= 24+ A0t, po —p+ Bt. 
Die Gréssen A und B befriedigen bekanntlich (Math. Aun. Bd. VIL, 
p- 236) die Gleichungen: i 
(aj + Abt, + Aydt) =0, (a + Abt, p+ B.dt) =O, 
(pi + BOt, pe+ Bot) =0, (a, + Al, p+ Bot) =1, 
oder ausgefiihrt: 
94, 04, aB, 


aB, aA, aB, 


"Ra? SR RS Oe 





diese Gleichungen werden aber in allgemeinster Weise befriedigt, 
wenn man setzt: 

aF Phi a 
| Ai = 3,” B= — 35, 
wo F eine beliebige Function von 2,...%, p,---Dn bezeichnet, Also: 


Satz 20. Line jede infinitesimale Beriihrungstransformation besitzt 
die Form , aw 
SS é F = ——— 
(1) 8x, 5, St, opi = Oa; Ot, 


wo F eine beliebige Function von x, ... 2% py+ ++ Pu tt. 


Halten wir an der eingefithrten Bezeichnungsweise fest, so ist die 
infinitesimale ais Sy ehh ais mit 
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zu bezeichnen. Wir nennen diese Transformation kurzweg die inf. 
Beriihrungstransformation F. 

Angewandt auf inf, Beriihrungstransformationen geben die aufge- 
stellten Definitionen die beiden folgenden Siitze. 

Satz 21. Eine Function ® (a, ...2%, p,... Pn) gestattet die inf. 
Beriihrungstransformation F’, wenn (F'®) gleich Null ist. 

Satz 22. Kin vollstindiges System mit den unabhiingigen Va- 
riabeln 7, ...2%, ~, --- Dn gestattet die inf. Beriihrungstransformation 
F, wenn (F'®) immer gleichzeitig mit ® eine Liésung desselben ist. 


40. Wir werden das allgemeinste vollstiindige System bestimmen, 
das zu einer vorgelegten Function X (a, ...%_ p,..+Pn) in solcher 
Beziehung steht, dass alle inf. Beriihrungstransformationen, die X in- 
variant lassen, gleichzeitig das vollstiindige System in sich selbst iiber- 
fihren. Um dieses Problem zu erledigen, werden wir zunichst einige 
Hiilfssitze entwickeln, wobei wir wie friiher mit den Buchstaben 
X,...X, P,...P, immer kanonische Variabeln bezeichnen. 

Satz 23. Gestattet ein vollstiindiges System alle inf. Transfor- 
mationen der Form F(X,...Xy, P,... Px) wnd ist dabei X, eine 
Lisung desselben, so sind auch die iibrigen in F enthaltenen Grossen 
Lésungen. 

Beweis. Nach Voraussetzung gestattet unser vollstiindiges System 
unter Anderen auch die infinitesimalen Transformationen : 

X,P, und P;P,, wo i>, 
also sind (Satz (22)) 
X,, Xi P,) und (X,, PP), 
das heisst X, und P; Lésungen, was eben zu beweisen war. 


Satz 24. Wenn ein vollstindiges System eine Lésung Von der 
Form ug(v) zulisst, wo @ eine willkiirliche Function ist, so sind u 
und v selbst Lésungen des Systems. 

Denn im Besondern sind dann auch uw und uv Loésungen, also 
ist auch ihr Quotient v eine solche, 

Satz 25. Besitzt ein vollstindiges System, das alle inf. Trans- 
formationen der Form Q(X.) gestattet, eine Lisung, deren analytischer 
Ausdruck in den kanonischen Variabeln X,...X, P,... Pz die Grosse 
P, enthilt, so ist X, eine Lisung desselben. 

Beweis. Sei. ® eine Lésung von der angegebenen Art. Wenden 


wir dann auf ® die infinitesimale Transformation Q(X,) an, so erhalten 
wir die neue Lésung 


, ® 
(20) = 9,(X,) ZF 


Diese enthalt aber eine willkiirliche Function von X, als Factor, 
also ist nach dem vorhergehenden Satze X, selbst eine Lésung. 
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Theorem IX. Es giebt nur zwei vollstindige Systeme, 
die zu einer vorgelegten Function X, in einer durch Berth- 
rungstransformationen invarianten Bezichung stehen. Das 
eine ist 

: (X,0)=0, 
das andere hat keine andere Lisung als X,. 

Beweis. Nehmen wir zunichst an, dass das betreffende voll- 
stiindige System jedenfalls eine Lésung besitzt, deren analytischer Aus- 
druck in den Variabeln X,...X, P,...P, eine von den Gréssen 
X,...X, P,... Pa, etwa P,, enthilt. Beriicksichtigen wir sodann, 
dass unser vollstindiges System alle infinitesimalen Transformationen 
der Form F'(X,...X, P,...P,), im Besondern also auch der Form 
Q(X,) gestatten soll, weil diese die gegebene Function X, invariant 
lassen, so sehen wir aus Satz 25., dass X, selbst eine Lésung sein 
muss. Hieraus aber folgt (Satz 23.), dass simmtliche Gréssen X,... X, 
P,...P, Lésungen sein miissen, und daher kann das betreffende voll- 
stiindige System nur die eine Gleichung . 

(X,%) = 0 
enthalten. 

Giebt es daher noch andere vollstandige Systeme, die zu X, in 
einer durch Beriihrungstransformationen invarianten Beziehung stehen, 
so miissen simmtliche Lésungen derselben Functionen von X, und P, 
allein sein. Sei ® vine solche Lésung, die P, enthalt. Auf ® wenden 
wir die inf. Transformation X,Q(X,) an und erhalten dadurch die neue 
Lésung pee 

op, 2(%2)s 
die eine arbitrire Function von X, als Factor enthalt. Also muss X, 
selbst eine Lésung sein. Dies steht aber im Widerspruche mit dem 
Vorangehenden. Und also giebt es keine Lésung, die P, enthalt; das 
heisst X, ist die einzige Lésung. 


- 


§ 16. 
Bestimmung der besten Integrationsmethode. 


41. Zuniichst entwickle ich einige allgemeine Sitze. 

Satz 26. Stehen zwei Integrationsprobleme, die sich durch Inte- 
gration gewohnlicher Differentialgleichungen erledigen lassen, in soleher 
gegenseitigen Beziehung, dass man, wenn ein Problem der einen Kate- 
gorie vorgelegt ist, immer vermége ausfiihrbarer Operationen ein Pro- 
blem der zweiten Kategorie aufstellen kann, dessen Erledigung die- 
jenige des vorgelegten Problems nach sich zieht, so ist das Minimum 
der nothwendigen Integrationsoperationen fiir beide Kategorien dasselbe. 
Dieser Satz ist unmittelbar evident. 
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In den folgenden Siitzen werden unter partiellen Differentialglei- 
chungen und Involutionssystemen immer nur solche verstanden, welche 
die unbekannte Function selbst nicht enthalten. 

Satz 27. Die Integration eines zwei-gliedrigen Involutionssystems 
mit 2 unabhangigen Variabeln 


X, (Gy +++ Ln Pps ++ Pn) = A,, Ay (H+ + Fn Py +++ Pn) = Ay 
lisst sich auf die Integration einer einzigen partiellen Differentialglei- 
chung 1. O. mit nur noch »n—1 anabhingigen Variabely zuriickfiihren. — 

Dies ist ja der Fundamentalsatz der neuen Integrationsmethode, 
die ich 1872 veréffentlichte. 

Satz 28. Die Integration einer gegebenen partiellen Differential- 
gleichung 1. O. mit n—1 unabhingigen Variabeln 

F(@, +++ Gea Py > + Pas) = 
lisst sich zuriickfiihren auf die Integration eines zwei-gliedrigen Invo- 
lutionssystems mit » unabhingigen Variabeln. — 

Denn die Integration des Involutionssystems 

f=b, pa = Const. 
zieht diejenige der Gleichung f = b nach sich. 


Theorem X. Die einfachste Integrationsmethode eines 
zwei-gliedrigen Involutionssystems mit n unabhdngigen Va- 
riabeln braucht genau so viele und so hohe Integrations- 
operationen als die einfachste Integrationsmethode der all- 
gemeinen partiellen Differentialgleichung 1. O. mit n—1 
unabhingigen Variabeln. 

Dieses wichtige Theorem ist eine directe Consequenz aus den vor- 
hergehenden Siitzen dieser Nummer. 


42. Um jetzt die Frage nach der einfachsten Integrationsmethode 
beantworten zu kénnen, scheint es nothwendig, zwei Forderungssiatze 
aufzustellen, 

Erster Forderungssatz. Die Integration der allgemeinen 
Differentialgleichung 

f (zy $4) =0 
lasst sich nicht durch ausfiihrbare Operationen leisten. 

Aus diesem Satze folgt als Corollar, dass auch nicht die Integra- 
tion der partiellen Differentialgleichungen 1. O. allgemein geleistet 
werden kann. 

Zweiter Forderungssatz, Die einfachste Integrationsmethode 
der allgemeinen Gleichung 


X (4, - ++ Gn. py +++ Pa) =a 
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beginnt mit der Bestimmung einer Lésung eines vollstindigen Systems 
mit den unabhiingigen Variabeln 2, ---2%, pj-+-pn, welches zu X in 
einer durch Beriihrungstransformationen invarianten Beziehung steht. ~ 


43. Indem ich diese beiden Forderungssitze admittire, bestimme 

ich leicht die einfachste Integrationsmethode der allgemeinen Gleichung 
XN (G++ hn Py + Pn) = Gy. 

Zuerst soll man nach unserem zweiten Forderungssatze ein vollstandiges 
System aufstellen, das mit X,' invariant verkniipft ist. Es giebt nur 
ein solehes System, nimlich 

(X,! ®) = 0, 
dessen Integration sich nicht allgemein leisten lisst. Daher bestimmen 
wir vermoége einer Operation 2n—2 eine Lésung X,' von (X,'®)=0. 
Sodann stellen wir die “dem Involutionssysteme 

X'=a,, X,'=—a, 

aiquivalente Gleichung mit » — 1 unabhingigen Variabeln 

X,? = Const. 
auf, und behandeln sie in entsprechender Weise. Man wird, wie man 
sieht, eben auf meine neue Methode gefiihrt. 

Um jetzt das allgemeinste vorgelegte Gleichungssystem in einfach- 
ster Weise zu integriren, bemerken wir, dass jedes Gleichungssystem 
durch ausfiihrbare Operationen auf ein faquivalentes Involutionssystem 
reducirt werden kann. Sodann reduciren wir das gefundene Involutions- 
system auf eine einzige diquivalente Gleichung*) und behandeln sie nach 
meiner Methode. 

Wir werden also auch in dem allgemeinen Falle auf meine neue 
Methode als die einfachste gefiihri. Evinnern wir uns daher, dass 
diese meine Methode hinsichtlich der Zahl und der Ordnung der noth- 
wendigen Integrationsoperationen mit der Mayer’schen véllig tiberein- 
stimmt, so kénnen wir das folgende merkwiirdige Theorem aussprechen. 


Theorem XI. Stellt man als Axiome fest: erstens, dass 
die Integration der allgemeinen Gleichung f(xy o%) = 0 sich 


*) Ein q-gliedriges Involutionssystem mit m unabhiingigen Variabeln kann, 
wie ich gezeigt habe, auf eine einzige partielle Differentialgleichung 1. O. mit 
nur noch »—q-+1 unabbiingigen Variabeln zuriickgefiihrt werden. Umgekehrt 
lisst sich die Gleichung 

f (y+ ++ 941 Pi*** Pag) = 4 
auf ein q-gliedriges Involutionssystem zuriickfiihren. Denn die Integration des 
Involutionssystems : 
f=a, Pp—q+e2 a Gy 942? * Pp, =a, 
zieht diejenige der Gleichung f= a nach sich, 
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nicht vermoge ausfiihrbarer Operationen leisten lasst, zwei- 
tens, dass die einfachste Integrationsmethode der allgemeinen 
Gleichung 
f (+++ Hn Py -** Pa) =a 

mit der Bestimmung ciner Lisung cines mit f invariant ver- 
kniipften vollstindigen Systems zwischen den unabhingigen 
Variabeln x, ---%_p,---+ Pn anfangen muss, so lisst sich be- 
weisen, dass keine Integrationsmethode der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen 1. O. sich mit cinfacheren Integrations- 
operationen begniigen kann, als die Mayer’sche oder die 
meinige. 


§ 17. 
Beste Verwerthung der zufalligen Umstande. 


44. Integrirt man eine oder mehrere partielle Differentialglei- 
chungen 1. O. nach der Mayer’schen oder nach meiner Methode, so 
wird man bekanutlich hiufig in den Fall kommen, dass man gleich- 
zeitig mehrere Integrale der zur Anwendung kommenden simultanen 
Systeme gewdhunlicher Differentialgleichungen findet. Es stellt sich 
daher naturgemiiss die Frage, wie man das Kintreten eines solchen 
Umstandes am vortheilhaftesten zur Vereinfachung des zuriickstehenden 
Integrationsgeschiftes verwerthen kann. Ich werde zeigen, indem ich 
mich auf die Agiome und Entwickelungen des vorangehenden Paragra- 
phen stiitze, dass die von mir in dieser Abhandlung gegebenen Theorién 
das Grésstmégliche leisten. 

Sei vorgelegt das Involutionssystem 

X,=a,,---X,=a, 

und seien gefunden eine Anzahl Loésungen f,4,---/,- des Systems 

(X,f) = 0, ---(X,/) =9, 
die zusammen mit X,--- X, eine Gruppe von der kanonischen Form 
(2) Hye. Me RS Re Pu... BP, 
bilden. Die Regeln des Paragraph 3. erlauben dieses Involutionssystem 
vermége der Operationen 
(3) 2(n—q"), 2(n—q’) — 2,+--6, 4, 2 
za erledigen. Ich werde beweisen, dass keine Methode sich mit ein- 
facheren Integrationsoperationen begniigen kann. 

Gabe es in der That eine solche bessere Methode, so kénnte man 
sie auf das allgemeine q-gliedrige Involutionssystem 
(4) f=%,°-+h = % 
zwischen den Variabelu 2, - + + %n—9"44 P; *** Pa—q'+q anwenden. Ob- 
gleich namlich die f nur die eben genannten Gréssen enthalten, so 
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kiénnte man sie doch als Functionen von 2, - ++ 2, p, +++ Pa auffassen. 
Dann aber wiiren die Gréssen 


fof Gu—g'tpati t+ La—g"ta's 

Tn—q"+q'+1 °° * Ln Pn—g'+q'4+1 °° * Pn 
die offenbar eine Gruppe der kanonischen Form (2) bilden, bekannte 
Lésungen des Systems (/,f) =0,--+- (f,f) 90. Und also kénnte 
das Involutionssystem (4) vermége der vorausgesetzten besseren Inte- 
grationsmethode durch einfachere Operationen als (3) integrirt werden. 
Nun aber lehrt Theorem XI., dass die Integration des allgemeinen 
q-gliedrigen lavelaimagebene zwischen » — q+ q Variabeln eben 

die Operationen (3) verlangt. Daher schliessen wir: 


Theorem XII. Diein dieser Abhandlung (§ 3.) entwickel- 
ten Theorien erlauben aus bekannten Lésungen des Systems 
(X,f) =90,--- (X,f) =9 
den grisstméglichen Vortheil fiir die Integration des gegebe- 

nen Involutionssystems 
X,=a,,+++ X, =a, 


' gu ziehen. 


§ 18. 
Gleichungen, die die unbekannte Function explicite enthalten. 


6 
Ich werde jetzt zeigen, dass auch meine Methode zur Integration 
von Gleichungen, die die unbekannte Function explicite enthalten, oder, 
was auf datselbe hinauskommt, von Gleichungen der Form 
N (a, +++ PL eae en ) == (, 
Pn Pn 
so einfach wie mdglich ist. 


45. Zuniichst entwickeln wir einige Siitze iiber vollstiindige Systeme, 
die gewisse homogenc inf. Beriihrungstransformationen gestatten. 

Satz 29. Eine jede homogene inf. Beriihrungstransformation be- 
sitzt die Form 
oH 
OD; 
wo H eine beliebige Function von 2, +++, p, +++ pn bezeichnet, die 
hinsichtlich der p homogen von erster Orduung ist. 

Den Beweis dieses Satzes habe ich bereits in Math. Ann. Bd. VIII, 
p. 239 gegeben. 


02; = dt, op; = — dt, 


02; 


Satz 30, Gestattet ein vollstiindiges System alle inf. homogenen 
Transformationen der Form H(X,-+-+- Xn P,--+P,) und ist dabei 
irgend eine nichtausgezeichnete Function nullter Ordnung der Gruppe 
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X,---X, P,--- P,), etwa X, eine Lésung, so sind siimmtliche Fune- 
tionen nullter Ordnung der Gruppe Lésungen des Systems. 

Beweis. Unser vollstiindiges System gestattet die inf. Trans- 
formationen 


X,P, und = P, y  woi>t, 





also sind (Satz 22) die Ausdriicke 
(X,, X; P,) und xe +) woi>l, 
oder ausgefiihrt ; 


X, und - P, —-, woi>l, 


Lésungen, womit unser Satz “Salis ist. 

Satz 31. Besitzt ein vollstiindiges System, das alle inf. Trans- 
formationen der Form Q(X,) P, gestattet, eine Lésung, deren analy- 
tischer Ausdruck in den Variabeln X, --- X, P, --- P, jedenfalls eine 
der beiden Gréssen X, und P, enthiilt, so ist X, eine Lésung des 
Systems. 

Beweis. Sei ® eine Lésung, die entweder X, oder P, enthiilt. 
Wir wenden auf ® die inf. Transformation Q(X,) P, an und finden 
so die neue Lésung 


(®, Q(X 





- ond — 
X,) — Sp &(X) Py. 


Geben wir nun der willkiirlichen Function Q(X,) successive die Werthe 
1, X, und X,?, so erhalten wir die drei Gleichungen 
oo 


OX, ee, 
_t® eo : 
ax, 22 — wt 


ax, XY — 2Z¢- re Re ap 


die unter allen Umstiinden X, als Fonction der Lésungen L, LD, und L, 
bestimmen. Folglich ist X, selbst eine Lésung, wie behauptet wurde. 


Theorem XIII. Steht ein vollstdindiges System zu einer 
Function nullter Ordnung X, in einer durch homogene Be- 
riihrungstransformationen invarianten Beziehung, so sind 
zwet Félle méglich: Entweder sind siimmtliche Functionen 
nullier Ordnung, die mit X, in Involution liegen, Lisungen 
des Systems, oder aber das betreffende vollstindige System 
hat keine andere Lisung als X,. 

Beweis. Setzen wir zunichst voraus, dass das betreffende voll- 
stiindige System jedenfalls eine Lésung besitzt, deren analytischer Aus- 
druck in den Variabeln X,--- X, P,--+ P, eine der Gréssen X,--- X, 
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P,--+P,, etwa X, oder P, enthalt. Beriicksichtigen wir sodann, dass 
unser vollstiindiges System alle inf. Tansformationen der Form Q(X,) P, 
gestattet, so kénnen wir schliessen (Satz 31), dass X, und also auch 
(Satz 30) alle Gréssen nullter Ordnung der Gruppe X, - - - X, P,--- Pa 
Lésungen desselben sind. 

Nehmen wir anderseits an, dass simmtliche Lésungen unseres voll- 
stiindigen Systems blosse Functionen von X, und P, seien. Enthielte 
nun eine solche Lésung die Grésse P,, so wiirden wir durch Anwendung 
der homogenen inf. Transformation X,Q2(X,) P, finden, dass auch X, 
eine Lésung wire. Da indess dies unserer Voraussetzung widerspricht, 
so kann das betreffende vollstiindige System keine andere Lésung als 
X, haben. 


46. Um jetzt gewisse vorgelegte Gleichungen nullter Ordnung 
in einfachst méglicher Weise zu integriren, stellen wir zunachst das 
iiquivalente Involutionssystem auf, und reduciren diese$ sodann auf eine 
einzige Gleichung. Es kommt also alles darauf an, eine vorgelegte 
Gleichung der allgemeinen Form 


Xx, (a, +. fn it oe Pet) oa 


durch die einfachst méglichen Operationen zu integriren. Um dieses 
Problem behandeln zu kénnen, ist es nothwendig den folgenden Forde- 


rungssatz aufszutellen. ‘ 


Dritter Forderungssatz. Die einfachste Integrationsmethode 
der allgemeinen Gleichung 


M Py 
X, (x,- hg Genie Se wt) ma 


beginnt mit der Bestimmung einer ar: eines vollstindigen Systems 
mit den unabhiingigen Variabeln 2,---%, p,-+-pa, das zu X, in einer 
durch homogene Beriihrungstransformationen invarianten Beziehung steht. 

Da nun die Integration desjenigen vollstandigen Systems, dessen ein- 
zige Lésung X, ist, eine ausfiihrbare Operation ist, so lehrt Theorem XIII., 
dass die einfachste Integrationsmethode der Gleichung 


Pp, 
X, Ly, +++ Ln B... Fes) —" 
“ Py Py 


mit der Bestimmung einer von X, verschiedenen Lésung des Systems 





c® 
(X,) =0, > oP, =0 


anfangen muss. Ist cine solche Lésung X, gefunden, so stellt man 
die dem Systeme 


X,=—a,, X,=—a, 
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aiquivalente Gleichung mit n—1 unabhiingigen Variabeln auf, und be- 
handelt sie in entsprechender Weise u. s. w. Man wird, wie man 
sieht, auf meine neue Methode gefiihrt. Dies giebt 


Theorem XIV. Die einfachste Integrationsmethode eines 
q-gliedrigen Involutionssystems nullter Ordnung zwischen 
n Variabeln verlangt die Operationen 2(n—q)—1, 2(n—q)—3, 
--+5, 3, 1. 


47. Es stellt sich jetzt das Problem, ein vorgelegtes Involutions- 
System nullter Ordnung 
(5) X,=a,,--+X,=—a, 
in méglichst einfacher Weise zu integriren, wenn man bereits gewisse 
Lésungen der Gleichungen 

(X,%) = 0, --- (X,0) =0 

kennt. 

Setzen wir zuniichst voraus, dass die bekannten Lésungen eine 
homogene Gruppe von der kanonischen Form 


X,«++Kys>+Ky++: Xp Praa>-> By 


bilden. Die Regeln des § 5. erlauben in diesem Falle das Integrations- 
geschift vermége der Operationen 


(6) 2n —2q"—1, 2n—2q"—3,---5,3,1 


zu absolviren. Existirte nun eine bessere Integrationsmethode, so liess 
sich beweisen, indem man wie in § 17. riisonnirte, dass auch die In- 
tegration des allgemeinen q-gliedrigen Involutionssystems nullter Ord- 
nung zwischen 
© *** Ln-q'+q Py ** * Pn—g'+q 

durch einfachere Operationen als (6) geleistet werden kénnte. Nun 
haben wir aber gefunden, dass das letztbesprochene Problem im All- 
gemeinen die Operationen (6) verlangt. Folglich kann auch das In- 
volutionssystem (5) nicht durch einfachere Operationen erledigt werden. 

Setzen wir andererseits voraus, dass die bekannten Lésungen eine 
homogene Gruppe von der kanonischen Form 


Ae Aa pie me ae ae 

bilden, und nehmen wir an, dass sich die Integration des Involutions- 
systems (5) in diesem Falle durch einfachere Operationen als die friiher 
(§ 5.) angegebenen: 

(7) 2n—2q'—2, 2n—2q’—4,--- 6,4, 2 


leisten liesse. Ich werde zeigen, dass eine solche Annahme mit den 
Ergebnissen des vorangehenden Paragraphs im Widerspruche steht. 
Sei in der That 


Y,=a,,--- Y, = a, 
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ein allgemeines Involutionssystem (nicht eben von nullter Ordnung) 
zwischen den Variabeln 
7] 
Y.°** Yn-1%,- ++ Mri, WO % = 7"? 
und seien 


(8) ¥,..- -.¥,-<+-Rgs + + Kor Glens 0: ae 


bekannte kanonische Lésungen der Gleichungen ( Y,%)—0, - -- (Y,®)=0. 
Ich fithre neve Variabeln ein durch die Gleichungen 
a x 4 Z a Lx. : VA =—lU t 4 
Yk os ae == An» a. Pa 
und verwandle hierdurch das vorgelegte Involutionssystem in ein System 
nullter Ordnung 


, , 
X, —a,,:+: Xf = ay. 


Indem ich dieselbe Substitution in den Gréssen (8) ausfiihre, erhalte 
ich aus denselben 2g”—q’ Lésungen nullter Ordnung der Gleichungen 


(9) (Xo) = 0, --- (X/o) =0, 


die verbunden mit der evidenten Lésung p,’ eine Gruppe von der kano- 
nischen Form 


K,- ++ Xyees Kyo) + Ky Pra +>. Pp Prat 


bilden. Liessen sich nun die fehlenden Liésungen von (9) einfacher 
als durch die Operationen (7) bestimmen, so hiitte man eo ipso eine 
einfachere .Integrationsmethode des Systems Y, =, als die in § 3. 
auseinandergesetzte. Da nun aber das System Y;—= a nach den Er- 
gebnissen des § 17. im Allgemeinen die Operationen (7) verlangt, so 
erkennen wir, dass auch das allgemeine System nullter Ordnung 


X, = %, +++ Xp = ay, 
mit den bekannten Liésungen 
X, +++ Xye++ Xyoes Ky Pyar’ +s Pras 
des Systems (X,%) = 0, ... (X,®) = 0, dieselben Operationen ver- 


langt. 

Hiermit ist gezeigt, dass die in dieser Abhandlung entwickelten 
Theorien das Grésstmégliche leisten, vorausgesetzt natiirlich, dass die 
aufgestellten Axiome richtig sind. 

Will man daher versuchen noch einfachere Integrationsmethoden 
der partiellen Differentialgleichungen 1. O. zu entdecken, so scheint 
es naturgemiiss die Frage so zu stellen: Sind die aufgestellten Axiome 
richtig? Es ist tibrigens méglich die Axiome 2 und 3 durch noch ein- 
fachere zu ersetzen, wie in Note 4 angedeutet wird. 


Mathematische Annalen. XI, 35 





546 S. Lar. 


Note 1. 
Synthetische Betrachtungen iiber Theorem I. 


Nachdem ich die neuen Integrationstheorien des ersten Abschnittes + 


durch meine Theorie der infinitesimalen Transformationen gefunden 
hatte, wie im zweiten Abschnitte gezeigt worden ist, gelang es mir 
durch synthetische Betrachtungen die im ersten Abschnitte entwickelte 
einfache Begriindung dieser Theorien aufzufinden. In dieser Note werde 
ich die einfachen synthetischen Ueberlegungen, die mich zu Theorem I. 
fiihrten , auseinandersetzen. 


Sei vorgelegt eine beliebige Gleichung nullter Ordnung 
N, (2... Ta Py. + Pn) =O 


und seien N,...N, bekannte Lésungen nullter Ordnung der Glei- 
chung (N,®)=0. Ich setze iiberdies voraus, dass die Gleichungen 


N, = «, = Const., ... N, = a, = Const, 


eine Schaar vereinigter Elemente bestimmen, die (Math. Aun. Bd. IX, 
p- 253) eine M2,,_,, oder wenn ich 


2n —1—r=q 


setze, eine M, bilden. Gebe ich den ae, benachbarte Werthe a,-+ Aa,, 
so erhalie ich eine benachbarte Elementmannigfaltigkeit, die M,’ heissen 
mag. Und es ist einleuchtend, dass sowohl M, wie M, von charakte- 
ristischen Streifen der vorgelegten Gleichung erzeugt ist. 

Nehme ich nun ein beliebiges auf M, gelegenes Element, so liegt 
dasselbe im Allgemeinen nicht vereinigt mit den benachbarten Ele- 
menten der Mannigfaltigkeit M,’.. Es giebt im Allgemeinen oo?" Ele- 
mente, weiche diese Bedingung erfiillen. Dieselben bilden eine Mannig- 
faltigkeit M,1, und nach meinen friiheren -Untersuchungen (Math. 
Ann. Bd. IX, p. 264, Satz 11) ist auch diese M,_; von charakte- 
ristischen Streifen erzeugt. Lassen wir die Verhiiltnisse der Gréssen 
Ac, variiren, so erhalten wir im Allgemeinen mehrfach unendlich 
viele Elementmannigfaltigkeiten M,_,, die siimmtlich von charakte- 
ristischen Streifen erzeugt sind. Zwei solche M, ; haben im Allge- 
meinen cot? Elemente gemein; die entsprechende M,_»2 ist wiederum 
von charakteristischen Streifen erzeugt u. s. w. 

Es liesse sich leicht durch synthetische Betrachtungen nachweisen, 
dass eine fortgesetzte Anwendung der gegebenen Operationen zuletzt 
die charakteristischen Streifen giebt. Das Obenstehende geniigt jeden- 
falls zum Nachweis des genauen Zusammenhangs zwischen Theorem I. 


meiner jetzigen Arbeit und Satz 11 meiner Abhandlung in Bd. IX. 
dieses Journals. 
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Note 2. 
Zur Theorie der Beriihrungstransformationen. 


Ich benutze diese Gelegenheit zur Erledigung einer Liicke in der 
Theorie der Beriihrungstransformationen, die sich zugleich in der ver- 
wandten Theorie der vollstiindigen Lésungen, so wie auch in der all- 
gemeinen Theorie des Pfaff’schen Problems fiihlbar gemacht hat. 

In allen diesen Theorien handelt es sich bekanntlich darum, eime 
Gleichung der Form 


(1) pdx, + +++ + Padin =p dx) +-+++ pe da,’ 
in allgemeinster Weise zu befriedigen, dabei vorausgesetzt, dass 2,’...2, 
p,;.+. px als Functionen von 2, ... 2, p; :.. Pa, die selbst unabhangige 
Fosiebiin sind, aufgefasst Valid: 

In fritheren Arbeiten (Math. Ann. Bd. VIII, p. 238) habe ich ge- 
zeigt, dass die 2; p; die folgenden Relationen erfiillen 


(ar; ary’) = (xi px) = ( pi pr) = 0, (xi pi ) =] ’ 
Ox; Op; ; 


dass ferner Gréssen x; p;, die diese Gleichungen befriedigen, die Be- 
dingungsgleichung (1) erfiillen. 

Schon lingst kannte man eine andere allgemeine Methode zur 
Auffindung von Gréssensystemen 2; p;, welche ‘die Gleichung (1) be- 
friedigen. Man nehme in der That q beliebige Relationen zwischen 
den a, und 2 an: 

(2) Qy (aj... Bn 2, 2 hy) ee O, 5. QO 


und setze sodann 
‘ a, O02; ’ ‘ 82; 
(3) pr = >) ra em > A; or’ 


Alsdann folgt durch Differentiation von (2) 


22 i; a dit, +> 1, = inim0 


und durch Benutzung von (3) 


2 ped Ly — ae peda =0. 


Bestimmen daher die Gleichungen (2) und (3) die Gidssen 2; p; als 
Functionen von 2, ...%n Pp; ... Pn, 80 befriedigen die hervorgehenden 
Werthe 2; p; die Bedingungsgleichung (1). 

Es ist aber denkbar, dass die Gleichungen (2) und (3) nicht die 
xp; als Functionen von 2,...2%,p,...~n» bestimmen, sondern ge- 
wisse Relationen der Form 
35* 
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(2, ..- Sn DP... Pn.) = 0 
nach sich ziehen. Nach den obenstehenden Entwickelungen ist auch 
in diesem Falle die Gleichung (J) eine Consequenz von (2) und (3). 
Dieser Ausnahmfall, der friiher kaum beriicksichtigt worden ist, soll 
in dieser Note eingehend untersucht werden. Wir beweisen zuniichst, 
dass sich aus (2) und (3) immer ebensoviele Relationen zwischen den 
Gréssen xp als zwischen den Grossen 2’p’ herleiten lassen. 


Um 2u entscheiden, wie viele Relationen zwischen 2, ... 2, 9, ..- Dn 
sich aus den Gleichungen 


Q, (4, ... Bn By... Bn) =O, ... QO, 


OQ : @Qy-4 02, abo ow 
\ga, tT et Ge, +4 Ge, Oa, 





Pe=A 


durch Elimination der Gréssen 4, ... 4, 2, . . . z™herleiten lassen, hat 
man nach einer bekannten Regel die Determinante 








we Mae Sa ee See ee 
OX, Ox, 0x, 
| . . . . . - . . . . | 
Fs, ORE. ONS abe, oe -4,) ce | 
Ox, OX, 0n,, | 
OR) PM! A 8m 2 
0%, 0%, O%,02, Ox,0x, Oa; Ox, 
S.A Ro 
| Oxy 0x, 0%, 02, 62,02, Ox," Ox, 


zu bilden. Verschwindet dieselbe nebst allen ihren Unterdeterminanten 
erster, zweiter, . . . (m-—1)'* Ordnung, wihrend es jedenfalls eine nicht 
verschwindende Unterdeterminante m'* Ordnung giebt, so bestimmen 
die obenstehenden Gleichungen m, und auch nicht mehr als m Relationen 
zwischen 2, ...2%_),---Da- 


Wiinscht man andererseits zu wissen, wie viele Relationen zwischen | 


zp; sich aus den Gleichungen 
, aQ, 
Q,=0, eee Q, = 0, Pr => Ai Far 


herleiten lassen, so muss man ganz analoge Betrachtungen anstellen. 
Man bildet die mit der obenstehenden analoge Determinante und unter- 
sucht, ob sie und ihre Unterdeterminanten verschwinden. Nun aber 
ist die neue Determinante mit der alten identisch, nur mit dem formalen 
Unterschiede, dass die Reihen und Colonnen vertauscht sind. Folglich 
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giebt es m und auch nicht mehr Relationen zwischen eee ae Sy 
Dies giebt den 


Satz. Ist es méglich aus den Gleichungen 
OD, (a, . . . Be By 6s cSy) ae O, ... Q,= 90, 
dQ; F 7 dQ; 
mm Digs wm Dh Gee 
m Relationen zwischen x,...%np,..+pn herzuleiten, so ziehen diese 


Gleichungen immer auch genau dieselbe Anzahl Relationen zwischen 
Dy. -- En Py «~~ Pn nach sich. 


Die Gleichungen (2) und (3) ziehen nach dem Obenstehenden immer 
die Relation 


pdx, + +--+ prada, =p day + +--+ pn da,’ 
nach sich. Fassen wir daher fiir einen Augenblick 2,’ ... 2,’ als Para- 
meter auf, so wird durch diese Gleichungen 


paz, +---+pr,dz, =0. 
Dies kénnen wir so aussprechen, dass die Gleichungen 
ag, 
Q=0,...2—90, n= Dh a5 


La 
durch Elimination der 4; eine Anzahl Relationen zwischen 2, ... 2, 
P, .--~n und den Parametern z,’... 2, geben 


On (x, ..- Le Py - ++ Pn % >... Fn) =O, 


. welche die Gleichung Dida = 0 identisch erfiillen. Eliminirt man 


sodann die z;, so lassen sich (Math. Ann. Bd. IX, p. 277) die hervor- 
gehenden m Relationen zwischen 2, ... 2%, p, -- - Pn aut die Form eines 
m-gliedrigen Involutionssystems bringen. Ich werde der Kiirze wegen 
voraussetzen, dass dieses Involutionssystem sich nach m von den Gréssen 
p, etwa nach p, ... pm auflésen liisst, so dass es die Form 


(4) P; — hy =0, ... Pm — In = O 
annimmt, wo 
(pi—hi; pr— Ix) = 0 

ist. 

In ganz entsprechender Weise erkennt man, dass die m zwischen 
X, «+. Hn p; .-. Pn’ bestehenden Relationen sich auf die Form eines 
Involutionssystems, etwa 

py — hy =0, ... pa’ — In’ = 0, wo (pi—hi, px —hy) = 0 
‘bringen lassen. 
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In die friiher gefundene Relation 

Dida, +--+ + PadLy = pi du + ---+ pr'dz, 
substituiren wir statt p,..~. mp; ...DPm die Werthe dieser Gréssen, 
namlich 7 wee hy hy... hy’. Dies giebt 


i= k=m > 


Y indies + dra > hy da + >) pr "da, ? 
is 


kp 1 m+ 1 

in welcher wo Rees sowohl die linke, wie die rechte Seite eine (n— m)- 
gliedrige Form annehmen kann. Da niimlich (4) ein Involutionssystem 
ist, so giebt es solche Functionen ®, ... 9,» Fy... Fam Von % ... Un 
Pm+1+++ Pn, dass 

5S 
*. nda + >’ pda = 0,dF, + +--+. nd Frm 
a &: 

wird. Ebenso seien 9,’ ... ®, » Fy’... Fam Functionen von 2, ... 2, 
Pm+1 coe Bas die 


k=m k=n 
(6) hy da, + > pr da == 0, dF, + cee -/- a | ae 
=1 k=m+1 


ergeben. Hierdurch kommt 
0,dF, + ie + Oa Fa-a b ome 0, dF, + =e + = 
Lasst man hier die ®; F’; ein bestimmtes Gréssensystem, das (5) befriedigt, 
bedeuten, so kann man immer unter den Gréssensystemen ; F7, die 
(6) befriedigen, ein solches wahlen, dass 
R= %/, K;=F; 

wird. 

Aus den Gleichungen (2), (3) lassen sich daher jedenfalls 2” un- 
abhingige Relationen zwischen 2, ...2, p,... Pn und %,'...2y' py... Dn’ 
herleiten , nimlich 


n= hy = () ; pr — hy aad 0, OQ; se 0;, F; == F;. 
Es fragt sich, ob man noch mehr solche Relationen finden kann. Um 


diese Frage zu beantworten, beriicksichtigen wir, dass Q, ...Q, unab- 
hingige Functionen von a, ...2%, 2, ... 2%, sind, und dass daher die 


Gleichungen 
02; , 02; 
He > ie: = ide di Sar 


sich hinsichtlich 4,...4, auflésen lassen. Hieraus schliessen wir, 
dass diese Gleichungen verbunden mit Q, = 0, ... Q, = 0 nicht mehr 
als 2m von den A; freie Relationen geben kénnen. 
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Beriicksichtigen wir endlich, dass die Gréssen 9; und F; wegen 


(pi—hi, M%) = 0, (pi—hi, Mk) = 0, 

(9;%,) = (9, F,) = (Fi: Fi) =0, (FiO) = 1 
erfiillen, und dabei hinsichtlich der p homogen bez. von erster und 
nullter Ordnung sind, so kénnen wir das folgende Theorem aussprechen: 


Theorem XV. Aus den Gleichungen 
Q,(@, -.. Me By... Bn) ee O,... Q eI, 


p= Dh Te Pu --yiz On,” 


lassen sich immer 2n und niemals mehr Relationen zwischen 
den Groéssen 2,...pn2%\..+pn ableiten. Kénnen diese Rela- 
tionen hinsichtlich x, ...pn, und demzufolge auch hinsicht- 
lich x,...pn aufgelist werden, so bestimmen sie eine gewihn- 
liche Beritihrungstransformation. Lassen sich dagegen aus 
ihnen m Relationen zwischen x,...p, herleiten, so sind auch 
z,'...p, durch m Relationen verbunden. Diese beiden m-glied- 
rigen Gleichungssysteme sind, aufgefasst als partielle Diffe- 
rentialgleichungen, m-gliedrige Involutionssysteme. Seien 
P, =h,,..-Puh, und p, —hy,..- pa = hn 


diese Involutionssysteme. Die fehlenden 2n—2m Relationen 
zwischen 2... pn... pn kinnen dann die Form erhalten 
E— F/, 9=9%/, (@=1...n—~m), 
wo F; und 9; Functionen bez. ills und erster Geil 
VON Z,...Pn, welche die Gleichungen 
(pi—hi, Fx) = 0, (pi—hi, Oe) = 0, 
(Fi: Fx) = (FiO) = (0:9) = 0, (7:9) =1 
erfiillen, wo ferner F; und 0; Functionen von a, ... pn’ sind, 
welche die entsprechenden Relationen erfillen. 


Dieses Theorem bleibt mit den nothwendigen Aenderungen noch 
bestehen, wenn die beiden Involutionssysteme, welche die zwischen 
&,..-pa und die zwischen z,'...p,' bestehenden Relatiouen aus- 
driicken, sich nicht auf die specielle Form p=, und p,’=h,’ bringen 
lassen. 


Note 3. 
Zur Theorie des Integrabilitatsfactors. 


Ich werde zunachst Theorem V. durch mehrere moglichst einfache 
Beispiele illustriren. 
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Sei 


> as =f (%) 


die allgemeine homogene Differentialgleichung 1. O. Ziehe ich eine Ge- 
rade durch den Anfaugspunkt und construire zu jeder Integralcurve 
die Tangente in ihrem Schnittpunkte mit dieser Geraden, so sind alle 
diese Tangenten parallel. Hieraus liesse sich mit voller Stringenz 
schliessen, dass jede Integraleurve durch eine beliebige Aehnlichkeits- 
transformation, deren Mittelpunkt der Coordinatenanfang ist: 


a=m=ax, ¥ = ay, 
insbesondere also durch die infinitesimale Transformation 
dx=—a2dt, dy=—ydt 
in eine neue Integralcurve iibergefiihrt wird. Man verificirt iibrigens, 


dass unsere Differentialgleichung die betreffende inf. Transformation 
gestattet, indem man in 


Y 
eS fy (xsd + os (xD) 
die Substitution 
X=1, Y=f(*), §=2, y= 
? x ? ? y y 
macht, und sich iiberzeugt, dass der hervorgehende Ausdruck identisch 


verschwindet. Hiermit ist der folgende, iibrigens liingst bekannte Satz 
bewiesen : 


Satz. . Ist die Gleichung Yda— Xdy=0O homogen, so ist 
ein Integrabilitatsfactor. 
Als zweites Beispiel betrachte ich die lineare Gleichung 


d : 
(1) SY 4+ Xy+ X,=0. 


Auch jetzt ist es leicht eine Transformation und zwar zuniichst eine 
endliche anzugeben, welche jede Integralcurve in eine solche transfor- 
mirt. Es sei nimlich z eine Function, welche die reducirte Gleichung 


1 
Xy—Ya 


dy ss 
ry + Xy=0 
befriedigt, das heisst es sei 
ame JSX42 
Ist dann y = y, irgend eine Lésung von (1), so ist bekanntlich auch 


y =y, + cz, wo ¢ eine beliebige Constante bezeichnet, eine Loésung. 
Dies kommt darauf hinaus, dass die Transformation 


ymytcemy tee SX, 
2 = & 
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jede Integralcurve von (1) in eine solche iiberfiihrt. Wahlen wir ins- 
. besondere ¢ infinitesimal, so erhalten wir eine infinitesimale Transfor- 
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mation 
dy =e -S*4= 94, da =0, 


welche (1) invariant Kisst. Folglich ist, wenn wir setzen 


r | 1 — (Xy+%) 
1 eS Xax 


—jXd 
=e JS a 


x , das heisst eS Adz , ein Integrabilitiitsfactor. Also: 


Die lineare Gleichung dy + (Xy+X,)dx = 0 wird durch Multi- 


plication mit ef *#* cin vollstindiges Differential. 


die Groésse 


Sei endlich Xdy— Ydx = 0 eine vorgelegte Differentialgleichung, 
deren Integralecurven durch eine infinitesimale Rotation um den An- 
fangspunkt 

dx=—ydt, dy=— xzdt 
unter sich vertauscht werden. Alsdann ist die Determinante A gleich 
Xa-+ Yy. Dies giebt: 
Gestattet die Gleichung Xdy— Ydx=O eine infinitesimale Rotation 


um den Anfangspunkt, so ist XEt Yy ein Integrabilititsfactor. 


Dieser Satz erlaubt z. B. die Kriimmungslinien einer Schrauben- 


fliche zu bestimmen. Wihlen wir nimlich die Schraubenaxe als z- Axe, 
und schrerben die Gleichung der Fliche in der Form 


= f(xy), 
so definirt die bekannte Differentialgleichung der Kriimmungslinien 


[pgt—(1+99) s(42)'+ [1 + p)t— (1+ 9?) 2 +1 +9") s—p qr] =0 


die Projectionen dieser Curven auf einer zur Schraubenaxe senkrechten 
Ebene. Wir fiihren die infinitesimale Schraubenbewegung aus, welche 
die Flache in.sich verschiebt. Hierbei werden die Kriimmungslinien 
und also auch die Projectionen dieser Curven unter sich vertauscht, 
und zwar werden die Projectionen durch eine infinitesimale Rotation 
transformirt. Bringen wir daher die obenstehende Differentialgleichung 


aufdie Form Xdy — Ydx = 0, so ist ein Integrabilititsfactor. 


1 
Xaz+YVy 

In ganz entsprechender Weise findet man die Kriimmungslinien, 
oder die Haupttangentencurven auf einer jeden Flache, die eine be- 
liebige lineare Transformation, welche den imaginiaren Kugelkreis in- 
variant lasst, gestattet. 
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Hier mag auch die Bemerkung ihren Platz finden, dass unsere Be- 
trachtungen sich ohne weiteres auf infinitesimale Beriihrungstransfor- 
mationen ausdehnen lassen. Gestattet niimlich die Gleichung 


av = f(xy) 


die inf. peau io oe 
d d t 
de t(oy dB)at, day —a(ey dt)ar, 042 — ele W)ar, 
so ist es klar, dass sie auch die infinitesimale Punkttransformation 
da = ery dy = 4 (xyf) dt 


gestattet; und folglich ist » yj ein Integrabilititsfactor*). 


Geometrische Interpretation des Integrabilitatsfactors. 


Sei dx—Edt, dy = 7 0¢ eine infinitesimale Transformation, welche 
Ydx — Xdy =O in sich selbst iiberfiihrt. Ich wihle einen beliebigen 
Punkt x, y, ziehe die Tangente zu der hindurchgehenden Integralcurve, 
und trage vom Punkte x, y aus auf derselben die Lange / X?+ Y? 
ab. Die Projectionen dieser Linie lings der z und y-Axe sind bez. 
X und Y. Ich ziehe ferner die Gerade, nach welcher unser Punkt 
sich vermége der infinitesimalen Transformation bewegt, und trage auf 
derselben die Lange //£?+-y? mit den Projectionen — und y ab. Die 
beiden besprochenen Geraden bestimmen ein Parallelogramm, dessen 
Flachenraum bekanntlich gleich Xn — Y&, das heisst gleich dem in- 
versen Integrabilititsfactor ist. Zuweilen ist es noch bequemer anstatt 
dieses Parallelogramms das fiquivalente Rechteck zu betrachten, dessen 
Seiten bez. /X?-+- Y¥? und die Projection AN der Geraden Ve+7? 
auf die Normale sind. Also 

Der Integrabilititsfactor der Gleichung Xdy — Ydx = 0 ist gleich 
dem reciproken Inhalte eines Rechteckes, dessen eine Seite die Liinge 
V X?+ Y? auf der Tangente ist, wihrend die andere der Distanz im 
betreffenden Punkte xy zwischen der hindurchgehenden Integraleurve und 
einer benachbarten proportional ist**). 

Sind z. B. die Integraleurven Paralleleurven, so ist die ren 


Distanz constant, und der Integrabilititsfactor somit gleich Vea . 


*) Es ist klar, dass diese Bemerkung sich auf beliebige totale Gleichungen: 
X,da,+---+ X, dx, = 0 ausdehnen lisst. 

**) Der Jacobi’sche Multiplicator einer Jinearen partiellen Differentialglei- 
chung gestattet eine abnliche Interpretation. 
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Die gefundene geometrische Interpretation des Integrabilitatsfactors 
erlaubt eine jede Gleichung 


Xdy— Ydx=0, 


deren Integralcurven isotherme Curven sind, zu integriren. Nach unserer 
Voraussetzung ist es niimlich méglich, die Ebene zy in der Weise 
mit consecutiven Integraleurven und Trajectorien zu bedecken, dass 
fiir einen beliebig gewihlten Punkt die Distanz zwischen zwei benach- 
barten Integralcurven gleich der Distanz zwischen den beiden benach- 
barten Trajectorien ist. Bringt man daher die Differentialgleichung 
der Trajectorien auf die Form 


Xdz-+ Ydy=0, 


so haben unsere beiden Differentialgleichungen einen gemeinsamen In- 
tegrabilitiitsfactor M, den man folgendermassen findet, MM geniigt 
den beiden Gleichungen 


a(MX) a(MY) __ @(MX) 








a(MY) _ si 
On + oy i, Ox as 0 
oder ausgefiihrt 
M a x Y 
xh py 4+ u(+5) 9, 
oM oa 
yo —X- +u(S-4)= =0, 
woraus 
ox oY 
, —x (2% 49)_ r(at_ 
0 0 0 
5g og M= = ga m oy) -=A, 
oxy 
on ian —— 24x22) = B 
dy ° ae y2 ? 
und 


M = eS (Adet Bay | 


Hiermit ist ein- Integrabilitiitsfactor durch eine Quadratur gefunden. 
Also: 

Weiss man, dass die Integralcurven einer vorgelegten Gleichung 
Xdy — Ydx =0 isotherme Curven in der xy- Ebene sind, so findet 
man einen Integrabilititsfactor vermige einer Quadratur; eine zweite 
Quadratur giebt die Integralcurven selbst. 

Sind zwei Gleichungen 

Xdy— Ydx=0, X’'dy — Y'dx =0 


vorgelegt, die zwei Integrabilitatsfactoren M und M’ besitzen, deren 
Verhiiltniss eine bekannte Function von x und y ist 
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Mu’ 
ar = 9 (ey), 


so verlangt die Bestimmung von M’ und M nur eine Quadratur. Es 
gelten nimlich die beiden Relationen 





ne ae (Mo X’ o(MgY’ 
welche die OR TY von log M hinsichtlich x und y be- 
stimmen. Kine jede der vorgelegten Differentialgleichungen lisst sich 
daher durch zwei Quadraturen erledigen. Diese Bemerkung erlaubt, wie 
ich nicht naher auszufiihren brauche, eine Schaar isothermer Curven, 
die auf irgend einer Fliche liegen, und durch eine Gleichung 
Xdy — Ydx=0 

definirt sind, vermége zwei consecutiver Quadraturen zu bestimmen. 
Schneidet man z. B. eine beliebige Minimalfliiche durch parallele 
Ebenen, so bilden die Schnitteurven, und also auch die Trajectorien 
derselben eine Schaar isothermer Curven. Daher kénnen die letzten 
Curven durch zwei Quadraturen bestimmt werden. Man kann ferner 
allein aus dem Umstande, dass die Kriimmungslinien oder Haupttan- 
gentencurven einer Minimalfliche isotherme Curven sind, eine Methode 
zu ihrer Bestimmung herleiten. Hierbei ist es nicht nothwendig, wie 


man sonst pflegt, zuerst. die auf der Fliche gelegenen Curven, deren 
Liinge gleich Null ist, zu bestimmen. 





Note 4. 


Ich werde andeuten, wie man die durch meinen zweiten Forderungs- 
satz festgestellten Voraussetzungen durch noch allgemeinere ersetzen 


kann. Dabei beschrinke ich mich der Kiirze wegen auf Gleichungen 
der Form 


(1) fexypq)=9. 
Ich setze wie gewodhnlich 
(2) dp=rdz+sdy, dqg=sdz-+tdy 
und bilde die xorg 
(3) af 4 Of yoy yy Fs _o, 
7] 
(4) rae Het Zest 5 at t=0. 


Ich suche das aligemeinste aiiei com zwischen den unab- 
hangigen Variabeln zxypqrst, welches jede Beriihrungstransfor- 
mation gestattet, die (1) jund in Folge dessen (3) und (4) invariant 
lasst. Ich habe gefunden, was ich hier nicht niher ausfiihre, dass es 
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nur ein soleches System giebt, dessen Integration keine ausfiihrbare 
Operation ist, diejenige Gleichung niimlich, die die charakteristischen 
Streifen bestimmt*). Hitte man die Differentialquotienten dritter, 
vierter, --- m'* Ordnung von ¢ mitgenommen, so wiirde man ebenso 
nur diejenige Gleichung, die die charakteristischen Streifen bestimmt, 
erhalten haben. 

Fir Gleichungen mit m unabhiingigen Variabeln gilt ein ent- 
sprechender Satz. 


Christiania, 15. October 1876. 


*) Indem ich die schénen Untersuchungen von Biicklund in diesem Jour- 
nale (Bd. IX) beriicksichtige, kann ich sagen, dass die Gleichung der charakte- 
ristischen Streifen das einzige vollstiindige System ist, das eine jede Transfor- 
mation zwischen zr ypqrst gestattet, die (1) und (2) invariant lisst. 
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§ 1. 
Erste Mittheilung. 


Unter diesem Titel beabsichtige ich eine Reihe von Mittheilungen 
zu machen iiber die vielfach behandelten Probleme der conformen Ab- 
bildung, des stationiren Temperaturzustandes, des elektrostatischen und 
elektrodynamischen Gleichgewichts, und gewisse allgemeine, von der Wahl 
eines geeigneten Coordinatensystems unabhingige Methoden darzulegen, 
durch welche diese Probleme fast in allen Fillen gelést werden kénnen, 
wie die Begrenzung des zu behandelnden Gebietes auch beschaffen 
sein mag. 

Ich werde diese Methoden, welche nicht nur zur Vermeidung des 
(mit Recht fiir bedenklich erklirten) Dirichlet’schen Princips, sondern 
auch in vielfachen andern Beziehungen von Wichtigkeit sein diirften, 
hier nur in fliichtigen Umrissen hinzeichnen; die dabei erforderlichen 
Begriindungen, Entwicklungen und Beweise aber einer andern ausfihr- 
licheren Exposition vorbehalten. 


Die unendliche Ebene mag — nach dem Vorgange Riemann’s 
— angesehen werden als eine geschlossene Fliiche, etwa als eine unend- 
lich grosse Kugelfliiche. Auf dieser Fliiche sei eine in sich zuriick- 
laufende Curve S gegeben, welche mit all’ ihren Punkten in der End- 
lichkeit liegt. Von den beiden Theilen, in welche die geschlossene Fliche 
durch diese Curve zerlegt wird, mag der den unendlich fernen Punkt der 
Fliche enthaltende Theil mit Q, der andere mit $$ bezeichnet werden. 


*) Aus den Berichten der Kgl. Sachs, Ges. der Wiss, vom 21, April und 
31. October 1870. 
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Das Problem der conformen Abbildung kann bekanntlich mit Be- 
zug auf die Fliiche $$ angesehen werden als ein Specialfall von folgen- 
dem allgemeinern Problem: 


Es soll eine Function o der rechtwinkligen errs Zs y. erry: 
werden, welche I) innerhalb 3 iiberall der Gleichung ¢% ee ae == 0 


geniigt, welche II) sammt ihren Ableitungen oe, a sltnli Ys tiber- 
all eindeutig und stetig ist, und welche endlich III) am Rande von $f, 


d. i. auf der Curve S vorgeschriebene Werthe f besitzt. 


Um andrerseits das Problem der conformen Abbildung mit Bezug 
auf die Fiche Q aussprechen zu kénnen, bedarf es einiger Vorbe- 
reitungen. Es seien x, y die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen 
zu 2) gehdrigen Punktes, und es werde gesetzt: 


(w+iy)(E+in) =1, (i=/Y—D), 






























mithin 
on tt +2 
. Pty? ay? 
)- 
d Yn Tape 


Alsdann werden durch Angabe £, 9 die Werthe von 2, y ein- 
deutig bestimmt sein. Man kann daher als Coordinaten eines zu Q 
" gehdrigen Punktes die Gréssen x, y, mit demselben Recht aber auch 

die Gréssen —, y benutzen. Bei Einfiihrung dieser neuen Coordinaten 
’ §, y lisst_sich nun das Problem der conformen Abbildung mit Bezug 





auf die Fliche Q, oder vielmehr das zugehérige aligemeinere Problem 

folgendermassen aussprechen: 

‘ Es soll eine Function ~ der Coordinaten x, y a a  ermittelt 

, werden, welche I) innerhalb 2 tiberall der Gleichung “ = et+5 ae = 0 
Geniige leistet, welche II) sammt ihren Ableitungen — ba , wii 


Q iiberall eindeutig und stetig ist, und welche endlich a ) am Rande 
von Q, d. i. auf der Curve S die vorgeschriebenen Werthe f besitzt. 
Der grisseren Bequemlichkeit willen mag angenommen werden, dass diese 
vorgeschriebenen Randwerthe f fiir yw dieselben sind, wie fiir 9. 


Was nun die Lésung dieser beiden Probleme anbelangt, so mag 
— wenigstens vorliiufig — vorausgesetzt werden, dass die gegebene 
Curve S iiberall convex und iiberall stetig gekriimmt sei, andrerseits, 
dass die vorgeschriebenen Werthe f lings der Curvé S iiberall stetig 
zusammenhiingen. 

Als positive Richtung der Curve S werde diejenige festgesetzt, 
welche angezeigt ist durch eine positive Umlaufung der Fliche $f. 
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Gleichzeitig mégen die in positiver Richtung aufeinanderfolgenden 
Punkte der Curve bezeichnet werden mit 


ie SS ee aes 


demgemiiss werden ab, be, cd, ... die aufeinanderfolgenden unend- 
lich kleinen Elemente der Curve vorstellen. Endlich mégen unter 


fa, fo» fey fay «++ fry - 


die Werthe verstanden werden, welche die gegebene Function / besitzt 
in jenen Punkten a, b, c, d,...8,... 


Es sei z ein beliebig gegebener (innerhalb $$, oder innerhalb Q, 
oder auch auf der Curve S gelegener) Punkt; ferner seien za, 2b, 
ec, ed, ... die von z aus nach den einzelnen Punkten der Curve ge- 
zogenen Radiivectores. Unter dem Moment des Curvenelements ab in 
Bezug auf 2 mag diejenige Drehung verstanden werden, welche fiir den 
Radiusvector za durch jenes Element ab indicirt ist. Ist also @ der 
absolute Betrag des Winkels azb, so wird jenes Moment den Werth 
+ oder den Werth —@ besitzen, jenachdem der Radiusvector za bei 
Durchlaufung des Winkelraumes azb eine positive oder eine negative 


Drehung auszufiihren hat. Bezeichnet man diese den einzelnen Ele- 
menten 


ab,.be, ed, ... 
mit Bezug auf z zugehérigen Momente mit 


(ab),, (bc),, (¢d)s, ---, 
und bezeichnet man ferner die Summe aller dieser EKlementarmomente 
mit =, 
X, = (ab). + (be): + (cd) +---, 

So wird,. wie leicht zu erkennen, der Werth von £, sehr verschieden 
sein je nach der Lage des Punktes z, niimlich = 2%, = a oder = 0 
sein, jenachdem der Punkt z innerhalb $3, auf S oder innerhalb QO 
sich befindet. 

Unter dem Moment der gegebenen Function f in Bezug auf-2 mag 
verstanden werden die Summe siimmtlicher Elementarmomente der ge- 
gebenen Curve S, jedes multiplicirt mit dem zugehérigen Werthe f. 

Dieses Moment, es mag Q, heissen, wird also den Werth haben: 


Q, = fa(ab). + fulbe). + f.(ed).+---, 
die Summation ausgedehnt iiber simmtliche Elemente der Curve. Der 
Punkt z kann drei wesentlich verschiedene Lagen besitzen, und mag 
demgemiiss verschieden bezeichnet werden, niimlich mit p, mit s, oder 
mit gq, je -nachdem er innerhalb $$, auf S, oder innerhalb Q sich be- 
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findet. Entsprechend diesen verschiedenen Lagen des Punktes ¢ sind 
bei dem Momente , dreierlei Werthe zu unterscheiden, die Werthe 
Q,, 2, und Q,. Diese Werthe gehen keineswegs stetig in einander 
iiber, und médgen daher zur leichtern Unterscheidung durch verschiedene 
Buchstaben markirt werden; es werde nimlich gesetzt: 


Q,— U,, Y= Vr, 2 = We. 


Halten wir fest an der schon genannten Voraussetzung, dass f 
lings S stetig ist, so sind die Functionen U,, V,, W, ebenfalls stetig, 
und zwar die erste fiir simmtliche Punkte p, die zweite fiir simmtliche 
Punkte s, endlich die dritte fiir simmtliche Punkte q. Zugleich treten 
in Betreff dieser Functionen folgende merkwiirdige Relationen*) zu 
Tage: 

U, = V,+ af,. 
W, = V, — #7, 


Dabei ist unter s ein beliebiger Punkt der Curve S zu verstehen; 
f; und V, sind die Werthe der Functionen f und V in diesem Punkt; 
andererseits reprisentiren U, und W, die Grenzwerthe, gegen welche 
U, und W, convergiren, falls die Punkte p und q niaher und naher 
an s heranriicken. 

Zweckmiissig erscheint es, die Bezeichnung der Momente U,, V;, 
W, noch ein wenig zu modificiren, namlich zu setzen: 


8 


p 
Qn = Up, 





e- 
en 


= vs, 


jenen Momenten also einen gewissen Divisor beizugesellen, welcher fiir 
U und W den Werth 22, fiir V hingegen den Werth x besitzt. In 
unmittelbarem Anschluss an eine allgemein iibliche Ausdrucksweise, 
mag es gestattet sein, die Grésse u, zu bezeichnen als das arithme- 
tische Mittel der gegebenen Functionswerthe f in Bezug auf den Punkt p. 
Und ebenso mégen v, und w, bezeichnet werden als die arithmetischen 
Mittel jener Werthe f in Bezug auf s und q. 

Bei Einfiihrung dieser arithmetischen Mittel an Stelle der Momente 
gewinnen die vorhin angegebenen Relationen folgende Gestalt: 


2u, =v; + fs, 
2w, = v, — fy. 


*) Der strenge Beweis dieser Relationen wird ungemein erleichtert durch 
Benutzung eines eleganten von P. du Bois-Reymond gefundenen Satzes (Borch. 
Journal Bd, 69, p. 82), fiir welchen spiiter eine einfachere Deduction gegeben 
worden ist von H. Hankel (Schlimilch’s Zeitschrift Jahrg. 14, p. 486), vgl. auch 
Meyer’s Aufsatz (Math, Annalen Bd. VI, p. 313). 


Mathematische Annalen. XI. 36 
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Ebenso wie aus den gegebenen Werthen / die Functionen 

Up, Vs, Wy 
abgeleitet wurden; in genau derselben Weise mégen aus den Werthen 
v die Functionen 

Up, Vr, Wy 
entspringen [so dass also unter u,’, v,, w, die arithmetischen Mittel 
der Werthe v in Bezug auf die Punkte p, s, q zu verstehen sind]; in 
genau derselben Weise mégen ferner aus den Werthen v’ die Functionen 


” ” Ld 
Up » Vs , Wa 
entspringen; u. s. W. U. Ss. W. 
Nun lasst sich nachweisen, dass die Functionen 


, ” (n) 
foo G9 Ges Vo oo Tey ss 
in stetiger Weise gegen eine Constante convergiren, niimlich nachweisen, 


dass siimmtliche Werthe der Function v™ von einander um weniger 


als eine a priori gegebene beliebig kleine Grosse differiren werden, falls 
man nur » gehdorig gross macht. Um auf diesen Gegenstand genauer 
eingehen zu kénnen, mégen a und s irgend zwei Punkte der gegebenen 
Curve S sein, von denen der erstere nach Belieben gewihlt, aber fest, 
der zweite hingegen lings der Curve beweglich ist. Alsdann liisst sich 
nachweisen, dass bei einer solchen Bewegung des Punktes s die Differenz 


yo” — »™ 


ihrem absoluten Betrage nach niemals grésser werden kann als das 
Product 
(M—m) x"+', 

Hier ist M—m eine den gegebenen Functionswerthen f eigen- 
thiimliche Constante; denn es bedeutet M den grissten, und m den 
kleinsten unter jenen Werthen. Andererseits ist x eine der gegebenen™ 
Curve S eigenthiimlich zugehérige Constante, welche leicht genauer 
definirt werden kann, und deren Werth nothwendig kleiner als 1, nimlich 
jederzeit ein positiver dchter Bruch ist. Somit kann das Product 


(M—m) «+! 
durch Vergrésserung von ” beliebig nahe an 0 herangedriickt werden, 


wodurch alsdann gleichzeitig siimmtliche Werthe von o”) beliebig nahe 
an vo’ herangedriickt werden. 


Nunmehr endlich kann die Lésung der vorgelegten Probleme augen- 
blicklich hingestellt werden. Die Werthe nimlich, welche die gesuchten 
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Functionen » und yw in irgend zwei Punkten p und q besitzen, sind 
folgende: 


, ’ ” 2 1 
p, = ve" 42 fu —w ue — ar — a Y], 
poe (2n+1) oe , ” “ a (2n+1) 
v= 0 2 [w,-w! +0 +-w" +o }; 


wo o®’ + den Werth der Function v®"*” in dem (vorhin genannten) 
festen Punkte a repriisentirt, mithin eine Constante ist. Es lisst sich 
nimlich zeigen, dass die durch diese Formeln bestimmten Functionen 
Mp und yx, einerseits den Bedingungen I) und II) mit absoluter Strenge 
entsprechen, und dass sie andrerseits, was die Bedingung III) betrifft, 
Randwerthe besitzen, deren Abweichungen von den vorgeschriebenen 
Randwerthen f nirgends grésser sein kénnen als 


(M—m) x?*+?, 


Wiihrend also die Bedingungen I) und II) bestindig in absoluter Strenge 
befriedigt sind, kann gleichzeitig, durch Vergrésserung der Zahl n, die 
Bedingung III) in-jedem gewiinschten Grade der Anniherung erfillt 
werden. 

Zu bemerken ist, dass die Functionen g, und y, mit Leichtigkeit 
sich darstellen lassen als die Logarithmischen Potentiale einer gewissen 
Massenbelegung der Curve S. Man findet néwlich: 


%, = ott fase?” Ls 


y, = ventD f dse®” L,,, 


die Integrationen hinerstreckt iiber alle Elemente ds der Curve S. 
Dabei sind unter L,, und L,, die natiirlichen Logarithmen derjenigen 
Abstiinde zu verstehen, welche ds besitzt von p und von g aus, Die 
Function e®”) repriisentirt die Dichtigkeit der genannten Massenbe- 
legung, und besitzt einen Werth, welcher darstellbar ist nach Belieben 
entweder durch die Formel 








en) 2 O[u buy pu”. - + + u2*)] 
Pil Wi oN ? 
oder durch die Formel: 
@ny 2 9 [1,00 a0%?” «+ pao") 
ay eae! oN F) 


wo N die auf ds errichtete, in die Fliche $$ hineinlaufende Normale 
reprasentiren soll. 





» 
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Endlich mag bemerkt werden, dass die Functionen g, und y, sich 
auch darstellen lassen als die Logarithmischen Potentiale gewisser 
Doppelbelegungen der Curve S. Man findet nimlich die Formeln: 


pao gf ha vd Se tah OP") Alyy 








oN ’? 
. ds[+ f, +0, +0, ---4+ 08” oL,, 
y =v toy ff [ = } >" “» 


wo L,,», L,,, N die schon genannten Bedeutungen besitzen, und die 
Integrationen hinerstreckt sind ijber siimmtliche Elemente ds der 
Curve S. 


Die hier exponirte Methode kann fiiglich bezeichnet werden als die 
Methode des arithmetischen Mittels. Sondern wir’, was die ge- 
machten Voraussetzungen anbelangt, diejenigen Voraussetzungen, welche 
nur leichte Modificationen bedingen, von denen ab, welche bei An- 
wendung dieser Methode unentbehrlich sind, so bleiben als wirklich 
nothwendige Voraussetzungen nur noch folgende iibrig: 

1) das betrachtete Flichengebiet darf nur eine Randeurve haben, 

2) diese Randcurve muss tiberall convex sein. 


Die durch diese Voraussetzungen ausgeschlossenen Fille .mehrerer 
Randecurven und beliebig gestalteter Randcurven lassen sich aber auf 
den hier behandelten Fall einer einzigen, iiberall convexen Randcurve 
reduciren. Die zu dieser Reduction erforderliche Methode, welche ihrer 
Beschaffenheit nach etwa zu bezeichnen sein wiirde als die Methode 
der Combination, beabsichtige ich in einer folgenden Mittheilung 
darzulegen. Sodann endlich gedenke ich die analogen Methoden zu 
exponiren fiir diejenigen Probleme, welche sich auf den Raum, 4. i. 
auf ein Gebiet von drei Dimensionen beziehen. 


§ 2. 
Zweite Mittheilung. 


Bei den zuniichst noch zu besprechenden Problemen der Ebene 
handelt es sich jedesmal um die Ermittelung einer Function der recht- 
winkligen Coordinaten x, y, welche gewissen charakteristischen Be- 
dingungen Geniige leistet. Obwohl diese Bedingungen bereits in 
meiner ,ersten Mittheilung* angegeben sind, so wird es doch zweck- 
miissig sein, dieselben — sie mégen mit (IT.) bezeichnet werden — hier 
nochmals in einfacherer und zugleich strengerer Form hinzustellen. 
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Mit Bezug auf eine in der Ebene beliebig gegebene, endliche oder 
unendliche Fliche {, von welcher nur vorauszusetzen ist, dass ihre 
Randpunkte simmtlich im Endlichen liegen, lassen sich diese Be- 
dingungen so aussprechen: 


Von einer Function wird verlangt, sie solle in ganzer Er- 
streckung der gegebenen Fliiche X eindeutig und gleichmissig stetig 
sein. — Ueberdies wird, falls die Fliiche = unendlich ist, gleich- 
zeitig noch verlangt, der Werth der Function solle fiir stéimmtliche 
Punkte, die ins Unendliche sich entfernen, convergiren gegen irgend 
(TT.) | eine endliche [jedoch nicht vorgeschriebene] Constante. 

Ferner wird verlangt, dass die Ableitungen der Function ein- 
deutig und gleichmiissig stetig sind in Erstreckung eines jeden Ge- 
bietes, welches vollstiindig innerhalb & liegt, und dass gleichzeitig in 
Erstreckung eines jeden solchen Gebietes die Function der Gleichung 
geniige A = 0. : 








Unter den Ableitungen der Function sind dabei, falls die Function 
mit ® bezeichnet wird, simmtliche Ausdriicke: 


arti 
ax? Oy? 





zu verstehen, in denen p+ q gleich 1 oder 2 ist; wiihrend anderer- 
seits unter der Gleichung AO die bekaynte Differentialgleichung 
Ad = 0, d. i. die Gleichung: 
ao eo 
jar + Gyr = 9 
zu verstehen ist. — Es mag bemerkt sein, dass diese Bedingungen (TT.) 
und die aus ihnen fliessenden Consequenzen, um einen festen Anhalt- 
punkt zu gewinnen, in mdglichst sorgfiltiger Weise von mir erdrtert 
worden sind in den Mathematischen Annalen, Bd. III, Seite 325. 


In meiner ,ersten Mittheilung* wurde der Fall ins Auge gefasst, 
dass die Fliche © eine Flache einfachster Gattwng ist, dass sie nimlich 
nur eine einzige Randcurve besitzt, und dass diese Curve iiberall convex 
oder tiberall concav ist. In der That lisst sich zeigen, dass die damals 
angegebenen Operationen bei einer solchen Fliche einfachster Gattung, 


- falls der Rand derselben keine Eckpunkte hat, zu einer Function fiihren, 


welche den eben genannten Bedingungen (TT.) vollstindig Geniige 
leistet, und ausserdem am Rande der Fliche vorgeschriebene Werthe 
besitzt. Selbstverstiindlich ist tiber diese vorgeschriebenen Randwerthe 
vorauszusetzen, dass sie eindeutig und gleichmissig stetig sind. — Ist 
hingegen der Rand einer solchen Fliiche mit cinzelnen Eckpunkten be- 
haftet, so sind folgende Fille zu unterscheiden: 
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A. Der Rand ist zusammengesetzt aus Linien, unter denen 
wenigstens eine sich befindet, die gekriimmt ist. 
B. Der Rand besteht aus lauter geraden Linien. 
Be. Die Anzahl dieser Linien ist grésser als 4. 
BB. Die Anzahl derselben ist = 4 oder = 3. 


In den Fillen A. und Ba. fiihren die angegebenen Operationen 
mit geringen und leicht sich ergebenden Modificationen ebenfalls zum 
gewiinschten Ziel. Im Falle B£. erscheinen hingegen dieselben nicht 
anwendbar, weil in diesem Falle die Convergenz des Verfahrens zweifel- 
haft wird. Mit voller Sicherheit jedoch kann dieser Fall BB. behandelt 
werden mit Hiilfe der Methoden der Combination, von denen in meiner 
,ersten Mittheilung< bereits die Rede war, und die im Folgenden niher 
angegeben werden sollen. 


RE ee 


Eine weitere Wiedergabe des nun folgenden ziemlich umfangreichen 
Inhalts dieser ,zweiten Mittheilung“ scheint mir indessen nicht zweck- 
miissig zu sein, schon deswegen, weil ich in nicht mehr ferner Zeit 
den ganzen Gegenstand in sorgfiltiger Ausarbeitung und zugleich in 
einer mehr ansprechenden Form darlegen zu kénnen hoffe. 


Leipzig, Februar 1877. 

















Ueber einige elliptische Integrale. 
Von 


A. Enneper in Géttingen. 


Bedeutet c eine reelle Constante, so ist bekanntlich: 


(1) free du — fe—wae. 


Diese sehr einfache Gleichung aus den Elementen der Theorie der 
bestimmten Iutegrale ist im Folgenden bei einigen elliptischen Inte- 
gralen zu Grunde gelegt, deren Deduction auf anderem Wege weniger 
einfach sein modchte. 

Es seien k und k’ Modul und Complementirmodul der elliptischen 
Integrale, nach dem Vorgange von Jacobi siad die ganzen elliptischen 
Integrale erster und zweiter Gattung respective durch K und E be- 
zeichnet. Es ist dann also, unter Zuziehung der Gleichung (1), fiir 
c= K und f(u) — A? am u: 


K K 
(2) E= [a am udu= fang du. 
Man setze: * : 
K 
(3) s—fa am u.- log Aam udu. 
fn} 


Die Anwendung der Gleichung (1) auf das Integral S giebt: 





K 
e k’2 k 
(4) s—f A? am u log A am u du 
0 
K 


K 
, k’? k’ 
= log k fatig an —feee log A am udu. 
0 0 


Man setze rechts fiir den Factor von log k aus (2) seinen Werth E 
ein und addire darauf die Gleichungen (3) und (4). Es folgt so: 
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. K 
(5) 25—E-logk + f [A® amv — 7** | log A am udu. 
Nun ist: : 








kK’? cos? am & ‘ 
2 sine — a De oha® 
6) Mamu— aa =F a k* sin? am u 
sin am 
= k* cos am u —aee — k* sin? am wu. 
Durch partielle Integration folgt: 
: sinamu — 
fie cos am w+ log A am u - — —— ~ du 
u 


0 


A? am u 


K 
2 2 kt sin® am & COos* am “us 
k? sin? am wu - log A am udu + + .————— du. 
0 


In der vorstehenden Gleichung bringe man das erste Integral rechts 
auf die linke Seite und beriicksichtige die Gleichung (6). Es folgt dann: 


: K 
A? am u — - log A amudu — |“ sim’ am «cost amu 7 
Fam am u 8 A? am u bed 
° 0 


Kx 
wf [ute — arene — att lan. 
0 


Wegen der Gleichung (2) reducirt sich die rechte Seite der vorstehenden 
Gleichung auf 





(1+k'*)K—2E. 
Dieses ist aber auch der Werth des Integrals auf der rechten Seite 
der Gleichung (5). Fir das Integral S ergiebt sich-hierdurch folgende 
Gleichung : 
2S=E log k + (1+%?)K—2E, 


oder, re 2 dividirt, fiir S seinen Werth aus (3) substituirt: 
fa am «u-log A am udu = — E log K+ Ate K—E. 


Setzt man im Integrale am uw, so nimmt die vorstehende Glei- 
chung folgende Form an: 
" 


[Vim Faint w- log V1 —K sin? w -d 
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Es ist selbstverstiindlich, dass sich diese Gleichung auch ohne 

Kinfiihrung elliptischer Functionen mittelst der Substitution _ 

Kk tang w - tang v = 1 


darthun lisst; die elliptischen Functionen erfordern nur einen geringe- 
ren Aufwand von Formeln. 
Das Integral: 


K 
. K 
(7) R —fo laure im ‘aca | du 
0 


giebt zu einer ahnlichen Anwendung der Gleichung (1) Veranlassung 
wie das Integral S. Vertauscht man u mit K — wu, so geht die Glei- 
chung (7) iiber in: 


» 
(8) R= fo [* am etd Seae—o ) ity. 
0 








Nimmt man in den Gleichungen (7) und (8) (x) = arctang 2, 
bildet die Summe dieser Gleichungen und setzt: 


arctang y -++ arctang 4 = + ’ 
so folgt: 
K 
2R— |du—2k, ; 
oder ; 
R=+K, 
d. i 





= K 1 
_farctang la am (u-+a) A am aay | du=— kK. 
0 


Unter Anwendung des Additionstheorems lasst sich diese Gleichung 
auch schreiben: 





K 
(9) _f erctang [ 1 —k* sin*® am a sin? am wu K| ie ei 5 K. 
0 


1—? sin? am a—k? cos? am a sin? am u 


Setzt man —k? sin? ama—z und amu—w, so nimmt die Glei- 
chung (9) die Form an: 


a 


1+ 2 sin? w ] 
(10) F ms [ if e—G+R aint * dw= =K. 
1) 








Vi—F sm? w 4 
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Es bedeutet z in dieser Gleichung eine beliebige reelle oder imagi- 
naire Grésse. Als besondere Fille sind bemerkenswerth ¢=—0, 2 = oo 
und z=k. So folgt fiir =k aus (10): 


1+& sin? w 1—k 
i — feo ret) , 





K. 


— w= 
Vi — 2 sin? w 


»| a 


0 


Die Gleichung (10) lasst sich noch etwas umformen. Man bringe 
beide Terme der Gleichung auf dieselbe Seite, setze 





nm 
: 3 
dw 
“— Vi—Keint?w 
* = arctang 1 und arctang 1 — arctang x = arctang it , hierdurch 
nimmt die Gleichung (10) folgende Form an: 
nm 
5. 
i+-2—k 1—(1+k)sin?w 
/ enciang ees T= — Faint “| sis aut 
” =e —  - - 


Setzt man in den beiden Gleichungen (7) und (8) O{z).=— log z, 
so erhalt man fiir ihre Summe 2 R = 0, oder 
K 


1 — k? sin? am a sin? am u ; 
free 1 — k? sin? am a — k? cos* am a sin? am u k | dw =0, 
0 





welche Gleichung sich auch mittelst der elliptischen Integrale dritter 
Gattung ergiebt. 

















Zur Eliminationstheorie. 
Von 


M. Néruer in Erlangen*). 


Die wichtige Frage nach der Anzahl der Schnittpunkte einer 
Raumcurve mit einer Fiche Jiisst sich leicht dadurch erledigen, dass 
man dieselbe, etwa durch Darstellung der Raumcurve durch das Glei- 
chungssystem (2) dieser Note, zuriickfiihrt auf die Frage nach dem 
Schnitt einer ebenen Curve C mit einer zu einer Schaar gehérigen 
ebenen Curve; denn es ist nach den bekannten Principien direct még- 
lich, die in singuliire Punkte von C fallende Anzahl von festen Schnitt- 
punkten der Schaar mit C zu bestimmen**). 

Der Beweis des allgemeineren Satzes von dem Grade des Schnittes 
zweier Gebilde bei beliebig vielen Variabeln, der auf dem vorstehenden 
Wege nicht mehr erledigt werden kann, ist zuérst von H. Halphen 
in einem Aufsatze: ,,Recherches de géométrie & dimensions“, Bull. 
de la Soc. mathém. de France, t. II, p. 34, versucht worden. Die 
Idee ist die, durch Zufiigung weiterer Variabeln und einer Reihe von 
linearen Gleichungen die Eliminationsaufgabe auf eine solche von einer 
Variabeln aus zwei Gleichungen zuriickzubringen. Aber der Beweis 
muss dann in einer anderen strengeren Gestalt gefiihrt werden ***), die 
iibrigens zugleich einfacher ist, und die ich im Folgenden mittheile. 

Kin System von irgend einer Anzahl von Gleichungen 
(1) a, =0, m1, =0,---- 
zwischen den homogen eingehenden Variabeln 

Uy La, °** Uy 


*) S. die Note in den Sitzungsber, der phys.-med. Soc. zu Erlangen, vom 
4. Dec. 1876. 

**) Kin solcher Beweis ist in dem von H. Lindemann bearbeiteten Werke: 
»Vorlesungen iiber Geometrie von A. Clebsch“* auf p. 399 versucht. Aber der- 
selbe ist in dieser Form nicht zulissig, da das angenommene Absondern eines 
Factors nicht stattfindet. 


***) Der Halphen’sche Beweis wird schon ungiiltig, wenn daselbst 2i—2>n 
wird. 
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gehért zu einem Gebilde [,, von m Dimensionen, wenn man, bei all- 
gemein gewahltem Coordinatensystem, durch die Elimination von 
Lm4+3, Um44, °° * Ly 

auf ein Gleichungssystem gefiihrt werden kann: 
(2) f(@%, Mayo 9 * Ln +2) —_- 0, Pints = Um+3,°** Plr= Ur, 
wo f eine Gleichung w'* Ordnung in den Variabeln z,, -- + 2,42, die 
~ Functionen o'* Ordnung, m von der (g—1)* Ordnung in den- 
selben Variabeln sind. Das System (2) definirt auch das Gebilde [,,, 
wenn man nur solche m- oder mehrfach unendlich vielen Werth- 
systeme, fiir welche etwa f, m und alle ~ verschwinden, weglisst. 
Dagegen kénnen die Gleichungen (1), ausser dem durch (2) definirten 
Gebilde [,,, noch weitere m- oder mehrfach unendlich viele Werth- 
systeme gemein haben. Auch ist der Fall eingeschlossen, dass /, 
d. h. [,, selbst, reducibel ist. 

Der Grad des Gebildes [,, ist gleich der Anzahl der Lésungen 


des Systems (2) und irgend m linearer Gleichungen, also gleich der 
Zahl der gemeinsamen Lésungen von 


f(@,, +++ tm42) = 0 
mit m Gleichungen der Form 


(a, 2, + Hy Ly + Arr + Om+2%m+2) * @ + Omt-3Vm+3 + » Hels + «,Y,=0, 
wenn man die von den @ unabhingigen festen Lisungen ausnimmt. 
Wir kénnen annehmen, dass die Gleichungen 

LH, = Ly = + + + = Inge = 0 


fiir kein Werthsystem des Gebildes [,, zugleich bestehen. Dann aber 
giebt f= 0, verbunden mit m Gleichungen der Form 

Hy My Ly + e+ - + Onze En4s = 0, 
ebenfalls schon den Grad des Gebildes [,, an, da diese linearen Glei- 
chungen in Bezug auf [,, als willkiirlich gewihlte betrachtet werden 
kénnen; dieser Grad ist also dem Grad w von f gleich. 

Zugleich folgt, dass dann auch simmtliche y, fiir alle Werth- 
systeme, fiir welche f=0, m =O ist, verschwinden, so zwar, dass 
das Gebilde w(g— 1)'" Grades, fiir welches f—0, m =O ist, von 
eben demselben Grade im gemeinsamen Werthsystem von f=0, y,—=0 
zahlt. 

Wir betrachten nun ein zweites Gebilde [,, von » Dimensionen 


und vom Grade v, in demselben Coordinatensysteme von allgemeiner 
Lage analog definirt durch ein System 


(3) { f' (%, +++ nq2) = 0, 
{ Y Tn+3 = Wa+3) vs Y i, = Y- 








da 


a 


ae ie |) ie. 
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wo f’ eine Function v' Ordnung von 2, 2, -+* %n+2 ist. Man hat 

dann den Satz: 
»dass die Gleichungen (2) und (3) zusammen ein Gebilde von 
m+ 2—*r-+ 1 Dimensionen und vom Grade u- v definiren, 
vorausgesetzt: dass m-++- >r— 1-ist, und dass die beiden 
Systeme nicht ein Gebilde von wenigstens m-+”—r-+ 2 
Dimensionen gemein haben“. 


Zum Beweise betrachten wir an Stelle von (2) und (3) die Systeme 





(4) f (a, Lo,**° Lm42) = 0, DYn+3 = Wm+3) *+* OY, = v,, 
f'(@,) Gy +++ Huge) =O, Denes = Ynys, °° Per =H, 

Ym+3 eae Ln+3 == 0, cee Yr — a =O, 

fn43 — 43 =0, +++ 2 — a, =0, 


(5) 


welche zusammen alle Lisungen von (2), (3) liefern, wobei nur wieder 
die etwa von den festen Werthsystemen f= 0, gp = 0, » =O, sowie 
f’ =0, mg =0, v; = 0 herriihrenden in (2), (3) sowohl als in (4), (5) 
wegzulassen sind. Aber die Elimination in (4) ergiebt sich nun ein- 
fach dadurch, dass man eine in f=O und f' =O gemeinsam vor- 
kommende Variable x, aus diesen beiden Gleichungen eliminirt, was zu 
einer Gleichung F/ = 0 fiihren mége, und sodann den hierbei berech- 
neten Werth von x, in die iibrigen Gleichungen (4) einsetzt. So er- 
giebt sich aus (4) das System (fiir n >m): , 
F(x,, Uy,*** In42) =O, ox, =, 
(6) . DY n+s = Vin+3) =? Oy, = Y,, 
Den43 = Vays, «°° Os, = ¥,, 

in welchem F =O eine Function uw - v'" Grades in 2, %, +++ Un42 
ist, da sie durch Elimination aus f= 0, f’ = 0 hervorgegangen ist, 
und die ®, ¥, Y Functionen derselben Variabeln sind. 

Dieses System von Gleichungen (6) betrachten wir nun als ein 
homogenes in den Variabeln 

Hy» Uy, °° * Hry Ym43, °° Yrs 2n43, °° * Sry 
wobei F’ in den r—1 Variabeln 2, 4, +--+ 2-1 homogen wird. Als- 
dann stellt (6) ein Gebilde [ von r—3 Dimensionen dar. Der Grad 
desselben wird aber der von I’, w-v, weil die Gleichungen 
My — yes -=2,=0, 

fiir welche weder f noch f’ verschwindet, auch fiir kein Werthsystem 
von F bestehen kénnen. 

Dabei treten nun die etwa von den festen Werthsystemen f = 0, 


gy = 0 herriithrenden Werthsysteme in [ nicht mehr so auf, dass sie den 
Grad von Ff afficiren. Denn schon die 3 Gleichungen f=0, » = 0, 
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f’ =0 zusammen liefern nur co” Verhiiltnisse der Gréssen 2, :24!+-+!2,, 
wihrend fiir [ co”—* solcher Verhiiltnisse zu setzen sind. Ebenso bei 
f' =0, 9 =0. 

Nimmt man nun noch zu (6) das System linearer Gleichungen (5) 
hinzu, so erhalt man aus'[ eine Gebilde von 


(r —3) — (2r—m—n—4) = m+n—r+1 
Dimensionen, vom Grade w-v. Dieses ganze Gebilde stellt aber ge- 
meinsame Lésungen von (2), (3) dar, da die speciellen von f=0, p=0 
(bez. f° =O, pg’ = 0) herriihrenden Werthsysteme in [, bei Hinzu- 
nahme von (5), zu einem Gebilde von héchstens m + » — r Dimen- 
sionen fiihren kénnen. In Verbindung mit weiteren m-—+»—r-+ 1 
beliebigen linearen Gleichungen zwischen den gegebenen Variabeln 


i Zo, cee Ly 


erhilt man w-v mit den Coefficienten dieser Gleichungen variable 
Lésungen, weil 2, = 7, =--- = 2, =O zu keinem Werthsystem von 
T gehort. 

Eine Ausnahme kann nur dadurch eintreten, dass das lineare 
System (5) durch mehr als co™+"-"+! Werthsysteme des Systems (6) 
identisch befriedigt wird. Dann wird man erst durch Zufiigung von 
wenigstens m-+- —r--2 linearen Gleichungen zwischen 2,, x, +++ %, 
eine endliche Zahl von Lésungen erhalten kénnen, die im Allgemeinen 
nicht mehr = w-v sein wird. — Damit ist der Satz vollstiindig be- 
wiesen. 


Erlangen. 

















Nachtrag zu dem Aufsatze: 
»Kin paar allgemeine metrische Satze fiir algebraische Curven.“ 
(S. 341—346 dieses Bandes.) 


Von Exuine Horst in Christiania. 


Erst einen Nonat, nachdem ich die Correctur meines Aufsatzes 
gelesen hatte, wurde ich darauf aufmerksam, dass die meisten meiner 
Formeln schon von Herrn Laguerre 1865 gefunden und in den Comptes 
Rendus LX, p. 71—73, doch ohne Beweis, veréffentlicht worden sind. 

Eine Vergleichung wird indessen zeigen, dass mein Ausgangs- 
punkt sowohl als das Hauptziel meiner Entwickelungen, nimlich die 
Festsetzung einer allgemeinen Normalform fiir die Gleichung jeder 
algebraischen Curve, der Mittheilung Laguerre’s ferner liegen. In 
Folge seiner Fragestellung sucht er nicht den ‘analytischen Ausdruck 
fiir den constanten Factor, den ich k genannt habe. Er bestimmt ihn, 
indem er ihn so wiahlt, dass sein Theorem I. stattfindet ohne explicite 
auftretende Constante. Unsere Constanten differiren hierdurch um 
einen Factor 2", was auch aus seinen Formeln sichtbar ist. 

Laguerre’s ,Potenz“ und mein F'y(a, B) differiren folglich eben- 
falls um den Factor 2”. 


Christiania, Ende Februar 1877. 








Nachtragliche Verbesserungen. 


Band X. 


. 590 lies H, Stahl in Berlin statt H. Stahl in Aachen. 


Band XI. 


. 222 Textzeile 6 v. u. lies Geraden statt Gerade. 


237 Gleichung (34) lies H(v@ — w*) statt H(v@ — u?). 
238 ist an Stelle der ersten Note zu setzen: 
»Allerdings enthilt die M, eine derartige M,. Dementsprechend 


257 Zeile 7 v. 


259 


271 


274 
279 
282 
286 


” 


” 


10 v. 


lv. 


9 Vv. 
2 v. 
16 v. 
16 v. 


wird die Gleichung (34) ein Integral f(a yzpqrst)=c besitzen kénnen,“ 


o. lies V 4D statt V4D. 
u. lies chacune statt schacune. 


eer: 3 = 
. lies (4) VD statt (3) VD. 
0. lies ses statt ces. 
0. lies (%_’— 42%, — 1a)? statt (a,’— 4a, — A2,)*. 
0. lies b, statt by. 
u. lies changement statt changeant. 


i=} 














































































































ESCHEBACH & SCHAEFER, LEIPZIG 








